Limite: El Final de una Tendencia

J. Saquimux
17 de agosto de 2017
AW

En memoria del profesor
de MB1, CUNOC
Ing. Hugo Pineda. Q).E.D.

1. El limite

Calculemos el limite (1),
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2. Estimacién con tendencias geométricas

Puesto que la funcion involucra radicales, construyamos tridngulos rectangulos cuyas hi-
potenusas representen dichos radicales, dispongadmoslos como se ilustra en la Figura 1, y
tracemos circunferencias con centros en Ay C' .
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Figura 1: Construccion geométrica para estimar el limite (1).
Si BD = \/z,AB =R,y CB = r. Tenemos que

ED=Vz+R*-—R y FD=Vz+r:—r (2)

Trazando segmentos tangentes a las circunferencias en los puntos F'y E con extremos en



en H y G respectivamente sobre el segmento BD como se ilustra en la Figura 2.

Figura 2: Trazos adicionales para estimar el limite (1).

Se forman los pares de triangunos semejantes ABDA ~ AHDE.y ABDC ~ ANGDF
De los cuales obtenemos las proporciones dadas en (3),
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De las proporciones en (3), tenemos,
ED r EH ”
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Si D tiende hacia B sobre el segmento BI, BD = \/x, tiende a cero.
Considerando que

0<x<yz<l, (5)

es claro que x debe tender a cero también.

Pero ademas, notemos en la Figura 2, que si D tiende a B sobre el segmento BI, los
puntos Gy H tienden a juntarse sobre Bl y tendiendo hacia B. Detras de ellos, los puntos
tangentes a las circunferencias E' y F tienden sobre las circunferencias correspondientes
a D y los tres tendiendo a B.

Bajo las anteriores tendencias, intuimos que los segmentos EH y F'G tienden a jigua-
larse!, EH ~ F'G. Por lo que de (4) y (5), en el limite, la proporcion ED/FD tiende a
la constante r/R, y por (2) finalmente concluimos que,

3. Visualizacion dinamica de las tendencias

Con softwares de matematica dinamica se pueden visualizar las tendencias para casos
concretos, en ambientes dindmico y numérico. La Figura 3, muestra una pantalla con
GeoGebra[l] de dichas tendencias para el caso particular cuando r = 1y R = 3. En
ella observamos que si D tiende a B, tienden a juntarse H con G,y F con E'y D, por lo



que FH ~ FG. Estas observaciones se verifican numéricamente también, al desplazar D
hacia B, la proporcion ED/F D va tendiendo y tendiendo cada vez mas a 1/3.

EH = 0.06733
FG = 006704
EH/FG =0.99579
ED/FG =0.33193

B GH D |

Figura 3: Visualizacion dindmica cuando D tiende a B.
Construida con GeoGebra, la Figura 4 muestras la grafica cartesiana de f(z) =
(Vz+9—3)/(vVz+1—1) en linea punteada y la grafica de la proporcion ED/FD en

fancion de BD en linea continua (construida con el comando lugar geométrico). En ella
observamos que ambas tienden a 1/3, cuando x 'y BD = +/x tienden a cero por la derecha.

Figura 4: Graficas de f(x) punteada y de ED/FD continua, cerca de 0.

En el ambiente interactivo y dindmico del Geogebra se pueden explorar para otros
valores particuales de r y R.

4. Verificaciéon con CAS

La tendencia final obtenida se puede verificar con el CAS de programas de computo ma-
tematico o calculadoras.

El CAS del programa MAXIMA 2], confirma el valor del limite r/R, como se ilustra
en la Figura 5.
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Figura 5: Calculo simboélico del limite con CAS de MAXIMA.



5. Discusion y conclusiones

El limite (1)' se puede estimar o calcular con otros procedimientos. El enfoque que pre-
sentamos estd en el corazon de la nocion —informal, intuitiva y dindmica— de limite como
tendencia final: la funcion tiende a ... cuando la variable tiende a ... Ademas en los
procesos presentados se usan operaciones mentales muy relacionadas con —creatividad
constructiva, descubrimiento—, y procesamiento coordinado de informacion visual, com-
petencias que creemos que la ensenanza de la matematica debe promover en la formacion
béasica de estudiantes de ingenieria.

Para blancear o complementar el enfoque tradicional de ensenanza de limite, y pro-
mover el pensamiento creativo y de descubrimiento en el estudiante, sugerimos discutir
situaciones similares a la presenada en el aula.

Actividades parecidas se proponen en [3, pag. 171] como problemas adicionales, pero
en ellos se parte de un esquema ya construido, se espera que profesor/estudiante platee la
representacion simbolica del limite y que lo calcule con el algebra de limites y sustitucion
directa.

6. Actividad propuesta

Usando construcciones geométricas y tendencias de distancias limite en dichas construc-
ciones, estime la tendencia final en (7) y verifiquelo usando softwares de matemética

dinamica. 24
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'Este es un caso més general del limite propuesto en [4, pag 80]
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