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INTRODUCCION

El aprendizaje de la matematica ha sido desde sus inicios complicada, de esto mismo puede dar
testimonio mas de algun docente que quiza en determinada ocasién tuvo que repetir mas de una
vez un curso relacionado con la matematica sino es que repitié la misma.

En mi experiencia como docente de matematica he visto varias deficiencias en el estudiante,
deficiencias como; Que no leen, y al decir no leen no me refiero solamente a textos matematicos,
teoremas o enunciados, sino que, ademds no se informan de otros temas de ciencia y
conocimiento por lo cual al darles un modelo matematico descriptivo él mismo estudiante no
comprende y no logra imaginarse lo que le estan hablando. También me he encontrado con el
problema que, relacionado a la falta de lectura, cuando el estudiante intenta leer un libro de
calculo no comprende la explicacién que este le brinda, por lo mismo que son muy técnicos y en
algunos temas se redondea bastante por lo que rapidamente el estudiante se fatiga, de tanto
que se le explica no comprende el teorema y no comienza a interpretar su aplicacion en la vida
real, sucedido esto él estudiante decide no continuar con el estudio o intentar que alguien mas
le explique y que a veces esto ultimo resulta bien o en otros casos solo lo confunde mas.

Por eso mismo nace este MANUAL que intenta explicar los temas de la matematica basica 2 de
una manera simple, concreta y con un lenguaje mas comun haciéndolo parecer como si un
docente particular estuviera dandole clases privadas, ademas que dentro del mismo manual
encontrard ejercicios resueltos por cada tema para una mejor comprensiéon. Dicho lo anterior
debo recalcar en esta parte que: El motivo de este Manual no es el de sustituir a un libro de
Calculo utilizado en ingenieria sino mas bien el de reforzar la ensefianza que estos mismos libros
ofrecen, servir como un material de apoyo para el estudiante de ingenieria. Mi recomendacién
es que lea primero su libro de calculo para luego si no comprende algo tome el manual e intente
comprender directamente de lo que se le esta hablando.
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PROLOGO

En los afios como docente de la Division de Ciencias de la Ingenieria del Centro Universitario de
Occidente especialmente en el area de Matematicas, pocas veces se ha visto el interés por parte
de los auxiliares de Matematica Basica 2 de dejar plasmada su experiencia docente en un
documento escrito como este, por lo que solo por el hecho de tomarse el tiempo de preparar un
material de apoyo al estudiante de matematicas ya es algo importante que el autor ha realizado
y un ejemplo al personal docente de la divisidon de ingenieria para escribir su experiencia docente.

Este documento el cual se ha denominado Manual de Matematica Basica 2, presenta por medio
de un mapa conceptual la importancia del estudio de la matematica y su relacién con otras
disciplinas, el cual lo hace de una forma bastante grafica, clara y con amplias explicaciones.

El autor, al ir analizando cada uno de los conceptos de la matematica basica 2, los presenta de
una forma sencilla y clara, dando a conocer el significado y las propiedades de los mismos, y lo
mas importante es que hace uso frecuentemente de una herramienta muy importante en la
ensefanza de la matematica como lo es la graficacion, esto lo desarrolla usando un software
matematico, y de esta manera motiva al estudiante al uso de la tecnologia.

Algo que es importante resaltar, es el hecho que en el transcurso de sus explicaciones el autor
utiliza ejemplos de la vida cotidiana para relacionar los conceptos matematicos y de esta forma
clarificar y contextualizar la ensefianza, asi mismo hace uso constante de la palabra “cuidado”
cuando el autor de acuerdo a su experiencia docente visualiza situaciones criticas en la que el
estudiante podria confundirse, de esta manera pone en alerta en las situaciones donde se debe
de poner especial atencion.

Por lo anterior, este documento sin duda alguna sera de vital importancia en el aprendizaje de la
matematica basica 2 y en lo personal y de parte del departamento de matematicas de la divisién
de Ciencias de la Ingenieria, felicitar al autor de este manual, por atreverse a escribirlo y
motivarlo para que sea el primero de varios documentos de apoyo a la docencia que pueda
producir, esto en beneficio del aprendizaje de la matematica.

Ing. Humberto Osvaldo Hernandez Sac

Coordinador Area Comun y Supervisor del Area de Matematicas
Division de Ciencias de la Ingenieria

Centro Universitario de Occidente.
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Formulario Matematica Basica 1

Geometria
Cuadrilateros Rectangulo Trapecio Tridngulos Tridangulo Equilatero Pitagoras
b+B)*h 3xq?

A=1xl A=bxh = % A= %b * h A= \/—4a Un tridngulo Recténgulo
p=4xl P =2b+2h P=b+B+z P=a+c+b P=3xa c? = a? + b?
Circunferencia Sector Circular  Poligonos Regulares Prismas Esfera Cilindro

5 or? a*nx*l 4mr3 2
A=nr A=T A= > V=Axh V= 3 V =mnrch
P =2nr P = Or P=nxl A= Area De una de sus bases ~ As = 4mr? As = 2nrh + 2mr?
Cono Circular Cono Truncado Angulos

1 T[h Angulos en | Angulos en Fraccidon De
V= §7T7"Zh V= ? [Rz + 7R + T'z] grados Radianes Vuelta
360° 2 1

As = mr? + mrvr? + h?

Aszn[w/(R—r)2+h2 *(R+r)+R2+r2]

Desigualdades

A<B entonces AtC<B+C(C
SiC>0y A<B entonces AC < BC
SiC<0y A<B entonces AC = BC

SiA>0yB>0yASBentonces%2%
SiIA<ByC<D entonces A+C<B+D

Valor Absoluto

x| <c¢ equivalea —c<x<c
|x| < c equivalea —c<x<c

[x] >c equivalea x < —c o c<x
[x] = ¢ equivalea x<—c o c<x

Geometria De Coordenadas

La Recta Rectas Perpendiculares
y=mx=tb Vv =mx+ by
Donde m=Pendiente Y, =myx t by

b= intersecto de recta en y entre ellas hay 90°

el ejey my*m, = -1

La circunferencia La circunferencia desplazada
x% +y? =72 (x—h)?+(y—k)?=r?

con centro en (h, k)

Funciones

y=7f(x)
Funcidn Creciente
f es creciente en | si:

Funciones Decrecientes

f es Decreciente en | si:

f(x1) < f(x2) siempre que: f(x1) > f(x2) siempre que:
x1 < x2 x1 < x2

Transformacion de Funciones (Desplazamiento Horizontal)

Suponga ¢ > 0

Para graficar y = f(x — ¢) desplace en x c unidades a la derecha
Para graficar y = f(x + ¢) desplace en x c unidades a la izquierda
Valor maximo o minimo

Funciones Cuadraticas
la funciéon f(x) = ax? + bx + ¢
Puede expresarse de manera normal

fx)=alx—h)?+k

Con vértice en (h,k)

De una cuadratica

maximo o minimo

b b
(‘ o f (- z))
Interés Capitalizado Continuamente
A(t) = Pe™

Interés Simple
At) =P(1+71)
Logaritmo Natural
Lnx = log.x
Leyes De Los Logaritmos
Log,(AB) = Log,A + Log,B

A
Log, (E) = Log,A—Log,B
loga(AC) = C xlog,(A)

Crecimiento Exponencial
(Tasa de crecimiento)

n(t) = nge™
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b
X = —— entonces tendra
2a

(Una funcidn es la regla de relacion entre el conjunto Ay el conjunto B, donde para cada valor de A existe un Solo valor de B)

Transformacion De Funciones (Desplazamiento Vertical)
Supongac > 0
Para graficar y = f(x) + ¢ despace c unidades arriba
Para graficar y = f(x) — ¢ despace c unidades abajo
Combinacién de Funciones
(f°g)(x) = f(gx)
Funcidn Inversa
f~1(y) =x entonces f(x) =y
Funciones Polinomiales
P(x) = apx™ + an_1x™ .. a1x + aq
donde n es un entero no negativoy a,, # 0

Funciones Exponenciales Interés Compuesto

m\nt
f(x) = a* A =P (1+5)
Funcidn Logaritmica Propiedades De Logaritmos
log,x =y log,1=0 log,a=1

log,a* =x a'©9a* = x

Identidades Trigonométricas Fundamentales
1

csc(x) = pp sec(x) = prony cot(x) = e
_ sen(x) __ cos(x)
tan(x) = P cot(x) = sena)

sen?(x) + cos?(x) =1
1+ cot?(x) = csc?(x)

tan?®(x) + 1 = sec?(x)



y = asen(wt) o y = acos(wt)

y = ke ‘sen(wt) o y = ke “cos(wt)

Ley De Senos
SenA _ SenB __ SenC

a b C

Parabola con eje vertical
x2 = 4py dondep >0
Vértice (0,0)

Foco (0, p)

Directriz (y = —p)

Hipérbolas (Hacia X)
XZ yZ

T
Vértices (+a,0)

i S
Asintotas ((y =+ ax)
Focos (+c,0); c? = a? + b?

Parabola con eje vertical desplazada

(x—h)? =4p(y — k)

p>00 p<o0
Hipérbolas Desplazadas
(x—h)? (-k)?

a2 bz 1

con centro en (h, k)

sen(2x) = 2sen(x) * cos(x) cos(2x) = cos?(x) — sen?(x)
cos?(x) = %(1 + cos(2x))  sen?(x) = %(1 — cos(2x))
sen(A + B) = Sen(A) cos(B) + sen(B) cos(4)

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B)

cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sen(A)sen(B)

Movimiento Armodnico Simple
amplitud = |a|
Movimiento Armdnico Amortiguado

c>0 k = amplitud inicial

Funciones Trigonométricas
Ley De Cosenos

a? = b? + ¢? — 2bc = cos(A)
b? = a? + ¢ — 2ac * cos(B)
c? =a?+ b% — 2ac * cos(C)

Secciones Cdnicas

Parabola con eje Horizontal Elipse (Hacia X)

2 2
—+i=1
a>b>0
Focos (%c,0)
(CZ — a2 _ bZ)
Vértices (+a,0)

c

e=-
a

y? = 4px dondep > 0
Vértice (0,0)

Foco (p, 0)

Directriz (x = —p)

Hipérbolas (Hacia Y)
yZ .X'2

a2 vz
Vértices (0, +a)
Asintotas ((y = i%x)
Focos (0,+c); c? = a® + b?
Conicas Desplazadas
Parabola con eje Horizontal desplazada

(y—k)? =4p(x — h)
p>00 p<o0

Conica General
Ax?+Cy*+Dx+Ey+F =0
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; 21
periodo = —

. w
frecuencia = —
2n

¢ = constante de amortiguamiento

Férmula De Herdn

A= s(s—a)(s—b)(s—c)

a+b+c
2

Elipse (Hacia Y)
2 2
b>a>0
Focos (0,+c)
(CZ — b2 _ a2)
Vértices (0, +a)
c

e=-
b

Elipses Desplazadas
(x-h? | -k _
=t =1
con centro en (h, k)

10



éPor qué Estudiar Matematica?

Historia breve de la matematica
Historia Del Universo (Para que se comprenda donde estamos)

La teoria mas refutable cientifica de la creacién del universo es el lamado Big Bang, fue una explosion
césmica que creo toda la energia y la materia como la conocemos en la actualidad y aunque parece una
locura, hay evidencia observacional fuerte que apoya la teoria del big bang, incluye la cantidad de helio
en el cosmos y el brillo de las ondas remanentes de |la explosion. En |a serie televisiva Cosmos hacen una
bonita escala de reduccidn del tiempo transcurrido del universo, que tiene 13,800 millones de afos, a 1
afo en el calendario terrestre. En esta escala cada mes representa casi 1,000 millones de afios, cada dia
representa casi 40 millones de afos, quedando:

VYV VV

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia

El 01 de enero inicia el Calendario cdsmico con el nacimiento de nuestro universo, el lamado Big
Bang. Todo nacid de un punto mas pequeio que el atomo, el espacio mismo exploto con un fuego
césmico y que expandid el universo y que esa misma expansion provoco enfriamiento vy
obscuridad alrededor de 200 millones de afios.
El 10 de enero surgieron las primeras estrellas gracias a que la gravedad comenzé a reunir masas
de gases y las calenté.
El 13 de enero estas estrellas se fusionaron con las primeras galaxias y estas galaxias se unieron
para crear otras mas grandes.
El 15 de marzo del afo cdsmico nace nuestra galaxia.
El 31 de agosto (hace 4,500 millones afios) nace nuestro sol. La tierra, asi como los demds planetas
del sistema solar se formaron por un disco de gas y de polvo que orbitaban el sol recién nacido.
Las continuas colisiones produjeron una bola de desechos cada vez mayor
El 21 de septiembre inicia la vida en el planeta tierra, pero vida molecular
Para el 9 de noviembre la vida se movia, respiraba, comia, reaccionaba en su entorno y también
inventaron el sexo para reproduccion
El 17 de diciembre la vida se acelerd, las plantas crecieron al igual que los arboles. El tiktaalik fue
uno de los animales primerizos en salir del agua para adentrarse en la tierra, debid sentirse como
un visitante de otro mundo.
Los bosques, los pajaros, los dinosaurios, Insectos, todos evolucionaron en la ultima semana de
diciembre
o La primera flor florecié el 28 de diciembre
o A medida que estos bosques antiguos crecieron y murieron y sus restos se hundieron bajo

la superficie se transformaron en carbdén, 300 millones de afios después los humanos

guemamos ese carbon paraimpulsary arriesgar a nuestra civilizacién (El cambio Climatico)
El 30 de diciembre Se calcula que a las 6:24 am del calendario cosmico el asteroide impacto con
la tierra matando a los Dinosaurios
El 31 de diciembre a las 11:00 pm aparece el ser humano y comienza su evolucién.
El 31 de diciembre a las 11:59:00 se comenzaron a pintar las primeras pinturas en cuevas.
El 31 de diciembre a las 11:59:14 pm Toda la historia registrada y las personas que alguna vez se
escucho hablar vivieron en los Ultimos 14 segundos.
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Historia Del desarrollo de las matematicas

La historia de la matematica tiene sus origenes en la astronomia. De hecho, todos descendemos de los
astrénomos, nuestra supervivencia dependia de saber cémo leer las estrellas para predecir la llegada
del invierno y la inmigracidon de las manadas silvestres.
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Luego alrededor de 10,000 afios atras empezd una revolucion de la forma en que viviamos, nuestros
ancestros aprendieron a transformar su entorno, domesticaron plantas y animales, cultivaron la tierray
se asentaron. Esto cambio todo, por primera vez en la historia se tuvimos mas cosas de las que se podian
cargar, se necesitaba inventar una forma de llevar un registro de ellas asi que hace 6,000 afios se inventd
la escritura con la que se llevaban registros de faenas de granos, guardar pensamientos y poder
compartir ideas para las futuras generaciones.

La entrada a la matematica fueron los numeros, fueron simbolos utilizados para representar unidades
de comida, prendas y habitantes que gobernar.

Siguiendo con la analogia del calendario Cosmi

&mnu\\\\\ JA

Moisés nacid hace 7 segundos

Buda nacid hace 6 segundos

Jesus hace 5 segundos

Mahoma nacid hace 3 segundos

Hace menos de 2 segundos para bien o para mal las dos mitades de la tierra se descubrieron entre si
En el ultimo segundo del calendario césmico se comenzd a utilizar la ciencia para revelar los
secretos y las leyes de la naturaleza. El método cientifico es tan poderoso que en tan solo 4 siglos
nos ha llevado a todos desde el primer vistazo de Galileo a otro mundo a través de un telescopio
hasta llevarnos y dejar nuestras huellas en la Luna, todos como especie, nos ha permitido ver a
través del espacio y el tiempo para descubrir cuando y donde estamos en el cosmos.

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia 12



Es importante comprender que cada cultura ubicada en un lugar diferente utilizo y desarrollo la
matematica a su conveniencia y le asigno simbologia distinta, pero todos los simbolos con un mismo
propodsito, el de representar conceptos abstractos de la vida cotidiana. Por ejemplo: Los mayas fueron
una civilizacién mesoamericana que tuvieron como base monetaria el Cacao y el maiz y que en el afo
230-300 D.C (Después de Cristo) desarrollaron la escritura y a través de esa escritura hicieron cdlculos
numeéricos con orientacion astrondmica para saber cuando lloveria he incluso lo orientaban para épocas
de guerra.

La entrada al lenguaje Maya fueron los niUmeros, con base vigesimal (base 20) y gracias a estos se
comprendieron muchisimos acontecimientos de dicha cultura.

Entiéndase que todas las culturas han tendido la idea de la matematica, pero cada cultura la ha utilizado
y desarrollado diferente.

Matematicas En El Siglo XXI

En el afio 2000, el Clay Mathematics Institute anuncié los siete problemas del milenio, y en 2003 la
demostracion de la conjetura de Poincaré fue resuelta por Grigori Perelman (que razond éticamente en
no aceptar el premio).

Hoy en dia las matematicas modelan Agujeros negros.

El Ganador del premio Nobel de fisica Kip Thorne modelando matematicamente un Agujero negro en Tres Dimensiones

¢Qué es la Matematica?

La matematica es el lenguaje por excelencia que utiliza la ciencia para describir conceptos abstractos
de la vida cotidiana. En otras palabras, la matematica es el lenguaje que estudia los Simbolos
(Numeros, signos de relacion, Elementos Quimicos, Monedas...)

Galileo Galilei dijo alguna vez: "Las matematicas son el lenguaje en el que Dios escribio el universo"

Ejemplo

El siguiente enunciado podemos decirlo de dos formas:

1. Xes mayor que Y e Y es mayor que Z

o forma simplificada podemos decir que

2. X>Y>Z

Este es el motivo por el cual las matematicas son tan solo un lenguaje simplificado con una
herramienta para cada problema especifico.

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia 13



Arte y técnica de aplicar los conocimientos cientificos a la invencién, disefio, perfeccionamiento Inspeccion o verificacion de la contabilidad de una empresa o una entidad, realizada por un auditor
y manejo de nuevos procedimientos en la industria y otros campos de aplicacion cientificos. con el fin de comprobar si sus cuentas reflejan el patrimonio, la situacién financiera y los resultados
obtenidos por dicha empresa o entidad en un determinado ejercicio.

s -

Ingenieria Fisicos, Astronomos Auditoria Economia
\

Es la ciencia Fundamental Ciencia que estudia la composicién y las propiedades La Contabilidad es una técnica, nacida para Ciencia que se encarga de
Sistematica que estudia de la materia y de las transformaciones que esta satisfacer las necesidades de organizacién en la recopilacion, analizacion
Las propiedades de la experimenta sin que se alteren los elementos que la la economia. he |nterpretaC|on dellosidatos
Naturaleza forman. T deestudio

T uimica ili

Q Contabilidad Estadistica

Fisica

—

o| Es la Presentacion Perceptible de una]

Matematica simbol » = ; :
Es el lenguaje que estudia los simbolos i LIdea, propia de una cierta comunidad

Ssitema de Signos que utiliza
Una comunidad para comunicarse [¢———Lenguaje:
oralmente o por escrito

Aritmética Geometria Algebra Célculo

Es la rama de la matematica cuyo objeto de

Estudia las propiedades de las figuras en Estudia la combinacion de elementos de estructuras Es Hia maduing d.e ||m|te's que;se daen 3 et:apfas‘
Matematicas previas al Calculo, Proceso del limite

estudio son los numeros conocidos y las el plano o en el espacio aplicandoles los abstractas acorde a ciertas reglas aprendidas en la e
operaciones elementales sistemas de medida Aritmética LS
Operaciones Aritmeticas
Teorema De Calculo

-Limites
-Derivadas

-Suma
-Resta

-Multiplicacion
-Integrales

-Divisién
-Potenciacion
-Radicacion
-Logaritmizacion

Figura No. 0 Mapa Conceptual De La Importancia de la matematica y Conexion Con Otras Ciencias
Imagen De Autoria Propia
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CONTENIDO MATEMATICA BASICA 1 QUE YA DEBE CONOCER EL ESTUDIANTE

GEOMETRIA

-Entes Geométricos Funamentales

-Angulos
*Clasificacién De angulos
*Angulos Entre Dos Paralelas
Y Una Transversal
-Cuadrildteros
*El Cuadrado
*El Rectangulo
*El Trapecio
-Tridnqulos
*Clasificacién De Tridngulos
*Area De Triangulo Recténgulo
*Area De Tridngulo General
*Tridngulos Semejantes
*Teorema Fundamental De
La Proporcionalidad
*Teorema De Pitdgoras
-Circunferencia
*Area Del Circulo
*Perimetro De La Circunferencia
*Longitud De Arco
*Angulo Inscrito En Una
Circunferencia
*Segmentos Tangentes A Una
Circunferencia Con Un Extremo
En Comun
*Sector Circular
-Poligonos
*Poligono Regular
*Divisién Del Poligono Regular
*Area Y Perimetro Del Poligono
Regular

-Prismas
*Volumen Del Prisma Rectédngulo
*Area Superficial Del Prisma
*Paralelepipedo Rectangular
*Cubo
-Esfera
*Volumene
*Area Superficial
-Cilindro
*Volumen
*Area Superficial
-Cono
*Volumen
*Area Superficial

FUNDAMENTOS

-Ecuaciones
*Ecuaciones Lineales
*Ecuaciones Cuadraticas
*Otro Tipo De Ecuaciones
-Sistema De Ecuaciones Lineales Con Dos Y Tres Variables
*Sustitucion De Variables
*Simplificacién De Sistemas
*Metodo Grafico
*Por Determinantes
-Modelado De Ecuaciones (1ero y 2Do Grado)
*Problema De Interes
*Problema De Area O Longitud
*Problema De Mezclas
*Problema Del Tiempo Necesario Para hacer un trabajo
*Problema De Distancia, Rapidez y Tiempo
-Desigualdades
*Solucién de desigualdades lineales
*Solucién de desigualdades no lineales
*Desigualdades con valor absoluto
*Modelado con desigualdades
-Geometria De Coordenadas
*El plano coordenado
*Las férmulas para distancia y punto medio
*Gréficas de ecuaciones con dos variables
*Puntos de interseccion (Raices)
*Circunferencias
*Simetria
-Rectas
*Pendiente de una recta
*Forma punto-pendiente de la ecuacidn de una recta
*Rectas verticales y horizontales
*Ecuacion general de una recta
*Rectas paralelas y perpendiculares
*Modelado con ecuaciones lineales: pendiente como
rapidez de cambio
-Modelos De Variacién
*Variacion directa
*Variacion inversa
*Variacion conjunta

Funciones Polinomiales
Y Racionales

-Funciones Polinomiales Y Sus graficas
*Graficar funciones polinomiales bésicas
*Comportamiento final y el término principal
*Uso de ceros para graficar funciones

polinomiales
*Forma de la grafica cerca de un cero
*Maximos y minimos locales de funciones
polinomiales

-Divisién De Polinomios
*Division larga de polinomios
*Division sintética
*Los teoremas del residuo y factor

-Ceros Reales De Polinomios
*Ceros racionales de funciones polinomiales
*Regla de Descartes de los signos y

Iimites superior e inferior para raices
*Uso de algebra y calculadoras graficadoras
para resolver ecuaciones con polinomios

-Numeros Complejos

*Operaciones aritméticas con niimeros
Complejos
*Raices cuadradas de nimeros negativos
*Soluciones complejas de ecuaciones
cuadréticas
-Ceros Complejos Y El Teorema Fundamental
Del Algebra 4
*El Teorema Fundamental de Algebra
y Factorizacién Completa
*Ceros y sus multiplicidades
*Los ceros complejos vienen en pares
conjugados
*Factores lineales y cuadraticos
-Funciones Racionales
*Funciones racionales y asintotas
*Transformaciones de y = 1/x
*Asintotas de funciones racionales
*Graficas de funciones racionales

MATEMATICA BASICA 1
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FUNCIONES

-Definicién De Funcion
*Definicion de funcién
*Evaluacién de una funcién
*Dominio de una funcién
*Cuatro formas de representar una funcién
-Graficas De Funciones
*Graficar funciones por localizacién de puntos
*Graficar funciones con calculadora graficadora
*Graficar funciones definidas por tramos
*La prueba de la recta vertical
*Ecuaciones que definen funciones
-Informacién A Partir De La Grafica De Una Funcién
*Valores de una funcién: dominio y rango
*Funciones Crecientes Y Decrecientes
*Valores maximo y minimo locales
-Rapidez De Cambio Promedio De Una Funcién
*Rapidez De Cambio Promedio
*Las funciones Lineales tienen rapidez de
Cambio Constante
-Transformacién De Funciones
*Desplazamiento vertical
*Desplazamiento horizontal
*Graficas que se reflejan
*Alargamiento y contraccidn verticales
*Funciones pares e impares
-Combinacién De Funciones
*Sumas, diferencias, productos y cocientes
*Composicion de funciones
-Funciones uno a uno Y Sus Inversas
*Funciones uno a uno
*La inversa de una funcién
*Graficar la inversa de una funcién
-Eunciones Y Modelos Cuadraticos
*Funciones Cuadraticas
*Graficar funciones cuadrdticas usando
La forma normal
*Valores maximo y minimo de funciones
Cuadrdticas
*Modelado con funciones cuadréticas

GEOMETRIA ANALITICA

TRIGONOMETRIA ANALITICA (Secciones Conicas)

-Identidades Trigonometricas
*Simplificacién de expresiones trigonométricas
*Demostracion de identidades trigonométricas
-Férmulas De Adicién Y Sustraccion
*Férmulas de adicion y sustraccién
*Evaluacion de expresiones que contienen
funciones trigonométricas inversas
*Expresiones de la forma A sen x + B cos x
-Férmulas Para EI Angulo Doble Mitad De Angulo Y
Producto Suma
*Formulas de angulo doble
*Férmulas de semidngulo
*Evaluacién de expresiones que contienen
funciones trigonométricas inversas
*Férmulas de producto a suma
-Ecuaciones Trigonométricas Basicas
*Ecuaciones trigonométricas basicas
*Solucion de ecuaciones trigonométricas
por factorizacién
-Més Ecuaciones Trigonométricas
*Solucion de ecuaciones trigonométricas con
uso de identidades
*Ecuaciones con funciones trigonométricas
de multiplos de dngulos

-Circunferencia
-Parébolas
*Definicion geométrica de una parabola
*Ecuaciones y graficas de parabolas
*Aplicaciones
-Elipses
*Definicion geométrica de una elipse
*Ecuaciones y gréficas de elipses
*Excentricidad de una elipse
-Hipérbolas
*Definicion geométrica de una hipérbola
*Ecuaciones y graficas de hipérbolas
-Conicas Desplazadas
*Desplazamiento de graficas de
Ecuaciones
*Elipses desplazadas
*Pardbolas desplazadas
*Hipérbolas desplazadas
*La ecuacién general de una cénica
Desplazada
-Rotacién De Ejes
*Rotacion de ejes
*Ecuacién general de una cénica
*El discriminante

Funci
Y Logaritmicas

-Funciones Exponenciales
*Funciones exponenciales
*Gréficas de funciones exponenciales
=Interés compuesto

-La Funcién Exponencial Natural

*El nimero e
*La funcién exponencial natural
*Interés capitalizado continuamente
*Funciones logaritmicas
*Logaritmos comunes
*Logaritmos naturales
-Leyes De Los Logaritmos
*Leyes de logaritmos
*Expansion y combinacién de
Expresiones logaritmicas
*Férmula para cambio de base
-Ecuaciones Exponenciales
*Ecuaciones exponenciales
-Ecuaciones Logaritmicas
*Ecuaciones logaritmicas
-Modelado Con funciones
Exponenciales Y Logaritmicas
*Crecimiento exponencial
(tiempo de duplicacién)
*Crecimiento exponencial
(tasa de crecimiento relativa)
*Desintegracion radiactiva
*Ley de Newton de Enfriamiento
*Escalas logaritmicas
(La escala pH, La escala Richter,
Magnitud de terremotos)

*Asintotas diagonales y comportamiento final

*Aplicaciones (Resistencia eléctrica)

icas

Tri

Trig

/’ do Del Tri.
|

-Medida De Un Angulo
*Medida de un angulo
*Angulos en posicion normal
*Longitud de un arco de circunferencia
*Area de un sector circular
*Movimiento circular
-Trigonométria De Tridngulos Rectanqulos
*Relaciones trigonométricas
*Triangulos especiales
*Aplicaciones de trigonometria de
Tridngulos rectdngulos 3
-Funciones Trigonométricas De Angulos
*Funciones trigonométricas de angulos
*Evaluacion de funciones
trigonométricas De cualquier
angulo
*Identidades trigonométricas
*Areas de triangulos
-Ley De Senos
*La Ley de Senos
*El caso ambiguo
-La Ley de Cosenos
*La Ley de Cosenos
*Navegacion: orientacion y rumbo
*El drea de un tridngulo
(Demostracion)
-Enfogue Sobre Modelado
*Topografia

icas:

-La Circunferencia Unitaria
*La circunferencia unitaria
*Puntos terminales en la circunferencia unitaria
*El nimero de referencia
-Funciones Trigonometricas De Numeros Reales
*Las funciones trigonométricas
*Valores de las funciones trigonométricas
*1dentidades fundamentales
-Graficas Trigonométricas
*Graéficas de las funciones seno y coseno
*Gréficas de transformaciones de las
Funciones seno y coseno
*Uso de calculadoras graficadoras para
graficar funciones trigonométricas
-Més Graficas Trigonométricas
*Gréficas de las funciones tangente,
Cotangente, secante y cosecante
*Gréficas de transformaciones de las funciones
tangente y cotangente
*Gréficas de transformaciones de las funciones
cosecante y secante
*La funcion seno inverso
*La funcién coseno inverso
*La funcién tangente inversa
*Las funciones secante, cosecante y
cotangente inversas
-Modelado De Movimiento Armonico
*Movimiento arménico simple
*Movimiento armonico amortiguado

Figura No. 1 Mapa conceptual Con el Contenido De La Bésica 1
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CONTENIDO MATEMATICA BASICA 2 QUE EL ESTUDIANTE APRENDERA

[MATEMAT!CA BASICA z]

|

El Problema Del Area  El Probl DelaT: € ElPr De Velocidad  El Limite de una Sucesién  La Suma De Una Serie
{ Introduccion Al Célculo
~
-Derivadas Y Razones De Cambio -Antiderivadas
*Tangentes ~*Teorema
B * i
LIMITES *gzlr‘i)\f;iies *Movimiento Rectilineo
2 -El Problema Del Area
*Razones De Cambio *Definicion
-La Derivada Como Una funcién & e .
e e El Problema De La Distancia
>
Derlvla(l:l’a Comeitinity -La Integral Definida
FDcHlaon *Definicion
*Otras Notaciones &
sElProblema De [a Tahgente *¢Cémo Deja De Ser Derivable *'Iéeml'mau e It
—E} Eroblema De Lal YeIOC|dad Una Fundion? *Sva uagonR_ e Integrales
-Limite De_ L_Jp Funcién *Derivadas Superiores uma De Riemann _
*Definicion DERIVADAS *La Regla Del Punto Medio

*Limites Laterales
*Limites Infinitos
-Célculo De Limites Usando Las Leyes De
Los Limites
*Leyes De Los Limites
*Teorema De La Compresion
-La Definicidn Precisa Del Limite
*Definicion
*Definicion De Limite Por La Izquierda
*Definicién De Limite por La Derecha
*Limites Infinitos
-Continuidad
*Definicion
*Teorema Del Valor Intermedio
-Limits Al Infinito, Asintotas Horizontales
*Definicion
*Limites Infinitos En el Infinito
*Definicién Precisa

-Derivadas De Funciones Polinomiales INTEGRALES
Y Expone S B
*Derivacion De Una constante
*Funcién Potencia
*Nuevas Derivadas A Partir De
Anteriores
*Regla De La Difencia
*Funciones Exponenciales
*Definicion Del Numero e
*Derivada de la funcién Exponencial
-Regla Del Producto Y El Cociente
*Regla Del Producto
*Regla Del Cociente
*Tabla De Férmulas De Derivacién
-Derivadas De Funciones Trigonometricas
*Conceptos Y Practica
-Regla De La Cadena
*Regla De La Potencia Combinada
Con La Cadena
-Derivacidn Implicita
*Derivadas De Las Funciones
Trigonométricas Inversas

*Propiedades De La Integral
Definida
*Propiedades De Comparacion
De La Integral
-Teorema Del Célculo
*Teorema Fundamental Del
Calculo Parte 1
*Teorema Fundamental Del
Calculo Parte 2
*La Derivacion Y La Integral
Como Proceso Inversos
-Integrales Indefinidas Y El Teorema
Del Cambio Neto
*Integrales Indefinidas
*Aplicaciones
*Teorema Del Cambio Neto
-Regla De Sustitucién
*Regla De Sustitucion
*Integrales Indefinidas

—Aplicaciones—p|

-Razones De Cambio En Las Ciencias Naturales Y Sociales

-Derivadas De Funciones Logaritmicas *Fisica
*Derivacion Logaritmica *Quimica
*El Nimero e Como Limite *Biologia

-Funciones Hiperbdlicas *Economia

*Definicion De las Funcione
Hiperbdlicas
*Identidades Hiperbdlicas
*Derivadas De Las Funciones
Hiperbdlicas
*Funciones Hiperbdlicas Inversas
*Derivadas De Las Funciones
Hiperbdlicas Inversas

*Otras Ciencias
-Crecimiento Y Decrecimiento Exponencial
*Crecimiento De Poblacién
*Decaimiento Radiactivo
*Ley De Newton
*Interés Compuesto Continuamente
-Razones Relacionadas
*Ejercicios
-Aproximaciones Lineales Y Diferenciales
*Aplicaciones en la Fisica
*Diferenciales
Aplicaciones——— P -Valores Maximos Y Minimos
*Definicion
*Teorema Del Valor Extremo
-Teorma Del Valor Medio
-Como Afecta La Derivada La Forma De Una Grafica
*Primera Derivada
*Segunda Derivada
-Formas Indeterminadas Y Regla De L "Hospital
*Productos Indeterminados
*Diferencias Indeterminadas
*Potencias Indeterminadas
-Resumen De Trazado De Curvas
*Guia Para El Trazado De Curvas
*Asintotas Inclinadas
-Optimizacion
*Aplicaciones En Negocios Y Economia
-El Método De Newton

Figura No. 2 Mapa conceptual Con el Contenido De La Basica 2
Imagen De Autoria Propia

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia

-Area Entre Curvas
*Definicion
-Volimenes
*Definicién
*Método De Discos
*Metodo Cascarones
Cilindricos
*Por Introduccién De
Un Diferencial
-Trabaijo
*Bombeo De Un
Liquido
*Ley De Hooke
*Levantado De Un
Objeto con peso
Variable
-Valor Primedio De Una
Funcién
*Teorema
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REPASO
Funcion

Una funcidn es la regla de relacidn entre el conjunto Ay el Conjunto B, donde para cada valor de A existe
un solo valor de B y donde el conjunto A es llamado Dominio y el conjunto B es llamado Codominio,
Rango o Espejo.

x3 /
o

CONJUNTO A CONJUNTO B

Ejemplos % f(x)=y

e SiAnay Pedro son Novios ellos pueden decir que tienen una relacion, cosas que los une o que
les gusta en comun.
e Juantiene el Doble de edad de lo que tiene Mateo
Edad Juan =y
Edad Mateo = x
La regla de relacion entre ambos es: y = 2x
e La Carga de un Teléfono en funcion (dependencia) del Tiempo.
e El Precio De una Viga De Acero estd en Funcion a su peso.

Acd lo importante es que se comprenda de qué manera podemos relacionar las variables recordando
gue toda funcidén es una ecuacién mas no toda ecuacién es una funcién, ya que relacionamos las
variables por medio del signo de igualdad.

Formas De Expresar Una Funcion

Existen 4 formas de Expresar las funciones

a) Forma Descriptiva

b) Forma Algebraica

¢) Forma Grafica

d) Forma Numérica (Por Tablas)

a) Forma Descriptiva

Ejemplo
Mario posee el Triple de Dinero de lo que posee David
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b) Forma Algebraica

Dinero Mario =y Entonces la relacién queda: y = 3x
Dinero David = x

c) Forma Geométrica

» Vista Algebraica® |» Vista Grafica
Punto H
@ A=(0,0) 13 :
eB=(1,3) H E
~® C=(2,86)
~®D=(3,9) t
-0 E=(4,12) 10
_ Recta . D
O fi3x+y=0
8
7
6 C
5
4
3 B
2
1
A
7 6 5 4 3 2 10/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura No. 3 Descripcion Grafica De una Funcion
Imagen obtenida del Software GeoGebra 5

d) Forma Numérica

Dinero Dinero
David Mario
X y
0 0
1 3
2 6
3 9
4 12
5 15

Estas son las 4 formas de expresar una funcion, la mas utiliza es la Algebraica
Dominio

Es importante comprender que el dominio de una funcién son las posibles entradas para el
valor de x

Rango

También llamada espejo o Codominio, es el resultado que se obtiene de evaluar la variable x

Después de haber repasado todo esto, es importante que recuerde todos los:
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Tipos De Funciones Que Existen

e Funciones Polinomiales y Racionales
e Funciones Racionales

e Funciones Exponenciales

e Funciones Logaritmicas

e Funciones Trigonométricas

Después de esto también es importante comprender las operaciones de funciones:

e Transformaciéon De Funciones

e Combinacion De Funciones

e Funciones Uno A Uno Y Sus Inversas
e Aplicaciones De Cada una de Ellas

Esto solo hablando de Funciones, aparte se encuentran los otros temas indicados en la figura No. 1

Debemos enfocarnos en la parte de las Funciones Racionales ya que ahi se veia lo que se conoce
como Comportamiento Final.

Funciones Racionales

(Capitulo 3.7 Precalculo, Sexta Edicion - Matematicas Para el Calculo - James Stewart)

Una Funcidn racional es la que se representa como:
P(x
r(x) = 000 Donde Q(x) # 0

Es importante comprender dentro de este Tema las Asintotas Verticales, estas se producen
cuando Q(x) = 0, es una parte de la funcion que no esta definida

DEFINICION DE ASINTOTAS VERTICALES Y HORIZONTALES

1. Larectax = a esuna asintota vertical de 1a funcién y = f(x) si y se aproxima a *oc cuando x se aproxima a a por
la derecha o por la izquierda.

IETIETATE

¥ =» oo cuando x = a* ¥ = ococuando x =g ¥ = —oo cuandox — a' ¥ = —oo cuando x — a

2. Larecta y = b es una asintota horizontal de la funcién y = f(x) si y se aproxima a b cuando x se aproxima a *cc.

N\
; \

e

¥ —= b cuando x — oo ¥ — b cuando x— —oo

¥ ¥

Figura No. 4 Definicion De Asintotas Horizontales y verticales
(Imagen Sacada Del Precdlculo 6e James Stewart)
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Es importante que el estudiante recuerde Lo que son las asintotas Diagonales, esto para el trazo
de gréficas.

Comportamiento Final

Esta parte es la Introduccion a la basica 2 ya que se ve un lenguaje matematico que sin duda
alguna le servira al estudiante mas adelante.

El comportamiento final de una funcién es una descripcién de lo que ocurre cuando x se hace
grande, en la direccidn positiva o negativa, o cuando x se aproxima a un valor, en especial a las
Funciones Irracionales cuando hacemos el analisis respecto a una Asintota. Para describir el
comportamiento final, usamos la siguiente notacion:

x = o significa que "x se hace grande en la posicion positiva"
x = —oo significa que "x se hace grande en la posiciéon Negativa"
Si en X = a existe una asintota se dice que:
x — a” significa que "x tiende a ser a por la izquiera"
x - a* significa que "x tiende a ser a por la derecha"
Ejemplo
x3-2x2+3

Graficar y Analizar el comportamiento final de la funcion r(x) = —

» Vista Algebraica X | » Vista Grafica
Funcidn a

x3—2x2+3
® =(x) = —

Recta
® fix=2

i Asintota Vertical

3

-6

Figura No. 5 Grafica de la funcidn r(x) a través del programa GeoGebra 5
Analisis Del Comportamiento Final
X—>2" y->-—o
x-2t y-o o
X —> —00 y—>
X >0 Yy
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Repaso Con El Modelado
éQué es el modelado?
El modelado o modelo matematico es describir con el lenguaje matematico un fenémeno que
ocurre en la vida cotidiana o en la naturaleza, ya sean fisicos, socioldgicos o hasta econdmicos.
Lo dificil de crear el modelo matematico es la relacién de variables ya que en algunos problemas
se describe lo que sucede y el estudiante debe auxiliarse de temas o Teoremas donde su modelo
ya se encuentra definido para definir el nuevo modelo.
Enresumen, el modelado se puede resumir como utilizar teoremas establecidos y conocidos para
dejar una variable en funcidn de otra.

Algunos Teoremas y modelos matematicos establecidos que auxilian son:
-Geometria

* Teorema De Pitagoras

* Areas, Perimetros Y Volimenes De figuras establecidas

4 Dos dimensiones (2D)
(Circulos, triangulos, cuadrildteros, poligonos regulares)
4 Tres Dimensiones (3D)

-Paralepipedos Rectangulares (cubos, Ladrillos, Cajas de zapatos, Blocks, Libros...)
-Paralepipedos
-Cono (Cono normal y cono invertido)
-Pirdmide (Su base puede ser un triangulo (tetraedro), cuadrado, pentagono, hexagono...)
-Prismas (Son las figuras que mantienen sus bases o secciones transversales iguales)
En ellos entra el: Cilindro y todo aquel que tenga su seccidon transversal un poligono
regular o irregular pero la condicion es que sus cortes transversales sean los mismos
* Ley de senos y cosenos
* Relacion de tridngulos
* Ley de Herdn
*Distancias de las figuras geométricas
-Modelado de Ecuaciones
*Problema de Interés
*Problema de area y longitud
*Problema de mezclas
*Problema del tiempo necesario para realizar un trabajo
*Problema de distancia, rapidez y tiempo
-Geometria De Coordenadas
*El plano coordenado
*La férmula para la distancia y punto medio
-Modelos de Variacién
*Variacion Directa (Proporcional)
*Variacion Inversa (Inversamente proporcional)
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*Variaciéon Conjunta
-Funciones Polinomiales
*Modelado con funciones cuadraticas
*Los teoremas del residuo y factor
-Funciones Exponenciales
*Interés Compuesto
*Interés Compuesto Continuamente
*Crecimiento/Decrecimiento Exponencial
*La escala PH
-Funciones Trigonométricas
*Ley de senos y Cosenos
*Movimiento armodnico Simple
*Movimiento armdnico amortiguado
*Medida de un angulo
*Longitud de arco de circunferencia
*Area de sector circular
-Geometria Analitica (Secciones Cdnicas)
*Circunferencia
*Parabolas
*Elipses
*Hipérbolas
La formulacion de un modelo matematico de un sistema se inicia con:

e identificacion de las variables que ocasionan el cambio del sistema. Podremos elegir no
incorporar todas estas variables en el modelo desde el comienzo. En este paso
especificamos el nivel de resolucion del modelo.

e Se establece un conjunto de suposiciones razonables o hipdtesis, acerca del

sistema que estamos tratando de describir. Esas hipdtesis también incluyen
todas las leyes empiricas que se pueden aplicar al sistema.

Modelado Con Geometria

Estos modelos son fundamentales en la matematica bdsica 2 (Lo vera el lector mas adelante)
pues ahi se ven razones de cambios (velocidades) como velocidades con la que crece la altura
de un volumen y la velocidad del mismo volumen. Aca nos auxiliamos de distancias, areas y
volumenes

Ejemplo

Un cono de papel de didmetro de 4 pulgadas y altura de 5 pulgadas esta inicialmente lleno de
agua. Se le hace un pequefio agujero en el fondo y el agua comienza a fluir. Seahy r la alturay
el radio, respectivamente, del agua en el cono t minutos después de que el agua comienza a
fluir.
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a) Exprese r como funcion de h

b) Exprese el volumen V como una funcién de h

c) Sila altura del agua después de t minutos esta dada por h(t) = 0.5/t, exprese V como
funcion de t

Figura 1a Figura 2a

Resolviendo el inciso a)
En la Figura 2a podemos relacionar el radio con la altura a través de triangulos semejantes
base menor  altura menor

Base Mayor  Altura Mayor

2r h

7 = T luego despejamos parar

_ 4h . _2h
r_5*2 entonces r—?

Resolviendo el inciso b)
Como la figura es un cono, su férmula para el volumen es:

7 * radio? * altura
V= 3 entonces el volumen del agua sera:

Aca debemos sustituir el resultado del inciso a)

T*r2%h

V=
Vzl*n*(ﬂ) h——*h3 V——*h3
3 5

Resolviendo el inciso c)
Como ya se tiene el volumen en funcidn de la altura, y asi mismo la altura en términos del
tiempo, por composicidon de funciones podemos tener el volumen en términos del tiempo.

4
V= % *h3 vy h(t) = 0.5Vt entonces

V=%*(O.5\/E)3 V=——xt?

150
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Modelado Con funciones

En estos modelos se deben saborear bien las palabras descritas por un problema, imaginar lo
que sucede y relacionar variables. Recuerde, usted es quien asigna variables y luego usted
busca teoremas conocidos que nos ayuden a relacionar las mismas variables.

Ejemplo
Una compaiiia de televisidn por cable da servicio a 500 usuarios y cobra Q200.00 por mes. Un
estudio de mercado indica que por cada Q10.00 menos en la tarifa mensual, se suscribiran 500
nuevos clientes. Ahora bien, R(x) denota el ingreso total mensual cuando el cobre es de x
guetzales mensuales
a) Determine la funcién de ingreso R
b) Trace un bosquejo de la grafica del inciso (a)
c) Determine el valor del cobro de modo que la compaiiia reciba el maximo ingreso
mensual.
d) Exprese el dominio real de la funcién de ingreso R
e) Determine la inversa de la funcidn del inciso (a). ¢ Qué significa?, ¢ Para qué dominio es la
funcidn inversa?

Resolviendo el inciso a)

Identificando Datos

5000 usuario — Q200/persona

R(x)=Ingreso mensual a la compaiiia

X = cobro mensual El cobro ira bajando de Q10.00 en Q10.00

Para resolver el problema necesitamos armar una tabla, donde hagamos la analogia que a cada
Q10.00 menos del cobro inicial (Q200/persona)

X R(x) R(x)
200 |R(200)=5000{200) Q1,000,000
. 190 |R(190)=5000(190)+500(190) Q1,045,000
R . 5000(200) x =200 180 |R(180)=5000(180)+2(500)(180) Q1,080,000
() = 5000x + 500x (200_") x < 200 170 |R(170)=5000(170)+3(500)(170) Q1,105,000
10 160  |R(160)=5000(160)+4(500)(160) Q1,120,000
150  |R(150)=5000(150)+5(500)(150) Q1,125,000
La funcidn de R(x) la obtenemos haciendo la 140 R(140)=5000(140)+6(500)(140) Q1,120,000
Analogia con la tabla y viendo que x disminuira 130 |R(130)=5000(130)+7(500)(130) Q1,105,000
De Q10 en Q10 a partir de Q200. 00 que cobran
y que los clientes irdn aumentando de 500 en 500
Entonces
R(x) = 5000x + 50x(200 — x) = 5000x + 10000x — 50x?
R(x) = —50x2 + 15000x R(x) = —50x2 + 15000x

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia 2



. . 1100000
Resolviendo el inciso b)

1000000

900000

) 800000

f(x) = —50 x* + 15000 x

700000

600000

500000

400000

300000

200000

100000

—-400 —-200 s} 200 400
—100000‘

Resolviendo el inciso c)

Como la funciéon es una Cuadratica, podemos utilizar la férmula para encontrar

(o -~ : —b
maximos/minimos que dice: x = e
En este caso b=15000 a=-50
—15000 o
X = m = 150 (se puede corroborar en la grafica o en la tabla)
x = 150

Resolviendo el inciso d)
Para el dominio se necesita mucho criterio, pues al ser una Cuadratica alguien podria decir que
el dominio es de: (—00, ) pero no hay cobros negativos ni mayores a Q200/Persona

R(x) = =50x2% + 15000x 0 < x <200
Resolviendo el inciso e)

y = —50x2 + 15000x
50x2 —15000x +y =0 nos auxiliamos de la férmula de la cuadratica

15000 + \/250,000,000 — 200y ) y _
X = 100 Cuanto se cobra en funcion al ingreso mensual

250,000,000 — 200y = 0  sabiendo que y = R(x)
y < 1,125,000 que precisamente es el maximo 0 <R(x) <1,125,000
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Ejemplo
Un Deposito tiene una longitud de 20 Pies de largo y su seccién transversal es un circulo
(Circunferencia) con radio igual a 5 metros.
a) Calcule la capacidad total del Deposito
b) Calcule una funciéon del Volumen V en términos de la altura de llenado (Ver imagen)
¢) Cuanto es el volumen cuando la altura es de 7 metros

Resolucion inciso a)
V = Apuse * Largo Por ser un paralepipedo
12in 254em 1m
Trabajar bajo mismas dimensionales
V =n(5m)? * 6.096 m

V =478.78 m?

Resolucion inciso b)
El reto de este ejercicio es dejar el area transversal en términos de h (La Altura)

-

Apuscada = A(h) "
Apuscada = A1 + A2 = ETCT'Z + 2(A41)

Se puede ver graficamente que:
A1 = Area del sector circular en terminos de 6 + Area Rectangulo
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0xr? 1
Al = > +§*a*y dondey=h-—r

e Dejando 0 en terminos de h: sen(8) = % ;0 =sen?! (%) = sen~! (?)

e Dejando a en terminos de h
h=y+r
x2+y*=r
a’+ (h—r)2 =r? Resolviendo todo para dejar a en terminos de h

a =+V2rh — h?

2

Entonces
1 6xr: 1
Abuscada = ET[r + 2 2 +§*a*y
1 1 r? h—ry 1
Apuscada = Enrz +2(41) = Em‘z +2 (;*sen‘l( " )+§(h — 1) %/2rh — h2>
) y a
1 . (h—r
Apuscada = Enrz +1r?% xsen 1( " ) + (h—71) x+/2rh — h?

Por ser un Paralepipedo sabemos que: V = Areay,,. * Largo

1 h—r
V() = 6096 = [ r 4 72w sen”t (1) 4 (b= 1) = 2rh — 1|

r

Resolucion inciso c)

25 2
V(7) = 6.096 = [” *2 + 25sen-1 (E) + 2\/4_5]

V(7) = 383.8909 m?

V(7) = 383.8909 m?
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LIMITES
Para encontrar la pendiente de una recta, como se aprendié en la basica 1 necesitamos conocer por
lo menos dos puntos de esa misma recta.
Ay y2—»

m=—==——

Ax  x,—x;

éQué Expresa Una Pendiente?

La pendiente expresa matematicamente el cambio de la variable en el numerador por el cambio en
unidad que se encuentra en el denominador, en otras palabras, que tanto cambia “y” cuando “x
cambia de uno en uno”.

Ay Ay
* (2y2) (x2.y2)
* v (cly1)
< > » >
-X X -X
Figura No. 6 Dos Puntos Coordenados Figura No. 7 Segmento Que Une Ambos Puntos

Volcan Santa Maria Y Santiaguito

(Pendientes en el mundo cotidiano)
Al momento de escalar un volcdn se nos complica
un poco, puesto que su Pendiente es muy grande. O sea
que por cada metro horizontal que se avanza, se sube
unos 8 metros en el eje vertical. Por eso a las personas
al momento de subir una montafia calculan si tiene
mucha pendiente por qué en base a ello ven si suben
o no. Existen personas que lo ven como Deporte y un
pasatiempo.
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éPor qué hablamos de pendientes?

Iniciamos nuestro Curso de Bdsica 2 con el siguiente analisis:

Tenemos la funcién y = x3 y especificamente en el punto P(1, 1) queremos encontrar la recta
tangente.

éQué hacer para encontrarla, ya que solo tenemos un punto?

i

ir (1,1)

CE R

ooy [T

Figura No. 8 Comportamiento De La Funcién Y El Punto P
Lo que hacemos entonces, es introducir un nuevo punto llamado Qy con coordenadas Q(x, x3) para
gue vaya siendo parte de la funcidn y asi poder unir ambos puntos P y Q con una recta

22

; Q (x, x3)

Recta Entre Py Q
T

Funcién
4

1 F P(1, 1)

0:8

Figura No. 9 Grafica De la recta Tangente(morada) y la funcion (Roja)

Viendo lo anterior se puede decir:
Yo—=V1 x%—1

Donde x # 1
X, —x; x-—1

m =

m es la pendiente de la recta tangente
Aca se inicia con el analisis de Calculo, el andlisis Infinitesimal, lo que se hace es comenzar a
aproximar el punto Q al punto P, o seax — 1.
Este andlisis Se puede realizar por medio de una tabla ya que m(x) = f(x)
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Iteracién . _ x* -1 Iteracién x3 -1
x>1+ ||m@) =——7 31" ||moO)="—
1 1.1 3.31 1 0.8 2.44
2 1.01 3.0301 2 0.9 2.71
3 1.001 3.003001 3 0.99 2.9701
4 1.0001 3.00030001 4 0.999 2.997001
5 1.00001 3.00003 5 0.9999 2.99970001
Vemos que:
x->1t m-3 y Cuando x->1" m -3

Por lo cual la pendiente Tangente es 3 (m = 3)
utilizamos la ecuacion y — y, = m(x — x,)
y—1=3(x-1)
y=3x—2
Ecuacion De La Recta Tangente

Esto mismo lo podemos representar de forma grafica.

Para encontrar la ecuacion

Figura No. 10 Recta No.1

® P

6 02 0 02 04 06/ 08

112

4 s 1l 2 22 24 2

0z
.7./,:; o
oz

Figura No. 12 Recta No 3
En las figuras se puede ver que: Mientras mds se aproxime xa 1 (x = 1), mas se nota que es una

Figura No. 13 Familia De Las Rectas Anteriores

recta tangente por lo que podemos determinar que:
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El Limite de las rectas secantes Es la Recta Tangente

Funcidn

Recta Tangente

7]

Figura No. 14 La funcion y su recta tangente

Definicidon De Limite
El Limite es un tipo de Evaluacion que se le hace a las funciones para ver qué pasa antes y
después de un punto querido a evaluar.

Cuidado: El limite no es evaluar la funcion directamente
f(a) # lim f(x)
xX—a
Existen 3 formas de avaluar Un Limite
*Forma Numeérica (Por Tablas)
Para ver la tendencia al ir Interpolando los valores y acercarlos mas a “a”.

*Forma Grafica
Se observa la grafica de forma inmediata y se observa si coincide o no el limite y si coincide

por los laterales se observa la tendencia o el valor de limite.
*Forma Algebraica (La mds dificil pero la mas util)

Anteriormente vimos la resolucion de la forma numérica y la forma grafica, ahora veremos la
forma algebraica que es la mas importante a comprender.

*Forma Algebraica
Suponga que le piden la resolucién del limite
sen(x) — cos(x)

T T
X—)Z x—Z

Por tablas Tendriamos:
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T — sen(x)—cos(x) Tt sen(x)—cos(x)
X— — PO X— — P
4 4 4 4
Vs s
S~ 01 1.411857718 L, T01 1.411857718
T Vs
L —0.01 1.414189992 5 1001 1.414189992
s Vs
i 0.001 1.414213327 i 0.001 1.414213327
Vs T
i 0.0001 1.41421356 i 0.0001 1.41421356

Al ver la tabla veriamos que el limite tiende a ser 1.414213...
Acda es donde hacemos el andlisis, ¢ Cual es el verdadero valor del limite?
Por eso es importantisima la forma Algebraica pues entrega el valor exacto del limite. En este caso

el resultado es V2 pero imaginese si el resultado fuera /% (0.05659009626...) estaria dificil

encontrar el valor por tabla y viendo la tendencia.

éCoémo se resuelven los Limites Por La Forma Algebraica?

En esta parte es donde el estudiante Pierde la mayor calificacion posible en su parcial, no pierde
por Basica 2 sino mas bien por la matematica basica 1, ya que no saben FACTORIZAR. Es importante
gue el estudiante entienda que, si no se recuerda o no sabe a fondo la factorizacion vuelva a su
libro de algebra.

Volviendo al analisis
x3 -1
m=lim—— <«—— (Continuando con el analisis
x-1 x—1

e Siempre Comenzamos a Evaluar el valor del limite f(a), ya que lo que buscamos es que
(x—a)*g(x)
(x—a)xh(x)
9@
h(a)

quede % que indica que al sustituir f(a) =

(x-a)+g (x)
(xa)h(x)

y lo que buscamos eliminar es esa

expresion f(x) = para que quede f(a) = Y poder sustituir a
Entonces en nuestro analisis es importante acordarnos del caso No. 9 (Forma en clasificar del Libro

Algebra Del Dr. Aurelio Baldor), Suma o Diferencia De Cubos Perfectos

e X¥-1  (1P-1 o0 Ny _ (x=Dxgx)
1. m= }Cl_rg = T T3 significa que m = DD
2. Entonces procedemos a Simplificar con el caso No. 9
3 2
Cx3-1 (DR
MM T T T e A et

m=1*4+1+1=3
De esta manera se encuentra el limite Exacto.
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Al ver todo lo anterior entonces podemos Resumir el teorema que dice:

lim f(x) = L

Teorema De La Compresion

Siy solo si lim f(x) = lim f(x)
x-a~ x—at

Este teorema lo que hace es encontrar un limite relacionando 3 funciones, es otra forma de
encontrar los limites. Estd relacién puede ser por el signo de igualdad (=), mayor igual(=), menor

igual(<)

Nos sirve el teorema también para Demostrar limites.

El teorema consiste en dejar al centro la funcidn a la que se le quiera aplicar el limite
Entonces se aplica el Limite en los laterales y ese valor del limite (L) se dice que es

entonces el mismo que para el limite de la funcién central

Se debe relacionar las 3 funciones mediante el analisis del matematico que este

resolviendo el limite, ya que estos pueden ser por Areas, Distancias y demés...

h

g

a X

@ El teorema de la compresion  Si f(x) < g(x) =< f(x) cuando x tiende a a (excepto
posiblemente en a) y

lim f(x) = lim i(x) = L
entonces

lim g(x) = L

x—a

Figura No. 15 Limite En el punto x=a

Figura No. 16 Descripcion Del Teorema De La Compresion

(Imagenes Sacadas del calculo De James Stewart 7ma Edicion)

Limites Trigonométricos

Con los limites Trigonométricos se debe conocer la identidad que dice:

Demostracion:
Yy

y

.
(1.h)

(cos(8). sen(d A,

Ay A

o

sen(8) "

1i
1m 0

6-0

Recordando El Circulo unitario para puntos coordenados

sen(0) = % cos(0) = f
y = sen(60) x = cos(0)

Para encontrar h utilizamos relacién de Triangulos

h 1
Son(®) — cos@) Por tanto h = tan(6)

Luego se hace el analisis De las 3 dreas (A1, A2y As)
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Al < A2 < A3 (Teorema De La Compresion)
Debemos estar claros desde que lo que buscamos Es:

sen(0)

) < 52 < fimhco)

e Encontrando el Area 1 (A:) En términos del dngulo A1(8)

sen(9) 1
Al = - * Base * Altura = = * cos(8) * sen(0)
A 2 2
S
cos(B)
/\ e Encontrando el Area 2 (Az) En términos del angulo A2(6)
1 1 0 , 6 , Oxr?
= XL kT4 = — %L *xT° =
N 360° 21 2
. 2 Y sabemos que el radio es igual a 1 (Circulo Unitario)
0
A2 = —
1 2
e Encontrando el Area 3 (A3) En términos del angulo A3(8)
1 1
tan®) A3 = > Base * Altura = > 1 x tan(0)
A, _ sen(6)
A3 2cos(0)
6
1
e Relacionando las 3 areas
Al < A2 < A3
0) + sen(8) < 2 < SO b osta parte solo se debe llegaal d
— % % —_ _—
> Cos sen _2_2COS(9) n estaparte solo se aepe tlega a lo requeriao.
0
cos(8) xsen(f) < 6 < sen(6)
cos(0)
6 1
< < . , . :
cos(0) < sen(8) = cos(8) Acd invertido las expresiones recordando que
L sen®) o s Si teni Lol A>B
COS(@) = 9 = CO0S Ltentamos 13 ntonces =
1 . sen(0)
> lim

: =
g—%cos(@) —6-0 6 - (-}I—H)ICOS(H)
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sen(0) sen(0) "

1> >1 Por lo cual se concluye con que: lgin% 7

im—s

Otra forma de corroborar el limite es por el método grafico

w Vista Algebraica ¥ || ¥ Vista Grafica

v f\—v v

Funcién 2
sen(x
X 15
/'/’___——1_—““*\;
/ 05 \
L ~_|
a5 3 2.5 -2 15 1105 | o 05 1 15 2 25 3

_1°

Figura No. 17 Comportamiento de la funcién f(x) = %(x) Imagen obtenida de GeoGebra 5
Se puede observar que: Cuando X se aproxima a 0 la funcion se aproxima a 1.

Una vez analizado lo anterior podemos ver el siguiente tema:
Limites Infinitos
Estos técnicamente no existen, pues lo Unico que indican es que la funcion tiende a un valor

muy grande (lim f(x) = 00) o sea, no dan ningun valor en concreto y por eso se dice que no
X—>a

existen. Estos limites nos servirdn muchisimo en el trazado de graficas.
Cuidado: Debe recordar que el simbolo c no indica un niumero sino es una simbologia de que
un valor es muy grande.

Limites Al Infinito

Aca se analizan los limites cuando el valor de “a” tiende a ser muy grande ya sea por la
izquierda o por la derecha (x = © 0 x — —o0). Es importantisima esta parte para el trazado
de graficas.

La Definicion Precisa Del Limite

Esta es la parte Matematica que define precisamente el limite, icomo es? y realmente équé es?
Anteriormente se definieron las palabras x tiende a... y L se aproxima a...

Pero fueron muy vagas.

En la figura No. 19 se puede observar el siguiente andlisis.

Xx—a=§ f(x) —L=~¢
O0<|x—al<é If(x)— Ll <e¢
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.| : y=f(x)

W]

Figura No. 18 Anadlisis de la definicién Precisa del Limite

Definicion: Seay = f(x) la funcion definida sobre un intervalo abierto que contiene el nimero
a, pero que posiblemente no estd definida en x=a, entonces decimos que El Limite de f(x)
cuando x tiende a “a” es L de esta manera:

limf(x) =1L si y solo si lim f(x) = lim f(x) =L

xX—a x—a x—a

Sipara cada namero € > 0 existe un namero § > 0 tal que:
si: 0<|x—a|<d§ entonces|f(x)—L|<e

Continuidad

La continuidad expresa el intervalo donde el trazo de la funcién no se ve interrumpida. Es decir,
de donde a donde no se levanta el lapiz de la hoja

Los requisitos para que exista continuidad en un punto son:

y

P
(af@) «——————— y= f(x)
— -

Figura No. 19 Analisis de la continuidad en el punto P
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Viendo la figura No. 19 podemos darnos cuenta los requisitos para que sea continua la funcién en un
punto.

Cuidado: La continuidad se analiza en un punto especifico.
1. Que el punto a sea parte del Dominio de la funcién
2. Que el limite de la funcidn exista

lim f(x) = lim f(x) =1limf(x) =L
x-a~ x—at x-a
3. Que El limite sea igual al valor que queda de evaluar la funcion en el punto a

lim f(x) =L = f(a)
xX—a
Aplicaciones De Los Limites

Uno de los problemas que aca vemos es: el problema de la velocidad. Este mismo sucede cuando se
tiene una velocidad variable en cuanto al tiempo, por ejemplo, al ir manejando un automoévil usted
podria notar que la velocidad del mismo esta variando en el velocimetro.

Ahora, generalmente los problemas de velocidad que aca analizamos son los de caida libre en donde Ia
gravedad es la aceleracion constante pero donde la velocidad varia notablemente.

En la caida libre se sabe que el objeto cae independientemente a su masa y que solo depende de la
velocidad inicial del objeto y altura inicial

Sistema de Referencia en Caida Libre
¥o -
A la hora de resolver este tipo de problemas es
comun utilizar el sisterna de referencia de La figura.
El cuerpo siempre se encuentra sobre el eje Y
positivo, e inicialmente su posicion esyy=H, su
velocidad es 0 m/sq (va que parte del reposo) v su
aceleracion es constante e igual a la gravedad pero
con signo negativo va que La tendencia del
movimiento es contrario al sentido del eje v, Ten en

- cuenta que los valores de velocidad que obtengas
II ¥ ¥ seran también negativos.

La ecuacién que describe su posicién, no solo de la caida libre sino de cualquier objeto que se
somete a una aceleracidn constante, es:

1
Y = Yo+ vt +5gt* endondey(t) = f(t)
de que: g = —9.8 —— ; si se suelta el objeto vy = 0——;
recuerde que: g = —9. SegZ,Slsesue aeiLoojeto vy = seg’

que todo depende de su punto de referencia inicial.

Para encontrar la velocidad promedio decimos:
Cambio de posicion Ay

Velocidad Promedio = — — =
Tiempo transcurrido At
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Entonces, cuando nos pidan encontrar la velocidad Instantdnea es cuando debemos aplicar
limites y el andlisis que se hace es el mismo que haciamos con la pendiente tangente y decimos
que el limite de las velocidades promedio es la velocidad Instantanea.

Av

A
Velocidad Instantanea = lim - ;. Aceleracion Instantanea = lim —
At—0 At At—0 At

Nota: Esto también aplica para cualquier funcidn posicién en términos del tiempo, no solo para
la caida libre. Asi mismo para la aceleracidon instantanea en un punto (derivada de la velocidad)

Ejemplo: Una particula se desplaza a lo largo de una linea recta con ecuacion de movimiento
s = 100 + 50t — 4.9t? donde s se mide en metros y t en sequndos. Halle la velocidad y la
rapidez cuando t=5 segundos

Resolviendo
Viendo la grafica ingresariamos un punto
Sk dentro de la funcién con coordenadas
//’/ = P(5,227.5). Luego ingresamos otro Punto
/’ i que sea parte de la funcién con coordenadas
/:“f Q(t,s) = (t,100 + 50t — 4.9t?)
A i dondeQ > Poseat -5
o / s yESEE TN JHmEY SN yEmERY = :  JEmET e |\\ = P
// -5 )
// i \‘\
// \\
./ i \
/ \

Entonces la pendiente entre el eje horizontal (tiempo) y el eje vertical (distancia=s) sera la
pendiente
_ As s, —s; 100+ 50t —4.9t>—s(5) 100+ 50t — 4.9t —227.5
velocidad = v =-—= = =

At t,—t, t—5 t—5

—4.9t* 4+ 50t — 1275 , , , .
V= P—- Velocidad promedio en terminos de t
Como lo que me estan pidiendo es la velocidad instantdnea entonces decimos que:
El tiempo se aproxima a 5 infinitesimalmente

t—>5

. —49t% + 50t —127.5
v = lim
t—5 t—5

e Evaluamos en la velocidad el tiempo igual a 5 para ver que quede 0/0
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—4.9(5)? +50(5) — 1275 0

v(5) = =—

5-5 0
e Como quedo 0/0 significa que podemos evaluar ese limite de la forma algebraica
e Debemos factorizar: Para factorizar la velocidad en el numerador sabemos que es

divisible por t — 5 misma divisidn la podemos hacer por division sintética.

—4.9 50 —1275| 5

24.5 127.5
—49 255 0
Entonces: —4.9t? + 50t — 127.5 = (t — 5)(—4.9t + 25.5)
_ —49t* + 50t —127.5 _ (//5)( —4.9t + 25.5)
v = lim
t-5 t—5 t—>5 }4 5
V—ltmsl —4.9t + 25.5 = 1 m/seg
v =1m/s (Rapidez) V =1 m/s hacia arriba (Velocidad)

Analisis: La velocidad quedo positiva por qué significa que el objeto aun sigue subiendo, o sea va
para arriba, mientras que cuando queda negativa significa que va hacia abajo el signo de la
velocidad nos indica su direccidn respecto al plano de ubicacion.

EJERCICIOS RESUELTOS

. V6—x—-2
1. lim
x—=2V3—x—-1
1. Primero Evaluamos: 6272 220
' "V3—2-1 1-1 0
2. Ahora procedemos a racionalizar el numerador y el denominador:

' Vo-x-2 V3-x+1 Vo—x+2 . 6-x—4W3—-x+1)
*23—x—1 VB-x+1 V6-x+2 xg(B—x—l)(\/m+2)

- 2~x)(3—x+1) _ V3—x+1 _1+1 2 1
x—>2(2//x)(\/ —x+2) 2\6—-x+2 2+2 4 2
lim — 6-x-2 l
x>24/3—x—1 2
2. i sen(8x) lirnsen(Bx)*i_. %%:

im = = lim—2—
x—0 sen(3x) x—0 sen(3x) % x50 3*%1@
X
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) sen(x—g)
3. chlir}_f V3-2sen(x)
3

sen(x—g) 0
a) Primero evaluamos para ver si se indefine: lim —————4— = -
x—>—\/— Zsen( ) 0

. . s s
b) Lo que se hace es hacer una sustitucién: u = x — 3 TXoSuU- 0

Esto se hace para llegar a la forma hr% 7:1(”) =1
u—
sen(u) sen(u)

lim = lim

u=0,/3 — 2sen (u + 3) “"0\/_ 2 [senu * COS (g) + sen ( ) * cos(u)]

sen(u) B sen(u)

lim =
B2 [% * sen(u) + @ * Cos(u)l 2 V3 = sen(w) —3cos(w)

sen(u) _ser;(u) 1

11 m = = —
u=0 —sen(u) +V3(1 — cos(u) u-0 —sen(u) 1—costi) —1+0
TR V3 u

Por aparte resolvemos:

1—cos(u) 1+cos(u) .. 1—cos?*(u) _ sen?(u)

* = = =
s u 1+ cos(u) s u(1 + cos(u)) s u(1 + cos(u))

I l Sen(x—g) 1
Entonces concluimos que: 11m m —

1 7L+1
2 3z 5P

4. lim VY _ iy Y 2 = lim %— = —1

y—oo 2Y— y?2 y—00 2Y— y2 > y—oo A —1

y

5. Demuestre que cuando el nimero de lados del Poligono Regular aumenta y tiende a ser
infinito (n — o) el drea del mismo poligono es igual al drea de un circulo con radio r.

a=Apotema
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. ) apotema * numero de lados * Medida de un Lado a *n *1
Ap = Area Del Poligono = 3 =—

w
)
o
N

T 2T
~ — entonces n=-- 0JO: cuandon - 6 -0

l
0 > l 0
® sen (—) =2 =— entonces 2r*sen (—) =1
2 r 2r 2
a
T

+ as(l)-

Recordamos la identidad: sen(2x) = 2 * sen(x) * cos(x)

0
entonces 1 * COS (E) =a

0\ 2m 0
T * COS (7) * g * 21 *sen (7) _ 2mr?xsen(8)  mxr?xsen(h)

Ap = 2 20 0

Aca Vemos la Aplicacion y la Importancia de los limites pues al tener:

*12 % 7]
Ap(0) = %en() Lo que estoy indicando es que el area del Poligono esta en términos
Del angulos 6 y al aplicar que 8 — 0 estoy evaluando.
, - mx1?%x*sen(0) , .. sen(6)
Ap = Area Del circulo = lim = m*7r°*lim
6-0 0 6-0 0
Ap =+ 712 Cuandon - o 0 6 - 0

6. Dada la funcion f(x) = x=7 ; Analizar la continuidad en su dominio

x3—x2—-11x+

- Para encontrar el dominio, primero encontramos
Los valores en donde la funcidn no esta definida. Pt
x3—x?—-11x+3=0 | il

1 -1 -11 3 -3 Por division Sintética |

3 12 3 simplificamos (i i S
1 4 1 0 | |

X —x?—11x+3=(x+ D2 —4x+ 1) =0

x=-3 x=2+V3 x=2-+3
x—17 x—17

ol (x+3)(x2—4x+1) 2 x—>12T\/§ (x+3)(x2—4x+1)
x—17

li =
x—>lzr£1\/§ (x+3)(x? —4x + 1)

A

A

Por lo que se concluye que: El dominio de la funcion es

(—00,-3) U (=3,2=V3) U (23,2 +V3) U (2 +V3,)
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DERIVADAS

Esta parte de la matematica comienza a ser un tanto agresiva, por lo que el lector, o sea usted,
debe continuar con su preparacién y no asustarse sino tratar de comprender el tema

Volvemos a nuestro andlisis de limites inicial de encontrar pendientes tangentes:

y y
Q Q
(a+h,f(a+h))
P —— y=1(x) P — y = f(x)
/,// : /"/
i X X
Figura No. 20 Andlisis Inicial de Derivadas Figura No. 21 Sustitucionde h=x-1

Viendo la figura No. 20 y asumiendo que a es constante vemos que la pendiente es:

o f@ - f(@
m = lim

x—a X—a

Entonces hacemos la sustitucion: h=x—a ycuando x—->a h -0

Quedando al sustituir: m = En(} flath)—f(a)

La ecuacién anterior es lo que conocemos como “La Derivada como limite” y es una formula
para encontrar la pendiente tangente por limite

entonces:

¢Qué es una derivada?

Al inicio del andlisis se presentaba la idea de la pendiente tangente. Entonces la derivada sigue
siendo lo mismo Una Pendiente, pero mas adelante veremos que es mas que eso, es una razon
de cambio.

(La variable del numerados divido por la variable del denominador)

Anteriormente se asumia que a era una constante y mas adelante encontrara ejemplos de ello,
pero y si ahora nos hacemos a la siguiente pregunta:

y siyo quisiera encontrar una funcion general de la pendiente en términos de x, en otras palabras,
si tengo una funcién y = f(x) a través de ella como podria encontrar la funcién pendiente “m “en
términos de x ¢Como lo hago?
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Derivada General de una funcion
Esto es para contestar a la pregunta anterior, entonces lo que hacemos es sustituir la constante
a por la variable x ya que ahora esa a=x sera variable o simplemente cambiante.
. f(x+h)—f(x)
m = lim
h—0 h

Ejemplo:
a) Encontrar la ecuacién de la recta Tangente de la funcién y = x3 en el punto P(1, 1)
b) Encontrar la funcion punto pendiente de la misma funcion.

Resolucion inciso a
e Este analisis como recordara el lector ya lo habiamos realizado y nos quedaba la pendiente
tangente igual a 3, esto cuando x se aproximaba a 1 por la izquierda y por la derecha.
e Ahora la sacaremos utilizando la férmula

f(a+h)—f(a) _ lim(1+h)3—1

f(x) =x3 Entonces: m = lim

h-0 h h-0 h

a=1
fla+h)=f(1+h)=({1+h)3
fla=f1)=1
Para resolver eso, utilizamos las leyes de los limites

. (1+h)3®*-1  1+3h+3h*+h®*—-1  3h+3h*+h3
m = lim = lim = lim

h-0 h h-0 h h-0 h

m :}lirr(l)3+3h+h2='m=3

Resolucion Inciso b

fx+h) - f(x) _ (x+h)P—x°
= lim

f(x) =x® Entonces: m = lim

h—0 h h—0 h

a=x
fla+h)=f(x+h)=(x+h)?
fl@)=f)

C (x+h)P—x* x>+ 3x?h+3xh*+h3—x3
m = lim = lim =

h—0 h h—0 h

~ 3x%h + 3xh? + h3 _
m = lim h =m = lim 3x2 4+ 3xh + h® =3x% + 3x(0) + (0)3 = 3x2

m = 3x? Estd seria la funcidn punto pendiente de la funcién y = x3

En Resumen: Sitenemos la funcién y = f(x) la derivada sera:

y = = L@ D~ 1@

= lim y serd la primera derivada

dx h—-0
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Regla Del Producto

Suponga que le piden derivar la funcién compuesta y = sen(x) * x? ¢Cémo lo derivara si no existe
ninguna identidad para ello?

Bueno, pues para eso esta la regla del producto que dice que si tenemos una funcidon compuesta la
derivada sera:

. dy=f(x)*g(X)d
y_._a . a .
27 —dxf(x) g(x)+dxg(x) f(x)
Demostracion

y = f(x) * g(x)

dy_l. fOx+h)*glx+h) = f(x)* g(x)
dx a9 h

dy limf(%+h)>*<g(X+h)—f(X+h)*g(X)+f(X+h)*g(X)—f(x)*g(X)

d - h
dy f AR g B — fOt ) xg(e) . Fl 4R+ g(0) — FGO) * g(x)
im + lim

siguiendo la ecuacién de derivada como limite

dx h-0 h h—0 h
factor coman f(x + h) factor comin g(x)
dy . glx+h)—*g(x) . flx+h)—fx)
T L T -
+h) — + h) —
sabiendo que: }lirréf(x })l f) =f'(x) y que: }lirrég(x l)l 9 =g’ (x)

d
2 fx)*g'(x) + gx) = f'(x) Demostrando asi la formula

dx

Entonces para resolver esa funcion seria
Ejemplo

y = sen(x) * x?

f(x) = sen(x) g(x) = x?
f(x) = cos(x) g'(x) = 2x

y" = cos(x) * x? + 2x * sen(x)

NOTA: Si tuviera una funcién y = h(x) * i(x) * j(x) * k(x) tendria que ver que:
f(x) = h(x) xi(x) g(x) = j(x) = k(x)
Y que: FO)=h)*i(x)+i'(x) «h(x) ; g(x) =j(x)*k(x)+k'(x) *j(x)
Para llevarlaalaformay = f(x) * g(x)
Ydecir:y = f'(x) * g(x) + g'(x) * f(x)

Regla Del Cociente

Asi mismo como se analizé la regla del producto se analiza la regla del cociente.

sen(x)
x2

Suponga que le piden encontrar la derivada de la funcidon compuesta y =

éCémo lo hara?
Bueno, pues para eso esta la regla del cociente que dice que:
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, L@
; J g(x)
_ TS *g(x) — 729 (x) * f(x) _ )+ g() —g"(x) * f ()

[g(x)]? [g(x)]?

dy
dx y
Demostracion
@
ARPTey
fx+h) f(x) fOx+h)xgx) — f(x) *g(x +h)
dy _ . gGFR _9() _ . ge TR ()
dx h-o0 h h—0 h
dy l.mf(x+h) x*g(x) — f(x) xg(x + h)
x oo e g+ h)* g
dy Y fx+h)xgx) — fx)*gl) + f(x) »g(x) — f(x) * g(x + h)
dx _ hDo h*g(x+ h)* g(x)

dy . g@lfx+h)—f)]-f)lglx+h) —gx)]
dx oo h*g(x+h)* g(x)

FGEm = f0 _ p 96t W) = 900

dx ~ h-0 gx +h)* gx)
sabiendo que: limf(x * h})l mvAC) = f'(x) y que: }li_r)r(l)g(x * hl)L —9X) =g'(x)

O IC)) *’79(") — [ xg'(x) _g@) +f()— f) xg'(x)

dx h-0 glx+h)xgx) g(x) * g(x)

dy _ g+ f ()~ f()+g'®)
dx [g ()]
Ejemplo
_ sen(x)
x2
f(x) = sen(x) g(x) = x?
f(x) = cos(x) g'(x) = 2x
, x? x cos(x) — 2x = sen(x) 3 xcos(x) — 2sen(x)
- [x2]2 - x3

Demostrando asi la formula

~ xcos(x) — 2sen(x)
y =

x3
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Regla De La Cadena
Asuma que le piden encontrar la derivada de la funcion:
y = sen(x)
Usted ya sabe que la derivada de la misma sera y" = cos(x)
Pero...
Y si nos piden Encontrar la derivada de la funcién y = sen(x?), éserd que él resultado es y” = cos(x?)

Precisamente de esto nace la regla de la cadena, que nos ayuda a resolver derivadas de funciones muy
complejas

df(x) dy dy du

= — % —

dx  dx du dx
Si se da cuenta no se altera nada, puesto que al ver nuevamente el andlisis nos damos cuenta que

ay _ 2y du

dx _du dx

Nota: Vea que si hace varias sustituciones tendria que utilizar la regla de la cadena de forma:

dy _ dy du dm dp dk . rod l st " )
dx _ du dm dp * ok Siustedveelanalisis,no alteronada

¢Qué Es Entonces la Regla de la Cadena?
Es hacer una o varias sustituciones de modo de llevar la funcidn inicial a una parte donde se pueda
derivar utilizando las identidades de derivacion.

Ejemplo
5 5 du
y = sen(x?) u = x* entonces T 2x
Al Sustituir quedaria y = sen(u)
y
— = cos(u
T
ay y au
= —%— = cos(u) * 2x = cos(x?) * 2x
dx du dx W) (%)
y
—— = 2x * cos(x?
I (x%)
Derivacidon Implicita
Existen dos tipos de funciones
*Funciones Explicitas *Funciones Implicitas
Son las funciones que se expresan de Son las funciones que se expresan
Maneray = f(x) de manerag(x,y)="f(x,y)

Es decir: Se logra dejar y en términos de x ejemplo:

1
3x + sen(y*) + e*» = In(xy)
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Entonces:
Esta parte nos sirve para “Derivar Funciones Implicitas o sea funciones donde no podemos dejar y en
términos de x, o ya sea x en términos de y”

e Pararesolverla necesitamos comprender bien la Regla de la cadena.

e Sile pidenZ—zentoncesIa funcion que tenga g(x,y) = f(x, y) la multiplicamos pord%[g(x,y)] =
Gyl
2oy

e Si nos piden Z—ientonces a la funcién que tenga g(x,y) = f(x,y) la multiplicamos por
d d

e Recuerde que para derivar necesita
f(y))

df (x ., , . .
% osea la funcidn en términos de la variable

(No puede derivar

Ejemplo: Encuentre la derivada Z—z de la funcién: 3x? + 4y — sen(xy) = e* + e
Tal como se dijo, no se puede dejar y en términos de x por lo que procedemos a derivar implicitamente

d d
—[3x2 + 4y — sen(xy)] = —[e* + 7]

dx d dx d d d d

— (3x2) +— (4y) — = (sen(xy)) = — (e") +——(e”)
d

6x + 4—(y) —— - —(sen(xy)) =e* + —(ey) * %

Por aparte resolvamos:

d

Ix (sen(xy)) para ello podriamos hacer una sustitucién:u = xy

du d

Iz y+x é para derivar eso nos auxiliamos de la regla del producto

d du du

@Sen(u) = cos(u) * T

d (xy) = ( 4 dy)

7 senlxy) = cos(xy) [y + x I

Entonces volviendo a la derivada tendremos

dy dy
6x + 4d— — ycos(xy) — xcos(xy) —=e*+¢e7 Ix

6x + 4y — ycos(xy) — xcos(xy) y =e*+eVy
4y” — xcos(xy)y  — e’y = e* + y cos(xy) — 6x
dy e*+ycos(xy) —6x

Y= dx 4 — xcos(xy) —eY
dy e*+ycos(xy)—6x
y = — =
— — ey
dx 4 XCOS(.Xy) e i (c)=0 i (x") = nx™! i (e¥) ="
dx dx dx
(cf) =cf (ft+a) =/+g (f=—9 =19
, , , J af" —fa
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Derivadas De Funciones Logaritmicas

Las derivadas Logaritmicas tienen toda una seccidn, la 3.6 en el Calculo De Stewart.

% ooy = L d . _1
dx 09 = dx T %

Para derivar aca nos auxiliamos de:
Leyes de los Logaritmos

La regla de la cadena

La regla del producto

Regla del cociente

Propiedades de las derivadas

Ejemplo: Encuentre la derivada con respecto a x de la siguiente funcion
Vx+1
y=n <2x - 1>
1. Utilizando las leyes de los logaritmos podriamos decir: Ln (%) =InA—-InB

y=n(Vx+1)-m@2x—-1) = In ((x + 1)%) —In(2x — 1)

1
y = Eln(x +1)—-In(2x - 1)
2. Aplicar la Derivada

dy—d(11(+1) In(2 1)—1d1(+1) L nzx -1

dx  dx an n(2x )—denx dxn(x )

3. Derivando
dy 1 1 1 ) dy 1 2
_— = =% - * _— = —_
dx 2 x+1 2x-1 dx 2x+2 2x-—1

Derivacidn Logaritmica

Comunmente el cdlculo de las derivadas de funciones que contienen productos, cocientes o potencias
pueden complicarse. Para ello esta este tipo de derivacién que utiliza la ley Logaritmica

Ln(x%) = a Lnx a su favor, ya que hace que baje una potencia como multiplicador

1. Introduzca logaritmos naturales por ambos lados de la funciéon y = f(x)

2. Derive Implicitamente respecto a x o la variable que le soliciten
., : , _ d
3. Resuelva la ecuacién despejando para y” = ﬁ

Ejemplo:

x3/8 % \4 + x*
y_(x—1)2*3\/x+2

x3/8:/a+x%
1 n0) = In(G=5555)

In(y) = Ln(x%/8) + Ln (\/4 + x4) —In((x—1)?) —Ln ((x + 2)%)
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Ln(y) = %Ln(x) + %Ln(4 +x*) —2Ln(x—1) — ;Ln(x +2)

2. %Ln(y) =2 (E Ln(x) + %Ln(4 +x¥) - 2Lln(x—1) — ZLn(x + 2))

dx \8
d dy d (3 d (1 d d /3
—1L —=—(=L —(=Ln(4 +x*) ) ——(2Ln(x — 1 ——(—L 2)
dy n(y)*dx dx(8 nx>+dx(2 n( +x)> dx( n(x—1) dx \2 nx+2)
1 dy 3 1 1 4x3 2 3 1
— %k — = — % — 4 — % — — — %
y dx 8 x 2 4+x* x—-1 2 x+2

3. Resuelva la ecuacion despejando para y’
dy 3 1 1 4x8 2 3 1
—— =y * —x— 4+ — % — — — %

x 2 44+x* x—-1 2 x+2
dy  x3/8 x4+ x* 3 N 2x3 2 3
—_— = * | — —_ —
dx (x—1)2+3VYx+2 \8x 4+x* x—1 2x+4
dy  x3/8 x4+ x* 3 . 2x3 2 3
—— * — J— J—
dx (x—-1)2+VYx+2 \8x 4+x* x—-1 2x+4
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APLICACIONES DE LA DERIVADA
Las aplicaciones de la derivada se resumen basicamente en 4 temas.
1.-Trazo De Graficas
2.- Razones a Fines (Razones De Cambio)
3.-Optimizacién
4.-Método de Newton

Trazo De Graficas
Esta parte de la matematica basica es muy importante Puesto que aca se realizan las graficas reales, no
como se realizaban en matematica basica 1 que eran aproximadas.

y (x) y f(x)

Diferencia

Q(xz,Y2)
de Datos

Qlx.¥2)

PGy
. PGy

Figura No. 22 Andlisis del punto P al punto Q Figura No. 23 Diferencia de Datosde P a Q

En la figura No. 22 se presenta el analisis de dos funciones [y = f(x); y = g(x)] Vemos que
ambas funciones conectan ambos puntos Py Q

éQué tienen de diferente ambas funciones de P a Q?

Esta diferencia entre ambas funciones se conoce como concavidad, algo que veremos mas

adelante.

Primera Derivada De Una Funcion

. . . . . _d .
Como se dijo anteriormente, la primera derivada m=y =£ expresa la pendiente.

En esta parte se debe analizar:

Intervalos Positivos: Indican de donde a donde una funcion es creciente.

y' >0
e Intervalos Negativos: Indican de donde a donde una funcidn es Decreciente.
y <0
e Puntos Maximos o minimos:
y =0

Si en x=a hay un punto Maximo como se muestra en la imagen se debe cumplir:
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m>0 m<0

Figura No. 24 Analisis De Un maximo relativo
x—>a m>0 y x—»>at m<0
Entonces en x = a existe un minimo
e Sien x=a hay un punto Minimo como se muestra en la imagen se debe cumplir:

y
y=f(x)

m=<0 m=>0

Figura No. 25 Analisis de un minimo relativo
Segunda Derivada
La segunda derivada se conoce en el trazo de Graficas como Concavidad. La concavidad expresa
geométricamente el comportamiento de abertura de una funcion en intervalo abierto |

f/?X)>O

Fotografia No. 26 Descripcion de concavidad en la vida real
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Existen 2 tipos de concavidad al igual que la pendiente, positiva y negativa
Concavidad Positiva

y
B A y'>0
y y' > 0 /
B
A
X
X
Figura No. 27 Concavidad Positiva en Funcidn Creciente Figura No. 28 Concavidad Positiva en Funcion Decreciente
Concavidad Negativa
- <0
y" <0 B y y
y — A /‘
// o ) i
//// - "
S
4 .
f/ K
s by
.a'f B
A
X
X

Figura No. 29 Concavidad Negativa en Funcion Creciente Figura No. 30 Concavidad Negativa en Funcion Decreciente

dy
: A v . .
La segunda derivada Yy’ = % = d—szl expresa la Concavidad de Ila funcidn

En esta parte se debe analizar:
e |Intervalos Positivos: Indican de donde a donde una funcion es cdncava positiva.

y'>0
e Intervalos Negativos: Indican de donde a donde una funcidn es cdncava negativa.
Y’ <0
e Puntos de Inflexidn: Indican en qué punto la funcidn cambia de cdncava positiva a negativa
0 viceversa
Y =0
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Resumen De Los Para El Trazo De Curvas
1. Dominio
Ver los valores de x para que la funcidn exista.
2. Interseccion
2.1 El Intersecto en el eje “y “ Cuandox =0
2.2 El Intersecto en el eje “ x “ Cuandoy =0
3. Simetria
3.1Si f(—x) = f(x) Es una funcion Par
3.2 Si f(—x) =—f(x) Esuna funcion Impar
33Si f(x+p)=f(x) Esuna funcion Periddica
p = periodo
Este tipo de funcidn es mas trigonométrica
4. Asintotas
4.1 Asintotas Horizontales
g S () =1
Quiere decir que cuando x es un numero muy grande la funcion tiende a ser L
xl_i)moof(x) =L
Quiere decir que cuando x es un nUmero muy pequeio la funcidn tiende a ser L
4.2 Asintotas Verticales
Si en x = a existe una asintota se debe cumplir:
lim f() =400y lim f(x) = %o

xX—a
Con la condicién que: lim f(x) # lim_f(x)
x-a~ x—-at
5. Intervalos Donde la Funcién es Creciente o Decreciente
Acad se analiza lo que vimos en la pagina 48

6. Valores Maximos y minimos locales
Existen dos maneras de analizarlos
6.1 Por primera derivada
Si en x = a existe un valor maximo o minimo se cumple: y'(a) =0
6.2 Por Segunda Derivada
Si en x = a existe un valor maximo o minimo se cumple: f"(a) # 0

f"(a)>0
/v y=f(x)
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Figura No. 31 Punto minimo con concavidad Figura No. 32 Punto maximo utilizando concavidad

7. Concavidad
Aca se analiza lo que se vio en la pagina 50. Junto con puntos de inflexion

8. Trazar la grafica
Aca se resume todo lo visto en las paginas anteriores, uniendo punto con puntoy
colocando en coordenadas los analisis realizados en cada inciso

Ejemplo
Analizar y dibujar la grdfica de f(x) = x* — 12x3 + 48x2 — 64x
1. Dominio: al ser una polinomial decimos que el dominio es
(—OO, OO)
2. Interseccion:
cuandox =0 y =20
0 =x*—12x3 + 48x% — 64x = x(x3 — 12x?% + 48x — 64) = x(x — 4)3
x=0:;x=4
(0,0)U(4,0)
3. Simetria:
f(x) =x*—12x3 + 48x? — 64x
f(=x) = x* + 12x3 + 48x% + 64x
No es simétrica
4. Asintotas:
Para ello se revisa el Dominio Ninguna
5. Intervalos donde la funcidn es creciente o Decreciente
f(x) =x*—12x3 4+ 48x% — 64x  funcién
f'(x) =4x3—36x%+96x — 64  funcion pendiente
4x3 —36x2+96x —64 =0
x=1;x =4 (puntos criticos)
Funcién (—o0, 1) (L4) (4, 0)
f(x) = 4x® — 36x% + 96x — 64 - + +

Decreciente (—o,1); Creciente(1, )
6. Valores Maximos y minimos:
f(x) =4x3—36x2+96x—64=0
x=1;x=4
cuandox » 1~ f'(x) <0 ycuandox - 1t f'(x) >0 (Minimo)
cuandox > 4~ f'(x) >0 ycuandox —» 4% f’(x) >0 (Ninguno)
f@) =-27

Minimo Relativo en (1,—27)
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7. Concavidad:

f7(x) =12x% —72x + 96
f(x) =12x2—=72x+96 =0

funcién concavidad

x = 2;x =4 (Puntos de inflexion)

Funcion (—o0,2) (24)

(4, @)

fr(x)=12x* —72x + 96 + -

+

(2,-16) U (4,0) Puntos de Inflexidon
Concavidad Positiva (—o0, 2)U(4, o)
Concavidad Negativa 2,4)

8. Trazo de grafica:

» Vista Algebraica 7 %) Vista Grafica
- Funcién f
0 f(x) =x*—12x*4+48x - 64 x "
_ Punto
®A=(0,0) 5
®B=(1,-27)
®C=(2-16) 1
~oD=(4,0)
(0,0) Punto de inflexion
15 1 -05 0 05 1 15 2 25 3 5 4 45 5 55
-5
-10 negativa
-15 Punto de inflexidn
(2,-16)
-20
-25 Minimo-Relativo
. . (1,-27)
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PASOS PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MODELADO

e Comprender el enunciado, eso implica poder imaginarlo. Si no lo entiende, vuélvalo a
leer hasta que lo comprenda

e Dibuje si es posible un diagrama que exprese lo que sucede.

e Asigne variables

e Relacionar las variables
Para ellos hay que conocer el modelado matematico

Por Distancias

Por Areas

Por Volumenes

Por Proporcionalidad (Ejemplo: la variable “y” aumenta proporcionalmente a “x”

Por el teorema de Pitagoras

Funciones Trigonométricas (Seno, coseno, tangente)

Ley De Senos

Ley De Cosenos

Funciones Polinomiales, Por funciones Exponenciales y Por Funciones Racionales.
Aca se debe ver las funciones estandar y luego se busca las condiciones
Ejemplo: la funciény = ax? + bx + ¢ Se tendria que buscar el valorde a, by c

Modelos ya establecidos (Ya estan establecidas sus ecuaciones)

* Interés Compuesto

* Interés Capitalizado Continuamente

Ley De Enfriamiento De Newton

Drenado de tanques

Caida Libre

Crecimiento Poblacional

¥ ¥ ¥ ¥

Cuidado: Vea detenidamente pues por esta parte pierde la mayoria de los estudiantes de la
basica 2 por no poder relacionar variables
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Razones De Cambio o Razones Relacionadas
Una razén es una division y las relacionamos para ver que tanto cambia una variable respecto al
cambio de otra. Por eso les llamamos razones relacionadas.

Ejemplos de relaciones relacionadas
dx _ Cambio De Distancia dw  El Cambio de Energia

— = locidad
dt Respecto al tiempo (velocidad)
dW _ El Cambio de Energia

dx  Respecto a la Distancia
df  El Cambio de angulo

= Potenci
dt Conrespecto al tiempo (Potencia)

(Fuerza)

dt locidad angul
dt  Respecto al tiempo (velocidad angular)

Esos son algunos ejemplos de como relacionamos cambios en esta parte del calculo
Situaciones que veremos:

» Si estamos inflando un globo de los utilizados en una fiesta, aumenta tanto su volumen

como su radio y sus razones de incremento estan relacionadas entre si

— 3
V==xm*r
T

Derivamos implicitamente

dv dr
— =4k xT%x—

dt dt
Vemos que el cambio del volumen depende del cambio del radio y del mismo radio en un

instante t determinado

Estrategias para la resolucion de estos problemas
1. Lea con cuidado el problema (Se recalca la parte de entendimiento del mismo)

Relacionar las variables

Utilice la regla de la cadena para derivar respecto a t (u otra variable) ambos miembros
de la ecuacion.

7. Sustituya La Informacion, dada al inicio en el enunciado, en la ecuacién resultante y
resuelva para la razén de cambio desconocida.

2. Hacer un diagrama
3. Asignar variables
. . : d
4. Vea que variables cambian y cuales se mantienen constantes (ﬁ = )
5.
6.

CUIDADO: No sustituya las variables al inicio, eso se hace hasta que ya haya encontrado una
ecuacién que describa su razon de cambio desconocida.
Sino al sustituir y cuando quiera derivar al ser constantes se le haran cero.
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Ejemplo
Si V es el volumen de un cubo con arista x, y el cubo se expande a medida que transcurre el
tiempo, exprese dV /dt en términos de dx/dt.

Paso No. 1 Paso No. 2
Diagrama Asignacion de variables
En este caso Las aristas miden x
Volumen =V Tamaiio lado = x
Paso No. 3

Relacién de Variables

En este caso Volumen y Arista tamafio x
X V=xxx*xx formulaparalepipedo rectangular
V=x3 relacionadas las variables
X dv. _ dx3  dx3® dx L o
| | T T ax * I Derivacion Implicita
X

d_V = 3x2 x d_x
dr ~ 2% Tae

Vemos como dV /dt estd en términos de dx/dt. A esto le Ilamamos relaciones relacionadas.

Ejemplo

El largo de un rectangulo se incrementa a razon de 8 cm/seg y el ancho a razén de 3cm/seg.
Cuando el largo es de 20 cm y el ancho es de 10 cm, équé tan rapido se incrementa el area del
rectangulo?

Paso No. 1 Paso No. 2
Diagrama Asignacion de variables
dL cm dH cm
at  Useg  dt " seg
Se quiere encontrar el cambio del area justo cuando:
AREA=A L=20cm H=10cm
H=Ancho (Cm)
Paso No. 3
L=Largo (cm) Relacidn De Variables
A=LxH
dA dL dH
prl HE + LE Regla del producto
z—f =108+ 203  Se sustituyen valores
dA 2
— = 140¢m /seg

NOTA: Para las dimensionales de la razén solamente se debe ver el numerador, en este caso el Areay
el area la estamos midiendo en cm?. Lo mismo para el denominador que en este caso es tiempo y se
estd midiendo en segundos. Mucho Ojo con esto ya que pueden variar.
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Optimizacion

Es la accion de buscar la mejor forma de hacer algo, esto quiere decir que es buscar mejores
resultados, mayor eficiencia o mejor eficacia en el desempefio de algun trabajo u objetivo a
lograr, en este caso del recurso de una empresa, llamandose optimizacién de recursos.

En el campo laboral se contrata al Ingeniero por sus habilidades manejando recursos,
optimizando, un tema muy importante ya que siempre se le pedira encontrar algunos datos
minimos o inversamente maximos.

e Uningeniero Civil debe minimizar costos (Dinero) en una obra.

e Uningeniero mecanico debe maximizar el material metalico.
Un ingeniero Industrial debe minimizar Sueldos sin abusar de las leyes.

e Uningeniero Eléctrico debe maximizar el Voltaje en base a las Resistencias.
Pero si no ha logrado comprender como lo hacemos en esta parte le dejo el siguiente analisis.

Suponga que usted vende Ldpices y quiere encontrar la mejor oferta a vender, para “GANAR
MAS DINERO”. Entonces modela la siguiente tabla.

En La Compra |Se le vende por

De Numero De | el Precio por Cobro
Lapices Unidad
1 Lapiz Q 10 Q10
2 Lapiz Q9 Q18
3 Lapiz Qs Q24
4 Lapiz Q7 Q28
5 Lapiz Q6 Q30
6 Lapiz Q5 Q30
7 Lapiz Q4 Q28
8 Lapiz Q3 Q24
9 Lapiz Q2 Q18
10 Lapiz Q1 Q10

¢Cudl es la mejor Oferta?
Definitivamente La oferta que me deje mas dinero y en este caso es la de:

, 06.00
5 Lapices por 05.00 /Cada Uno
6 lapices por """/ 00 Uno

Ese analisis lo podemos ver graficamente en la siguiente Hoja.
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¥ Vista Algebraica
Nomero
a=2
Punto

® A=(0,0)

® B=(1,10)

® C=(218)

® D=(324)

® E=(4,28)
F = (5, 30)
G = (6, 30)
H=(7,28)

= (8, 24)

=(9, 18)
K = (10, 10)
L=(11,.0)
egmento
f=10.05
g=28.06
h=6.08
i=4.12
j=2.24
k=1
1=2.24
=412

I
J

000 00OOR 0000000

[ ]
|3

® p=8.06
® q=10.05

3
=3
=3

X | ¥ Vista Gréfica
0

8

Figura No. 33 Unién de puntos por segmentos (f, g, h...) se nota Graficamente que el cobro maximo
es el segmento k en los puntos F y G. Por tanto, es el que mas beneficia

[Eje x = Cantidad De lapices

Ejey = Cobro por la cantidad de lapices]

» Vista Algebraica
Numero
a=2
Punto
® A=(0,0)
® B=(1,10)

X | ¥ Vista Grafica

0

: Pendiente
MI a Cero

® M= (35, 30)
® N=(7.5,30) L
Segmento
® f=10.05
® g=806
® h=6.08

®i=412
®j=224
® k=1
®1=224
® m=4.12
® n=6.08
® p=8.06
® q=10.05
®r=4

Figura No. 34 Se puede Notar que la pendiente (Segmento MN) Es 0 entre los puntos
Mas altos. Esto es la Optimizacidn, es encontrar una variable en términos de otra
Para luego derivarla he igualarla a 0 (la pendiente igual a cero)

Debe recordarse para la resolucion de problemas de optimizacion los pasos para modelar una variable
en términos de otra variable.

Método de Newton
Existen muchos métodos para encontrar raices, estos mismos métodos usted los podra ver a
profundidad en la matemadtica aplicada 3 (Mate 7)
Algunos de estos métodos numeéricos son:
e Biseccidn

e Separacion De raices
e lteracion del punto Fijo
e Meétodo de la Secante
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e Convergencia Acelerada
e Método de Horner (Muy Utilizado en Matematica Basica 1)
El método de Newton-Raphson lo que hace es encontrar Raices (f(x)=0) de una funcién dada. Si se le da

una ecuacion se debe transformar esta ecuacion a una funcién para seguir la férmula.
g(x) = h(x) sedebepasara f(x) =gx)—h(x)=0

¢De donde sale el método?
a) Suponga que tenemos la siguiente funcidn y = f(x) y queremos encontrar su raiz
(Interseccidn en el eje x)

b) Lo que se hace entonces es introducir un punto cercano a la raiz con coordenadas
(x1, f(x1)) que sea parte de la funcion y luego se introduce Una recta tangente en el punto
(x1, f(x1)). Se busca la misma ecuacién de la recta tangente

y = f(x)

y —yo = m(x — xo0)
y—f(x1) = f/(x1)(x — x1)

c) Luego se busca la Interseccion de esa recta que tendréd coordenadas (x2, f(x2))

y =f(x)
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Viendo la grafica de arriba la recta tangente (La roja) cuando:
x =x2 y =0 entonces la sustituimos en la ecuacién que ya teniamos
0—f(x1) = f(x1)(x2 — x1)
f(x1)
f(x1)
Si se sigue haciendo ese analisis con x1 =n y x2 = n + 1 ndmeros se cumple la férmula
de Newton Raphson

x2 =x1—

B f(x1)

Xn+1 = Xn f’(xl)

Formula de Newton para ecuaciones

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Encuentre la derivada Z—i de la funcién sen(x +y) + x> —y3 = xy — x¥

d
_ 2 _ 431 = — ¥y
P [sen(x +y) + x* — y?] P [xy — xY]

dsen(x+y)_|_dx2 dy? d(xy) dx”

dx dx dx dx dx
Por aparte
e u=x+y Z—Z =1 Z—z
dsen(x+y) dsen(u) du ) )
. = *dx—cos(u) [1+y]=cos(x+y)[1+y]
o xV
m = xY
In(m) = y = In(x)
1 dm y dy
dg*a—;i‘ln(x) *g—x
m y y
— =Y |= -
I x ” + In(x) * Ix
Sustituyendo
dy?® d d
cos(x+y)[1+y]+2x — dj; *d_iclz +x%—x3’ %+ln(x) *d—ﬂ
xY *

cos(x +y) +y cos(x +y) +2x —3y*y =y +xy — + In(x) * x¥ * y’

Ahora despejamos para y’ = Z—z

xY xy

y cos(x+vy) —3y*y —Ln(x) xx¥ xy —xy =y — —2x —cos(x + y)
xY * Y

y = X
cos(x +y) —3y2 —Ln(x) *x¥ — x

—2x—cos(x+y)
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X

2. Trace la Grafica Real De la funcién y =
VxZ-1

1.

Dominio

x2—1=0 entoncesx #* +1
x2-1>0 x%>>1 x>1 x<-1

(—o0,—1) U (1,00)

. Interseccién

X
y=——— cuandox =0 y=13

Vx2 -1
0= X Cuando x =0 pero eso no existe

/52
xc—1

Concluimos que f(x) no tiene puntos de interseccion
Simetria

X
f@)-Ti?j
f(=x) = ﬁ entonces f(—x) =—f(x) funcion Impar
Asintotas

4.1 Verticales
Enx=1yx=-1

. x . x
lim ——=— lim ——=14%
xo-174/x2 — 1 e A |
] x . x
lim —=1% lim —— =
xo174/x2 — 1 X1 4/x2 — 1
4.2 Horizontales
I X 1 lim — 1
im —— = — im ——=
x—>—oo,/x2_1 x—>001/x2_1
Intervalos donde la funcidon Es Creciente o Decreciente
X 1
y:—:x*(xz—l)_ /2
x2 -1

1
y' =@x2-1)""2 - Ex(x2 — 1)z % 2x

2

1 3 X
Yy =@2—-1)"2—x2x%—-1)"V2 = —
E—1 G2 -1
x% —1—x? 1
yEeee—e—— = ——=—(? - 172
J&-1DP G-
3 3x
y ==(x*- 1)75/2 % 2 = —or
2 o7 =1

Entonces
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1

y=—-—

G2 - D?

1
—————> 0 (Creciente) — ————< 0 (Decreciente)
(x? —1)° (x? —1)3
Puntos criticos
Jx2=1)3=0 x=—-1 x=1
(—0,—1) | (=11 (1,0)
N
(x2 —1)3 - ﬂ -

Decreciente en: (—oo, —1)U(1, )
6. Valores Maximos Y Minimos

1
y=—-————==0 no hay minimos ni maximos
= 1)
7. Concavidad
y 3x
y =
&7 =D
3x ‘Yo
——— >0 Puntoscriticos x=-1; x=0;, x=1
? =1
(—o0,—1) | (-1,0) (0,1) (1,00)
3x
Nz A |2 "

De (—o,—1) concava negativa De (1,)concava positiva

8. Trazo de grafica

X

» Vista Algebraica
Funcién

o flx) = ——
e

> Vista Grafica

=}
=

Asintota Vertical (x = —1) Asintota Vertical (x = 1)

i e

Asintota Horizontal (y = 1) :

Concavidad Positiva (1, o)

Asintota Horizontal (y = —1)
Concavidad Negativa (—o0, —1)




3. Una esquiadora pasa por la rampa, como la que se ilustra en la figura, con una rapidez de
30 pies/s . éQué tan rapido se eleva cuando abandona la rampa?

—

.
=

= 14 pies

e—— 15 pies —|

Siempre iniciamos con el analisis de que variables cambian y cuales no.

dx dy dz ft do
— =77 =77 — = —_=
It I It = 30 / It 0 (constante)
Por Pitagoras relacionamos x,yy z
z? = x? + y? =4/152 + 42 = /241
) dz ) dx 42 dy _ dz dx dy N
vy T Y w a W

Vea que aca se presenta un pequefio problema, tenemos una ecuacién con 2 Incégnitas
Cat. Opuesto y

tan(@) = ==
an(9) Cat.Adyacente x
x*tan(@) =y
dx dy
tan(f) — = —
an6) o = ar
d
dx_ d_jt] )
dt  tan() @
Sustituyendo (2) en (1)
dy
dz at dy

aaT” tan(0)

dy

dz ar dy x*dy dy
ZE—X*T-Fydt yE‘FyE
x
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dz
dy_Z*E_\/241*30

dt  x? ~ 152
7+y T+4
dy ft
— =773
dt /s

4. Una rueda de la fortuna de 10 m de radio estd girando a razén de una revolucién cada 2
min. ¢ Qué tan rapido se esta elevando un pasajero cuando su silla esta a 16 m del nivel del

suelo?
r S
)"
r H
j @
@ o oo B variable; —Variable 2 _ id
i -0 5 = Variable; 5; = Variable 7 = Lo que me piden
H=h+a r=10m; h=6m (16 —r)
dH dh
dt dt
%: 1 vuelta _ 2 rad _ nrad/ _
dt 2 min 2 min min
sen(@) = " Encontrando 6
6m 3
) =h f)=——==
rsen(0) sen(6) om-t
dh
=" cos(6) y se sabe que: sen?(0) + cos?(9) =1
dh do 9
— J— B 2 =
7 r cos(0) R T + cos?(0) =1
dh 10 4 p 4
- = X — X —_
It c T cos(0) c
dh _
ac "
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5. Dos carros Ay B estan conectados por medio de una soga de 39 pies de Longitud que pasa por
una polea P (véase la figura). El punto Q esta en el suelo a 12 pies directamente debajo de P y
entre los carros. El carro A es jalado a partir de Q a una rapidez de 2 ft/seg. ¢Qué tan rapido se
mueve el carro B hacia Q en el instante en que el carro A estd a 5 pies de Q?

P
T :
P i
| L1 | L2
| I h
12 pies i
! | . [
AV | AB L i
00 | 00
Q I I I
1. Debemos asignar Variables. I a | b I
2. Debemos ver que variables son cambiantes y cudles no.
UL _ pariable; 22 = variable; 2 = variable; 2 =2 100 D= g
P variable ; P variable; i variable; i seg’ gz =
3. Relacionamos Variables.
L1+ L2 =39 ysiderivamos implicitamente tendremos:
d L1+ 12] = d (3] dando: dL1 N aL2 0 . dLl  dL2
It =7 quedando: It P entonces - d@
Analizamos ambos tridangulos, el de la izquierda y el de la derecha
Triangulo de la Izquierda Triangulo de la Derecha
L1? = a? + h? L2? = h? + b?
d d d d
—[L1?%] = —[a? 2 —[122] = — [R2 2
dt[ ] dt[a + h?] dt[ ] dt[h + b?]
2L1 dLl 2 da + 2h dh 2L2 dLz Zhdh + 2b db
_ ) — —_— * = —_— * —
T T PT: dt dt dt
1 dL1 da 12 dL2 b db
- = k —— % = * —
ac T ae dt dt
dL1  ax da dL2 b* ab
___dt __ dt
dt L1 L a1z Y
Sustituyendo (1) en (2) sabiendo que: —% = %
a*%_b*% 4 and db. db_—LZ*a*%
L1 L2 espejanao para dt’ dt L1x*b

éDe dénde sacamos los valores?
Se obtienen de haciendo las relaciones correspondientes por Pitagoras en cada triangulo

da
L1 =13; L2 =39—-13 =26; a=>5; b = 2v133; — =2

dt
db _ 726%5%2 _ _(oe1q ¢ b _ _oger11 Tt
_ = = —U. entonces. — = —U.

dt 13 « 2133 dt S¢9

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia 67



6. Un recipiente cénico para beber se hace de una pieza circular de papel de radio R,
recortando un sector y uniendo los bordes CA y CB. Encuentre la capacidad maxima de

dicho recipiente.
A B

Primeramente, debemos identificar constantes y variables
r = variable h = variable 6 = angulo de corte R = constante
Estos mismos datos los podemos analizar viendo las figuras siguientes

R

\
( |
|
| ]
\ /
\ /
. yd o

-

V= 3 * T * 12+« h Debemos dejar el volumen en terminos de t o h para poder derivar
Entonces hacemos el analisis de la fugura en 3 dimensiones, pues analizamos con pitagoras
como dejar r(h) = f(h) o h(r) = f(r)

T2+h2=R2 h=+R2—1712
Al sustituirlo nos queda:
V= %n * 12 x\VR2 — 12 Teniendo esto Ya podemos derivar ya que lo que buscamos es % =0

a_1 -2 R? 2 4+ —T‘z 2

—_ = — _ % —

= 31‘[_1’ r P e r

av 1 | r3

== [p2 _ 2

a7 3n_2r R r Rz—rzl

dv._ 1 [2r(R*=7r?)—7r®] 1 [2rR*—2r®—73 b dV_O

E_gn_ N =37 —— y como se sabe que —— =
Rz_rz

O*3*T=2rR2—3T3

0 =2rR?* —3r3

2rR? = 373
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2
2R? = 3r? Entonces 1 = §R

Como ya tenemos r ahora la sustituimosen h = VR? —r? = /RZ — §R2 h = \ER

Como ya encontramos r y h en terminos de R que es constante entonces decimos

velperzane L 2pz. LR
= — 7T * *sh= —%x7T *%— O
3T 3" "3 3

7. iDdénde debe elegirse el punto P sobre el segmento de recta AB a fin de maximizar
el angulo 67?

Resolviendo: Lo que busco es una funcidn 6(x) = f(x) para utilizar Optimizacién
Resolviendo los tridngulos presentes en la figura

B 1
- [
; m 2
X
P 9 3-x
3 K
5
¥y . .
| 2 | 3 |
| [ |
] K oady |
3-x \\3\'2 ! 3 x2+25=m2 (3—X)2+4=k2
Ef : ! m=+x2 + 25 9—6x+x%+4=kK?
-1 ] m N ! 2 _ 1,2
N x2—6x+13=k
X — k =vxZ—6x+13

Vx% —6x+ 13
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En base al Ultimo triangulo relacionamos 8 con x. Esto a través de ley de cosenos
2

(3v2)" = k? + m? — 2km x cosf

18 = x2 — 6x 4+ 13 4+ x2 + 25 — 24/x2 — 6x + 13 % y/x2 + 25 * cosO

—20 = 2x% — 6x — 24/ (x2 — 6x + 13)(x2 + 25) cosb

J(x2 — 6x + 13)(x2 + 25) * cosf = x®> — 3x + 10

x2-3x+10 R
cosO = Elevar ambos lados al cuadrado para simplificar.
J(x2—6x+13)(x2+25)

(x? —3x + 10)?

200Y —
cos"(6) = 7 —ex + 13) (2 + 25)
d Z —3x +10)2
—[cos?(0)] = (x ad )
dx (x2 6x 4+ 13)(x? + 25)
2 cos(9) ) do d (x? —3x + 10)? 5 do 0
- * *— = — T —=
cos sen dx dx|(x2—6x+ 13)(x2 + 25) y sesabe que: g

(x?2 —3x +10)2
(x — 6x + 13)(x? + 25)

Para derivar esta parte se utiliza regla del producto

0= ;—x{(xz —3x +10)? * [(x? — 6x + 13)(x* + 25)] 71}

_2(x*=3x+10)(2x - 3) (x? = 3x + 10)?
0= T ex T 132125 (7 = 6x F 13)GZ + 25 L&Y ~ O +25) 4 2x(x* — 6x +13)]

0=2(x%- 10)(2x — 3)(x? — 6x + 13) (x? + 25) — (xz/—?;x/‘f/ﬁ)z[(Zx —6)(x? + 25) + 2x(x? — 6x + 13)]

0=22x—3)(x? —6x + 13) (x2 + 25) — (x? — 3x + 10)[(2x — 6)(x? + 25) + 2x(x? — 6x + 13)]
0=202x—3)(x%? —6x +13) (x? + 25) — (2x — 6)(x% — 3x + 10)(x? + 25) — 2x(x% — 3x + 10)(x? — 6x + 13)

0=(x?—6x+13)[(2x —3)(x% + 25) — x(x? — 3x + 10)] — (x — 3)(x2 — 3x + 10)(x? + 25)

0 = (x% — 6x + 13)[2x3 + 50x — 3x% — 75 — x3 3% — 10x] — (x — 3)(x? — 3x + 10)(x% + 25)
0= (x%?—6x+13)[x3+40x —75] — (x — 3)(x%? — 3x + 10)(x? + 25)

Operando los productos Notables

0 = x° + 40x3 — 75x? — 6x* — 240x% + 450x + 13x3 + 520x — 975 — (x® — 3x2 + 10x — 3x% + 9x
—30) (x2 + 25)

0 = x° + 40x3 — 75x% — 6x* — 240x2? + 450x + 13x3 + 520x — 975 — (x° — 3x* + 10x3 — 3x* + 9x3

+ 25x3 — 75x% + 250x — 75x2 + 225x — 750)

x>+ 53x3 — 6x —315x% + 970x — 975 — (x° — 6x* + 44x3 — 180x2 + 475x — 750)
/5 +53x3 — 6x* — 315x2 4+ 970x — 975 — ?v%+ 6/ — 44x3 + 180x2 — 475x + 750)
9x3 — 135x2 + 495x — 225 =0

0
0
0
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Existen Calculadoras que tienen predeterminada la formula para encontrar raices de 3er Grado.

x1=5+2v5 (9.4721) >< Respuesta fuera del rango
x2=05 Respuesta fuera del rango
x3=5-2V5 (0.52786) Respuesta Creible

x =5—2v5(0.52786) 6 = 57.05310° (Angulo maximo)

Otra forma de resolver el problema

2 Por dangulos diriamos:
3-x B B+6+6=180°
e i tan(B) = ;—x entonces f = tan™! (ﬁ)
_3 _ -1(5
X 0 tan(5) = ~ entonces § = tan (X)
Sustituyendo
1 f— (o)
5 o )+ta '(2) +6 = 180
d[t ‘1< ’ )+t _1(5>+9—180°—dt —1( 2 )+dt _1(5) df _ d180°
ol L e an”" |~ = = tant 3—— )+ ——tan =
1 2 1 -5 do _
) ( 5 )z (G —x)? + E 7 2t = 0 sabiendo que: e 0 nos queda:
e +(3)
1 2 4 1 -5 0
* k — =
2 \¢ (3—x)? 5\2  x2
1+ (3 - x) 1+ (})
5 1 2 1
X2 5N (3 —x)? i 2 \2
1+ (3) 1+(353)

2 2
5
— x) ] = 2x? [1 + (;) ] aca se resuelven los productos notables

2
5>l<(3—x)2>l<[1+<3
5(3—x)% +20 =2x%2 +50
45 —30x + 5x% = 2x%2 4+ 30
3x2—=30x+15=0

x1=5+2V5 (9.4721) Entonces la respuesta seria:
x2=5-2V5 (0.52786) x=5-2V5 (0.52786)
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X

8. Solucione la siguiente ecuacién = 1—x
x<+1
e Primeramente, llevamos todo a O
X
—+vV1—-x=0
x24+1 N
1
flx) = —V1—-x=x(2+1D)1-(1-x7"2=0

x2+1
e Luego Obtenemos la derivada
1
=@+ —x(x?+ 1D —x(x?2+1)22x — E(1 —x)" V2% -1
1 2x? 1

fO = s i
) B 1 —x? 1 X —
Oyt W eV

e Introducimos el primer valor de x (x;) Pero es evidente que x <1
f(0)=-1  f(0.5) = —0.507106

f(1) =% £(0.8) = 0.0405913

En las evaluaciones anteriores vemos que el valor mas util es x; = 0.8
e Sustituimos el primer valor de X1 en la formula

f(x1) £(0.8)

entonces x, = 0.8 —

X =Xn 73 p
n+1 n f (xl) f (08)
— 08 0.040591 0767576
*2 = 1251883 2

e Al tener el x, volvemos a hacer lo mismo tomando en cuenta que ahora x, pasa a
ser x; en la férmula. Esto para encontrar un nuevo valor x5

£(0.767576) 0.000899726
X5 = 0767576 = = 767576) — 0767578 = 1997047
x; = 0.7668261
e Nueva Iteracion
£(0.7668261) 0.000000367
X, = 07668261 — 77(0.7668261) 0.7668261 = 1758819937
x, = 0.7668258
e Ultima Iteracién
o _ [(0.766825) Jc _ ~0-000000952
*s = 0.766825 = = 6 766825) O 008 1.198816311

x5 = 0.76682579

Se podian haber hecho mds iteraciones, pero con la quinta nos podria bastar, pero claro, depende
mucho de la exactitud que se quiera en el calculo.
x = 0.76682579
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INTEGRALES

Si usted se recuerda, en la parte de la aritmética nos encontrabamos con las operaciones aritméticas
Ahi veiamos que:

Operaciones Directas Operaciones Inversas
SUMA RESTA
MULTIPLICACION DIVISION
POTENCIACION RADICACION

LOGARITMIZACION
épor qué vemos nuevamente esto?
Esto lo vemos por qué ACA HAREMOS LA OPERACION INVERSA A LA DERIVADA Llamandola:

ANTIDERIVADA
Si teniamos antes:

y = f(x) vy leaplicibamos la derivada teniamos
dy df(x)
—_— = =F
dx dx (%)

La derivada de la funcién f es F
Entonces

df (x) = F(x) xdx

Para resolver los problemas de antiderivada que es la INTRODUCCION AL CALCULO INTEGRAL es
necesario conocer las identidades de Derivacidn, o sea que:

e Sitenemos F(x) y queremos encontrar f(x) es Importante comprender qué tipo de funcion es
F(x) ya que podria ser: Polinomial, Logaritmica, Exponencial, Trigonométrica o compuesta
e Lo Unico que se hara luego de identificar el tipo de funcién que es F(x) se acomoda o se
simplifica un poco
2 2
Ejemplo: 1+f/-_;t = %+ % + % = t7V2 4 ¢1/2 4 ¢3/2
e Por ultimo, se utiliza la identidad De Derivacion para encontrar la antiderivada

3
Ejemplo: F(x) = x* es evidente que f(x) = x? ya que si deriva f(x) Cumple

EJEMPLO: Encuentre la antiderivada de la funcién 2+/x + 6 cos(x)
1. Tenemos una funcidon compuesta

2. 2v/x + 6.cos(x) = 2x'/? + 6 cos(x)
3 1

d =2 3 = . . e
3. sabemos que: o X? =3Xx> pero debo buscar como eliminar que seria
X

d (2
oy = —(Z.,3/2 — ,1/2
multiplicando por 3 entonces T <3x x )

d
Tambien que: asen(x) = cos(x)
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, 2
Entonces el resultado seria = §x1/z + 6 sen(x)

En la siguiente tabla podemos tener un resumen de algunas Identidades de Integracion

Identidades Identidades

Antiderivada F(x) | | Funcién f(x) Antiderivada F(x) | | Funcién f(x)
1 cf (x) cF(x) sec?(x) tan(x)
2 | f(x)+gx) F(x) + G(x) sec(x) * tan(x) sec(x)
3 [ x" (n#1) 3::11 1:62 sen”tx
4 % In(x) 1+1xz tan"'x
5 e* e* cosh(x) senh (x)
6 cos(x) sen(x) senh (x) — cosh(x)
7 sen (x) —cos(x) In(x) xln(x) — x

Tabla No. 2 Identidades Sobre Antiderivadas para la Resolucion de los ejercicios.

Para la resolucion de los ejercicios es vital conocer estas identidades y el ejercicio que sea
acomodarlo a esta parte.

NOTA: Para resolver problemas de antiderivada es necesario conocer identidades de derivacion ya
que simplemente es hacer el proceso inverso. Es importante conocer eso para el tema teorema
fundamental de calculo parte 1.

El Problema Del Area
El problema que nos presenta el calculo es encontrar areas de figuras encerradas por funciones como
la siguiente:

FIGURA 1
S={x,y)|lasx=b0=<y=<f(x)}

Figura No. 35 El area (en azul) encerrada entre a y b por una funcién f(x)
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El andlisis que se realiza inicialmente es para encontrar el drea encerrada bajo la funcién y = x? entre
el punto P(0,0) y el punto Q(1,1). Similar al analisis que se hizo con los limites

o

VA

0

Figura No. 36 La graficay = x* entreo y 1

Se puede encontrar un area Aproximada de esa funcion de 3 formas
» Rectangulos donde toque la altura por el lado izquierdo
» Rectangulos donde toque la altura por el lado derecho
» Rectangulos donde toque la altura por el centro (La mds aproximada)
1. Metiendo RECTANGULOS Donde toque la altura por el lado izquierdo
VA

y
/iy “ ,, /i

Figura No. 37 Se puede ver

Que se pueden ingresar la
Cantidad de Rectangulos
5 ,_,/]I : . | > ol 1 T Que se desee.
4 2 2 X 3 (Imagen Obtenida del
Calculo de Stewart)
VA VA
J / J .:Z
n=30 L=~ 0.3169 ZZ n=50 Ls,=0.3234 A
/! f
ZZZ Ezéd
/| éf
/ A
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Ejemplo: Introduciendo 7 Rectdngulos que toquen por la izquierda la funcidon, encuentre el drea
aproximada de la funcién y = x* entre Oy 1

A = Suma De las Area De los Rectangulos
b—a 1 -0 1

Base = 7 =;
a=tep @ ster () ader @ ter@eder ()t Q)+ ts (O
= — % — — k — — % — — % — — % — — * — — %k —
7f7 7f7 7f7 7f7 7f7 7f7 7f7
1 2 3 4 5 6 7
4 1 0+1 1+1 4+1 9+1 16+1 25+1 36
= — % — %k — — k% — — %k — — %k — — %k — — %k —
7 17 49 7 49 7 49 7 49 79%9 Zs 49
A=—— 1+44+9+4+1 2 = —=—
= 49(0+ +4+4+9+ 16+ 25+ 36) 343 — 29

A =0.2653 A~ Areasymeisn = 0.2653

2. Metiendo RECTANGULOS Donde toque la altura por el lado derecho
YA YA

(I, 1) 7 (L, 1)

Figura No. 38 Se puede ver
Que se pueden ingresar la
Cantidad de Rectangulos
Que se desee.

(Imagen Obtenida del
Cdlculo de Stewart)

=Y

=Y
=

=
b | —
s
o0 |—

n=230 R}-U ~(0.3502 r n=>50 RS(J =0.3434 1

Ejemplo: Introduciendo 7 Rectdngulos que toquen por la derecha la funcion, encuentre el drea
aproximada de la funcién y = x* entre Oy 1

A = Suma De las Area De los Rectangulos
B _b—a 1 -0 1
ase = T =5
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e ()o@ e () der (e dor () 2or (9

1 2 3 4 5 6 7
p 11+1 4+1 9+1 16+1 2513611
= —%x—+—-%—4+—%x—4 —%«k—4 —%k—F+ —%x — 4+ — x —
7 29 7 49T 7 49 T 7 49T 7 9T 7 49 T 7 T
A= 1 (1+4+9+16+25+36+49)—140—20
"~ 7%49 343 49
A = 0.408163 A ~ Areagyncign = 0.408163

3. Metiendo RECTANGULOS Donde toque la altura por el Centro de la misma altura.

YA
N

Dz

S
—
|

. — > f—————
bl
-

® Ed E B ES
Xi X5 X3 X; Xn

Figura No. 39 De esta manera se ingresan los Rectangulos Haciendo que
las alturas estén en funcién de la mitad del rectangulo

Este es el mds importante, por qué toma el promedio de las areas calculadas anteriormente.
Ejemplo: Introduciendo 7 Rectdngulos que toquen por el centro la funcion, encuentre el drea
aproximada de la funciény = x* entre Oy 1

b—a 1-0

B = = =
ase n 7

N -

A_l 1 +1 9 +1 25+1 1+1 81+1 121 1 169
7 19? 7 196 7 196 7 4 7 196 7 196 7 196

= (1+9+25+49+81+121+169)—455—65
7% 196 1372 196

A = 0.331632 A~ Areasmeisn = 0.33163265
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éPor qué utilizamos Rectangulos y no alguna otra Figura Geométrica?

Utilizamos Rectangulos y no otra Figura geométrica debido que el area del rectdngulo mantiene su
base Constante y esto para todos los rectangulos, ya solo se deja la altura en términos de la funcién
Area pecrangulo = Base x Altura

Valor final — Valor inicial b—a )
Base = - - — = donde n = cantidad de Rectangulos
cantidad de Rectangulos a introducir n

Ahora bien, como pudo notar el lector, el método mads aproximado es el de meter Rectangulos

en donde su altura este en funcién del centro de la base. Existe un modelo de suma conocido como

La Suma De Riemann en honor del matematico alemdn Bernhard Riemann (1826-1866) que nos da el
ingreso a las integrales definidas para posteriormente pasar a las integrales indefinidas. El concepto de
la suma de Riemann es importante para comprender que una integral es un limite de sumas

La Suma De Riemann

El sefior Riemann lo que proponia era colocar en una funcién encerrada entre a y b, Rectangulos que
tocardn a la funcion dependiendo de la mitad de las bases

X? Ax

YA

FIGURA 1
Si f(x)= 0, la suma de Riemann X f(x;*) Ax
es la suma de las dreas de los rectangulos.

Entonces, ese rectangulo iba a estar colocado en un punto medio (xi*) por lo tanto el drea de ese
rectangulo medio serd de:

) a
Area = Altura = Base = f(xi*) * Ax donde Ax = —

Pero se sabe que el area total es la Suma De todas las areas de los rectangulos entonces:

n

. —a
Areap, 14 Funcien = Zf(xi*) * Ax donde Ax = — xi* =a+ix*Ax
i=1
i = Desde que valor voy a iniciar n = Cantidad de Rectangulos

Pero, en resumen, lo que hace la suma de Riemann es Encontrar el Area en funcién en términos de la
cantidad de Rectangulos que se ingresen de “a” a “b” A(n) = f(n) que yo valla a querer ingresar, o
sea que depende del nivel de exactitud.
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Ahora, como lo que se desea es encontrar el drea exacta se sabe que eso se alcanza si solo se ingresan
infinitos rectdngulos n — oo quedando la ecuacién final como:

A= lim Zf(xi*) * Ax donde
n—>oo

i=1
b—a . .
Ax = xi* =a+ iAx
n
n n n
Z c =cn donde c es una constante Z c*xai = CZ ai
n n n
Zaiibi=zai + Zbl
i=1 i=1 i=1

6 4

1 i=1

Z n(n+1) = 2 =n(n+1)(2n+1) iis =nz(n+1)2

i

nn+1)(6n*+9In*+n+1)
30

i4

estas propiedades nos sirven para dejar el area
i=1
de la funciéon en terminos de n,osea dejar i(n)
Demostracion de una de todas las Sucesiones
n

Zi=1+2+3+4+5+6+7+8+---+n
i=1
La suma en terminos de cantidad sera:
L,(A4+2),1+2+3),(1+2+3+4),(1+2+3+4+5),(1+2+3+4+5+6)..(1+2+n)
n(n+1) . . n(n+1)
1,3,6,10,15,21, ... — Es por eso que Zl ==
i=1
Ejemplo Utilizando la suma de Riemann encuentre el drea exacta de la funcién y = x* entre Oy 1
b—a 1 -0 1

Ax = =—
n n n

xi*=a+iAx=0+i*xAx =xi* =

fx)=x* fxi*) = (xi*z) = (%)

N |~

Entonces
co n n
i? 1 ]
A—hme(xl)*Ax—h z<> *——hm — = — =« lim i =
4 n—oo 4 n3 n3 n—-oo 4

L= L— 1_:
y (1 n(n+1)(2n+1))_1_ n+1)(2n+1) y 2n? +3n+1_l 2n? 3n+ 1
ne \13 6 b 6n? Tabe 6n? e 6nZ | onZ | 6n2
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1 ) 1
lim =+—+4— == A=z A = Areaguncion = 5 (0.33333333)

El Problema De La Distancia

Ahora consideramos una particula que viaja de en un tiempo t y con una velocidad v que se va
conociendo en todo momento y en base a ello se debe encontrar una distancia. Se puede decir
que este problema es inverso al problema de la velocidad instantanea.

Generalmente la formula que se utiliza es: Distancia = Velocidad X Tiempo

Suponga que le piden encontrar la Distancia recorrida por un automdavil en un intervalo de
tiempo de 30 seqgundos tomando 7 lecturas en el mismo experimento. Se hacen las lecturas de
las siguientes velocidades

Tiempo (s) 0 5 10 15 20 25 30
Velocidad (m/s) 13 19 25 22 23 18 20

e Se debe cuidar el lector de trabajar bajo las mismas dimensionales tomando en cuenta el
tiempo, si trabaja segundos en el tiempo, también partido segundos debera ser la
velocidad

e En Resumen, lo que se hace es nuevamente el analisis del area, sumar las areas que va
generando la siguiente grafica

e Sumamos las areas aproximadas como aprendimos anteriormente o siguiendo la formula
de: Distancia = Velocidad X Tiempo
D=(0x13)+(5%x19) + (10 *25) + (15 % 22) + (20 * 23) + (25« 18) + (30 = 20)

D = 2,185 metros (2.185 Km)
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Ahora, lo que hacemos en esta parte es una aproximacion numérica de la velocidad, no la
conocemos realmente. Para ello podemos establecer un teorema

Para encontrar una Distancia mas exacta se hubiera tomado tiempos mas cortos al momento
de tomar la lectura de datos.

Asimiento que nos hubieran dado una funcién f(t) lo que se tendria que hacer es lo mismo

que en el problema del area, introducir la mayor cantidad de rectangulos posibles para una
mayor exactitud.

Para hacer el analisis de la sumatoria tendriamos que decir que:

d=f(ty) *At + f(ty) * At + f(t,) * At + -+ f(t,) * At = Zf(ti*At) donde At - 0

=1
n
d = lim 2 F(t) * At
n—>00
i=1
Donde f(t) = Funciéon Velocidad en terminos del tiempo

La Integral Definida (El simbolo de integral como tal)

El simbolo [ se usa para denotar unaintegral en matemadticas. La notacién fue introducida por el
matematico y fildsofo alemdan Gottfried Leibniz a finales del siglo XVII. El simbolo se bas6é en el
caracter [ (S larga), y se escogidé debido a que una integral es el limite de una suma.

Al inicio teniamos la funcion:
y = f(x) vy leaplicibamos la derivada teniamos
dy df(x)
—_— = = F
dx dx (%)

La derivada de la funcién f es F
Entonces

df (x) = F(x) »dx

ACA INGRESAMOS A LA SIMBOLOGIA DE INTEGRAL f dx

La suma de muchos diferenciales de f(x) sera la funcién f(x) al final
fdf(x) = fF(x)dx+ C
Sabiendo que f(x) = fdf(x)
f(x) = fF(x)dx+ Cc

Y habiamos visto que la sumadel drea de f(x) era: A =limY", f(xi*) * Ax
n—oo

Entonces
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b—a

b n
j f(x)dx = lim E f(xi*) * Ax donde Ax = -
n—->oo
a i=1

l

Eso es una integral, es la Suma de muchos Diferenciales (El proceso inverso de la derivacién)

Figura No. 40 Comprensidn de Lo que es la integral f dL =1

Ejemplo: Volviendo a nuestro andlisis del problema de drea Utilizando la Integral definida encuentre el
drea de la funcion y = x? entre Oy 1

A—jl by XL T 071
T T 30737373
1
A=-
3

Como puede ver el lector, con la integral definida todo es mas sencillo al momento de resolver
problemas de diferenciales.

VEO INTEGRALES

¢ Con qué frecuencia? Todo el tiempo.
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Cuidado: Debe saber usted en este punto que la integral definida no siempre la utilizamos para
encontrar areas bajo curvas, sino también para encontrar de a a b valores de:

e Volumenes

e Campo Magnético

e Presion Hidrostatica

e Trabajo

e Area Superficial

e Entre otras cosas

El Teorema Fundamental Del Calculo
Este teorema se divide en dos partes:

Teorema fundamental del calculo, parte 1 Si f es continua sobre [a, b], entonces la
funcién g definida por

g(x) = f‘f(f) dt  a=s=x=<bh

es continua sobre [a, b] y derivable sobre (a, b), y g'(x) = f(x).

Lo que nos indica el teorema fundamental de calculo parte 1 es que la Derivada Es el Proceso Inverso de
la Integral. La derivada de g(x) es igual que f(x)
También, si integramos f(x) nos quedard otra funcién, no un valor.

Teorema fundamental del calculo, parte2  Si f es continua sobre [a, ], entonces

* (x) dx = F(b) — Fla)

Ja

donde F es una antiderivada de f; es decir, una funcién tal que F' = f.

Lo que nos indica el Teorema De Calculo Parte 2 es que la integral definida es un niumero exacto, al
resolver la integral evaluamos en b y en ay la operaciéon de resultado es una constante.

Integrales Indefinidas

Una integral Indefinida es aquella que No tiene Limites de Integracidn, Si lo quiere ver asi, es la parte
del teorema fundamental del calculo parte 1

Para la resolucién de las mismas debemos saber que:
1. Conocer bien la tabla de las Antiderivadas o conocer las identidades de Derivadas
2. Comprender que, lo que usted esta haciendo es encontrar Otra funcién
3. Al integrar colocarle una constante al resultado, ya que al volver a derivar esa derivada de la
constante sera 0
4. Laderivada del resultado que le quede debe ser igual a la funcidn que integro inicialmente

Ejemplo 1: Resuelva la integral
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f Vxdx Para resolver esta tegral es importante modificarla un poco.

. d xn . . ) xn+1
abiamos que: = nx entonces la nueva identidad sera: | x"dx =
Sab I n-1 t l dentidad f nd n+1+C
1
x(i)“ x/s 3 3
jx1/3dx =3 =— = Zx4/3 Entonces: jx1/3dx = ZX% +C
3tl 3
Prueba:
d /3 d /3 d 3 4 4
— (243 T AWV B ) NN C.) s RV
dx(4x ”) dx(4x )+dx( )=gr3rx x

Se vuelve a decir que es importante conocer las derivadas para encontrar la antiderivada o la integral
indefinida

Ejemplo 2 Resuelva la Siguiente integral

Sen(x) + dx
f 1+ x?
Sen(x) + dx = fsen(x)dx + f dx
f 1+ x? 1+ x?
d 1
SabemOS ue:. —Cos\x) = —sen\x e tan_lx = Entonces:
2
dx ) dx 1+x

fsen(x)dx + f 1T 2 dx = —cos(x) + tan™x + ¢

X

1 -1
Sen(x) + 1T 2 dx = tan"'x — cos(x) + ¢
X

lIl Tabla de integrales indefinidas

‘ cf(x)dx = ¢ ‘ F(x) dx ‘ [f(x) + g(x)]dx = ‘f(v) dx + ‘ g(x) dx

l‘ kdx =kx + C

. A+l -

‘x"n’.\‘: :Jr I +C (n#—1) _‘%(].\‘:111|.\'|+C

[ e*dx =e* + C ) a‘dx = -

a

J J Ina

“ senxdy = —cos x + C ‘ cos xdx = senx + C

" sec’xdy = tanx + C ‘ csc’xdy = —cotx + C

l‘ sec x tan x dx = sec x + C ‘ cscx cotxdy = —csex + C

l fldx =tan"'x + C ‘ \/11—“ dx =sen"'x + C

Jox? J —x2

“ senhx dx = coshx + C ‘ cosh x dx = senhx + C

Figura No. 41 Tabla De Integrales (Figura Tomada del calculo De Stewart 7E)
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Regla De La Sustitucion

Esta parte es fundamental en el calculo Integral, pues es el concepto de la regla de la
cadena, que era llevar una funcion con sustituciones a una forma donde se pudiera derivar

con nuestras identidades. Es lo mismo, es llevar la integral por medio de sustituciones a una

parte donde se pueda integrar con nuestras identidades.

Suponga que nos piden encontrar la integral de la siguiente funcién:
fsen(Zx)dx

Como sabiamos que: f sen(x)dx = —cos(x) Entonces

. Sera Que: f sen(2x)dx = —cos(2x)+ C ? ><

Si usted realiza la derivada para comprobar, vera que no es esa la solucion
j 2x)d c cos(2x)
sen(2x)dx = C —————
2 \/

Entonces, écoOmo se resuelven esas integrales?
1. Se Observa que es lo mas complicado que se tiene de la integral

j er—4 dX

2. Se realiza la sustitucion, con cualquier variable yaseau,t,m,p,q ...
podriamos decir que:u = 2x — 4
3. Se deriva la sustitucion realizada respecto a la variable inicial.

du_2 . du_d
T entonces > = X

4. Se realiza la sustitucion

1
Efe“du y se sabe que Jexdx =e*+c

1 1
Entonces E,f e'du = > e+ C
Seregresa a la variable inicial

1 1
Eeu = Eezx“* +c

1
fezx“‘ dx = Eezx“‘ +c

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia

85



Aplicaciones De La Integral

En esta parte Usted ya debe saber integrar a la perfeccion, ya sea conociendo las identidades o
por sustitucidn. Es necesario por qué, lo que se hara es resolver ejercicios encontrados en la
vida diaria como los son:

1. Area encerrada entre curvas

2. Volumenes

3. Trabajo

4. Valor Promedio De Una Funcidén

Lo que usted hara es encontrar un diferencial de cualquiera de esos temas para luego
integrarlos (Sumar los diferenciales).

Area Encerrada Entre Curvas
En esta parte se estudia las areas encerradas por una o mas funciones justo como el siguiente ejemplo.

VA
y=flx)
S

0 ﬂ b x
y=gx)

Figura No. 42 drea encerrada por dos funciones entreay b

Se presentan dos casos, cuando integramos respecto a x (dx) y respecto a y (dy)

} }
,/”'T"_ T TTT‘T“ Figura No. 43
// | T~/ 7”— I I | } Como vemos en la figura, se ingresan
/ S - s
£(x*) I /T~ 1IRE I : I Rectangulos donde su base sera dx y
vl
/ ) = ale?) /I I I i Su altura sera f(x)
! 4 /
l 1IRREN | I
L :\ a L | I | i
ol af x of al I]I |1 I
.fwﬂ|“N§ ¢L||'L+
pa—E xf SN N
Ax
a) Rectangulo representativo b) Rectangulos de aproximacion
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Area encerrada por dos funciones entre los puntosayb = A

b b b
A= Agrriva _Aabajo = f f(x)dx _f g(x)dx =-f (f(X) - g(x)) dx

Es importante comprender que pueden existir areas negativas, esta misma lo que nos
indicaria es la posicién de la funcién, que se encontraria en el eje "y negativo".

b
A=fvu%yunw

e Recomendacion: para la resolucion de estos problemas es importante realizar una Excelente
Grafica

1 }
Figura No. 43
aT Como vemos en la figura, se ingresan
Rectangulos donde su base sera dy y
Su altura sera f(y)
cT
0 X 0 X

a

d d
A = Ayerecha _Aizquierda ZJ f(y) dy—j g()’) dy = j [f(y) _g(y)] dy

d
A=fv@%ﬂ@ﬂ@

Ejemplo: Encuentre el drea encerrada por las funciones 4x + y> =12; x=y

» Vista Algebraica X | » Vista Grafica

1. Realizamos una grdfica Funcien \

e f(x) = V12— 4x

4x + y? =12 e s =~V

® h(x) =x

y=+V12 —4x :

y=+v12 —4x - | _ (é,O)E
y = —12 — 4x T
y =X 4
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2.

Ingresamos un diferencial

P Vista Algebraica Xl Vista Grafica

Funcién
@ f(x) = V12 —4x 4

@ g(x) = —/12—4x

| 2,2
®iix=2

S d / - dx

4 dx

(_61 -6 T

Viendo la gréfica podemos ver que se tiene que integrar por partes, ya que en algunos
intervalos cambian las alturas

Puntos de Interseccion
x = —V12 — 4x Elevamos ambas expresidnes para x
x?=12—4x

x2+4x4+12=0

x+6)(x—2)=0 x=—-6 x=2
Planteando la integral Y Resolviéndola
A=A1+ A2

2 3 2 3
A=f yzdx+f yidx = f —v12—4x—xdx+f \/12—4x—(—\/12—4x)dx
-6 2 -6 2

- (,/(12 —4x)3 ﬁ) 2 'y (w/(12 — 4x)3> 3

6 2 /|-6 6 2

A_—56+8_—48_ i
3 3 3

A = —16 u? (Unidades Cuadradas)

Notese que el drea quedo negativa, pero en la vida real no existen areas negativas, esto sucede
debido a que la mayor cantidad de drea se encuentra en el eje y negativo (-y)
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Volimenes

En matemadtica bdsica 2 vemos dos tipos de Volumenes, los Sélidos de Revolucidon (Cuando giramos una
funcidn respecto a un eje) y volumenes establecidos en 3 Dimensiones y cuyo trabajo suyo es introducir
un diferencial de volumen he integrarlo respecto a una sola variable.

Yy
y AN y=f(x) z
/]
y=f(x)
/|
X
/ A N
N
I X ’
N X
Figura No. 44 Primer Caso Figura No. 45 De esta manera quedan Figura No. 46 Integracidn respecto
Al rotar la funcidn Respecto a un Eje las Funciones Al Rotarla. A una variable de una figura ya

Establecida.
En el primer Caso. (Rotacién de una funcion respecto a un eje)
En este primer caso vemos lo que nos aparece en la Figura No. 44 y No. 45
Rotamos una funcién y = f(x) respecto a un eje (Puede ser el eje x, eje y 0 una funcién y = h(x) o
incluso x = i(y))

Aca se necesita mucha imaginacion, pues lo ideal es poder imaginarse como queda la figura al
momento de rotar la funcion.

Existen dos métodos para la realizaciéon de estos problemas, el método de discos y el método de
cascarones cilindricos.

Método De Discos

Se le llama asi debido a que, lo que se hace es introducir rectdngulos (Como los que se introducian en el
calculo de areas) y al rotar la funcién misma con el eje indicado, los rectangulos lo que haran sera formar
discos al momento de ser rotados como se muestra en la figura.

Rectangulo

Eje de Disco
representativo

revolucién representativo
\ /

Regién plana

"y‘ A o 3
x=a x=b e : ’. \‘“‘ - B
Ax :
1 -
Sélido de ! i
revolucién ) 4 Aproximacion
Ax por n discos

Figura No. 47 Introduccion de Rectangulos Y Suma de varios de ellos
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ROTACION RESPECTO O PARALELO AL EJE X

Hacemos el analisis con un disco individual, similar a cuando
Encontrabamos las areas pues solo haciamos el analisis con un

Solo rectangulo.

Por suma de Riemann se sabe que se debe introducir n rectangulos y
Luego se debe hacer que n - o

Y como se sabe que el volumen de un Cilindro = m * Radio? x Altura
Volumen =V =m*r? xdx

AV = x [R(xi*)]? * Ax donde Ax = b%

Si nosotros hacemos el analisis de rotacién de una funcidn respecto al eje x diriamos que:

R(x) =1 =f(x)
Viendo ese diferencial, sabemos que: V = de
Entonces:

b b
V= J dv = nj [f(x)])*dx < respecto o paralelo a x
a a

ROTACION RESPECTO AL EJE Y

y y

f y=

P(xy)

X

N
/

Se introduce un rectangulo de igual manera en el punto P(x, y)
Y al rotar la funcion respecto al eje y

dy Se forma la figura como la que se encuentra en la izquierda.
(cilindro)
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dV =+ r2dy
viendo la grafica de la funcién y = f(x)vemos quer = x
dV = x?dy
y como inicialmente nos darany = f(x) despejamos para x

av =mxf(y)dy
Si decimos que: x = R(y)

b
V= n.f (R(y))2 dy <> respecto o paralelo ay
a

Método de arandelas (Anillos)

Este método nos sirve para encontrar voliumenes de areas que estan encerradas por dos o mas
funciones.

R =+/x <

(0,0)

Region plana

Figura No. 48 Ejemplo de una regidon compuesta por dos funciones que rota
respecto a un eje. Notese como se introduce el diferencial (la parte en amarillo).

En este caso f(x) =vVx g(x) = x?

o

W i T

Disco
-
R
_______ }r
R+ | —
}'}-
Eje de revolucion
Sélido de revolucion

Figura No. 49 Forma del diferencial Figura No. 50 Forma del diferencial luego de haber rotado

Como se puede notar, se crea un anillo o una arandela, por eso lleva ese nombre.
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Su férmula seria: Diferencial de Voluemen = Area,,qnspersa; (X) * Altura
dV = A(x) * dx
dV = (Area de arriba — Area de abajo) * dx
dV = (mR? — nr?)dx
Sise nota la grafica No.48 R =f(x) y r = g(x)
dV =m(f(x)? — g(x)*)dx

V=¢Umuﬁ—wuﬁhx

< rotacion de dos funciones o mas respecto a x o paralelo a x

Para la rotacién de dos funciones respecto a el eje y sera:
d
v=n [ [ROY - r()Idy
(4
< rotacion de dos funciones o mas respectoay o paraleloay

Ejemplo: Encuentre el volumen de la funcion y = ﬁ, y=0,x =0,x = 3 alrededor de la rectay = 4

* Vista Algebraica * | » Vista Grafica
Funcion \' [

Recta —_— 4_
Yy ¥

® hiy=0

®jx= y

LEH

x=0 " x=3

y=0 *——

-15 ] [ 1 15 2 25 35

Figura No. 51 trazo de la grafica con su diferencial respectivo

Lo que aca sucede es que se le debe restar al volumen de afuera el volumen de adentro
Esta seria la figura que se mostraria en 3 dimensiones al rotar.

dV = A(x) *dx = (mR? —nr?)dx

dV = n(4? — (4 — y)H)dx

v=rfa6-(4-2))ax=n [ 16ax —n [’ (4- 1) dx

1+x

V=m(6x)}—m(16x————8In(x+ 1))}
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V =m(16 *3) — 1(36.65964511 — (—1))
dV = 48w — 37.65964511n
V = 32.48518296 u®(Unidades Cubicas)

Aca aplicamos para la resolucidn de las integrales formuladas, el método de la sustitucion, para
resolver la integral como la que tuvimos anteriormente.

Método Con Secciones Transversales Conocidas
Existen algunos volumenes en los que no se rota y se nos pide calcular su volumen, esto mismo es valido
pues como se sabe que a estas alturas ya conocemos la integracidn con respecto a una variable, entonces
nuestro trabajo es buscar un diferencial de volumen con respecto a una variable e integrar.
Las secciones transversales a ingresar en una figura pueden variar y pueden llegar a ser:

e Secciones Triangulares (Triangulo rectangulo, Triangulos Equildteros, Tridngulos Escalenos)

e Secciones Circulares

e Secciones Rectangulares

e Secciones Trapezoidales

e Secciones Cuadradas

e Entre Otras

1.

Figura No. 52 Las secciones transversales son Figura No. 53 Las secciones transversales son Semi Circulos
Tridngulos Equilateros

Este es un ejemplo de cdmo se ingresan los diferenciales de volumen en donde su trabajo es encontrar
ese diferencial en términos de 1 variable

Ejemplo: Sélidos de Steinmetz El sdlido formado por dos cilindros circulares de radio r cuyos ejes se
cortan formando un dngulo recto se denomina bicilindro y es un caso especial de los sdlidos de
Steinmetz. Por razones de claridad se muestra la octava parte del sélido en la FIGURA

Encuentre el volumen total del bicilindro ilustrado en la figura.
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0.0.) Inicialmente hacemos un grafico como ese, luego introducimos
un diferencial viendo que sera cuadrado por:
dV = base * Ancho * ALtura

dV =x*y=xdz
La ecuacién que describe cada circunferencia es:
z? +x? =12 z2+y? =12
1 2
z2 =r? — x? sustituyendo en 2
r2—x*+y?=r>
x? =y? entonces x =y
dV =x*y=xdz

2 2

dV = x%dz pero como se sabe que:x* =7
dV = (r? — z¥)dz

T
V=jr2—zzdz
0

—Z

Z3
V=rz—"—

'I"Z2 310
V==-r
37"

Método De Cascarones Cilindricos
Suponga que le piden el volumen de la funcién y = 2x? — x3 respecto al eje y encerrada con la
funciony =0

\

Figura No. 54 Trazo de la grafica con su respectivo diferencial

Vea que al rotar la funcién el diferencial quedara:

///////////////////,/,4
< To
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La ecuacion del diferencial de volumen sera:

dV =n(R?> —r?) dy

Si usted ve la Figura No.54 notaraque R = x asicomor = x
pero el problema es que esas x de R y r pertenecen a la misma funcion

dV = n(x? — x?) dy
av =0

Pero el volumen no debe ser 0 ya que graficamente lo podemos ver

Figura No. 55 Grafica en 3D luego de rotar la funcién

Por este mismo problema Nace el método de volumenes mediante cascarones cilindricos para
encontrar un volumen en donde no se cancelen sus radios.
Este es el método mas seguro de utilizar

éDe doénde nace su formula?

Suponga que tenemos el siguiente cilindro

N

e

s

-

N

r

~

N———

h
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dV = n(r,2 —?)h  por diferencia de cuadrados
dV =n(r, —r)(r +1)h

Como sabemos quer; = 1, entoncesr, —r; = dr
ri+73 , ,
r=-——= radio promedio

2r=m+n
sustituimos:

dV =2m xr x hxdr
dV = 2nxydx
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b
V= an x f(x)dx

a
(» Rotacion de la funcion f(x) respecto ay o paraleloay

Ejemplo: Encuentre el volumen de las funciones: y = \/x ; x = 1;x = 0; y = 0 que rotan respecto a

x=-1
> /\/E R /

1 y: 4{
05 05 h
1.5 1 05 1] f 04 1\5 2 25 X=O 2 1.5 U 0.5 0 f 05 1.5 2 25
dx
x:_l -0.5 x=1 -05
dV = 2mrh *dr
r=x—(-1) h=y-0 AV = 2m(x + 1)Vx dx
r=x+1 h =+/x

V=2nj1\/§(x+1)dx
0

2 3
V =2m* <—x2(3x + 5))

15
b (16) 32
= | — ] = —
& (15) 15"
32
V =27 = 6.70206433)
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Trabajo

Suponga que tiene que empujar una caja de un punto A a un punto B como se muestra en la siguiente
imagen.

Al mover un objeto de masa “m” usted lo que hace es
Agotar Energia Y esta energia que usted agotaria seria

. B
proporcional a: ' R
.4
la distancia (Ax) que moveria usted la caja asi como —;?'—F
La fuerza ejercida hacia la caja '

éQue es fuerza?
Fuerza la define Newton como la interaccion que ejercen
Dos o mds cuerpos para realizar un cambio de velocidad
Sobre una masa

cambio de velocidad

2
2

F = masa *

tiempo r— AT
dv d?x : /
F=ms—=ma=m—— / 5

dt dt?

Posicién Posicion
inicial final

La aceleracion es la sequnda derivada de la posicion

Entonces la formula de trabajo la definimos como:

Trabajo =w = F x Ax
¢Qué es el trabajo entonces?
El trabajo es la cantidad de energia necesaria para realizar una accion
Por eso es que a muchas personas les da pereza trabajar porque al realizar esas acciones deben gastar
energia.
Viendo esta definicidon podemos decir que para cada accion: hablar, comer, dormir, caminar, jugar,
pestafar, etc... Necesitamos energia, esta energia la sacamos de la comida, vegetales, carnes, frutas,
hojas verdes.

NOTA: El Trabajo que vemos en matematica Basica 2 Es debido a Fuerzas Variables, no
constantes, como aprendemos a calcular en fisica basica.

En basica dos vemos 4 tipos de acciones a analizar:

Trabajo al Bombear agua de un recipiente

Trabajo al mover un Resorte (La ley de Hooke)

Trabajo al levantar un objeto con peso variado

Trabajo cuando se nos da la funcion posicién y se debe integrar

PwnNeR

Estos cuatro casos de acciones que se realizan son los que vemos en nuestro curso de matematica
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Su trabajo es encontrar el diferencial de trabajo, ya sea para cada accién y luego comprender

w=fdw

1. Trabajo Al Bombear Agua De Un Recipiente

10m

Figura No. 56 Ejemplo del bombeo de un
Fluido hacia afuera de un sélido especifico

Figura No. 57 Ejemplo del bombeo de un fluido hacia afuera de un
solido formado al rotar una cierta funcién

En ambas figuras No. 56 y No. 57 Podemos notar como se encontraran esos fluidos al momento de
bombear el agua hacia afuera
¢Como se resuelven?

La entrada para la resolucidn de estos problemas es la densidad del fluido a querer Sacar (p)

. .7 masa
La densidad es la relacién entre la masay volumen p = ——
volumen

Cuidado: Algunos ejercicios vienen con datos distintos en cuanto a sistemas de unidades, vea que esta

Sistemas de medidas
Sistema Distancia | Tiempo Masa Volumen | Densidad
metro
Internacional Segundo | Kilogramo . 9.81 Newton
metro cubico Kg/m~3 N/m~3
(s.1) see) | (Ke) ico | Ke/m™S | segna |y |V
(m*3)
Sistema centimetro
cegesimal | centimetro Se(izn;jo gramo (gr) cubico gr/cm”3 cm?fel A9 Dina Dina/cm”3
CGS g (cmA3) &
. Segundo Pie Cubico A 32.2 . A
Pie (Ft) (seg) slug (Ft3) Slug/Ft"3 ft/segh2 Libra (Lb) | Lb/Ft”3

trabajando con las dimensionales correctas

Algunas veces nos dan el peso especifico como dato (y = gp = Gravedad * Densidad)
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masa

Trabajo = ———— * Volumen * Gravedad * distancia
volun;(e_rll
ilogramo m
Trabajo = it UiliaaE I * M
m

Fuerza = Kilogramo * = Newton

seg?

Trabajo = Newton * m (Joule)
Trabajo = Libras * Pie

Esto es para saber de donde sale la ecuacion:
dw =p * g xdV * xi*
xi* Distancia a la que se debe sacar el diferencial

— 4m —

b
w=pg f xi*(y)dv

10m

Se debe dejar dV en terminos del eje y,sobre
tododeldiferncial dy

Ejemplo: El siguiente tanque estd lleno con agua. Determine el trabajo necesario para que, mediante
bombeo, el agua salga por el tubo de descarga

- 6 pies
8 pies
1 épiesi
(- —
Cono truncado
Resolviendo
y

4

- El andlisis que se hard es sobre la recta (en rojo) y se rotard formando
> (6.8) Coordenando los puntos con los radios R (6 ft), r (3 ft) y h (8 ft)
’ Entonces se Rota la recta para formar el cono truncado

(x,y) Vea que: Como se esta trabajando con el sistema Ingles utilizamos la
Directamente el peso especifico de: 62.5 Lb/ftg

A 4
=

(3.0)
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A 8
m= —i: =3 m = Pendiente de la recta que rota respecto al eje y
8
y—0==(x-3)
8 3 ;
y=gx- 8 despejando x en terminosdey  x = 3V + 3

L
dw = 62.5]? *dV *a donde a = distancia a sacar el diferncial
dw = 62.5 * tx? = dy * (8 — y)
p dv xi
el radio del diferncial del volumen es x

Nota: También se pudo relacionar variables por relacion de tridngulos
2

8 3
w= 62.57Tf (8—y)(§y+3) dy
0

9 4 3 3 9 2
w=62.5ﬂ*<72y—ﬁ —gy +§y)

8
0

w = 62.5m %528 = 33,000t Lb — Ft
w = 103,672.56 Lb — Ft
w = 1.04 * 10> Lb — Ft

2. Trabajo Al Mover Un Resorte (Ley De Hooke)

- ) M Lo que describe la ley de Hooke es que al tener inicialmente un
Resorte cualquiera y aplicarle una carga de masa m el resorte
Mismo opondra una fuerza Fj, de oposicion. Esta misma fuerza
Es proporcional a la elongacion y a la constante propia del resorte

F, =K x Ax
F, = f(x) = kx
Donde: K = Constante propia del resorte
Ax = Elongacién

[ -
[ -

-
"’

ATV
AAAAAAAAL

<
9
—_—
=
x

o

o —
3
Q@

El drea triangular bajo la linea representa el w = TTabajO = Fuerza * Distancia
lI';lh‘d_iV()AI'C;ili%;l:ln whrccll ]'CA\UI’IVC-AL‘U{U]LE!&f\-lC dW — Fk x Ax = kxdx
se estira de x = 0 a un valor méaximo X: x 2
W= ghx? W= f Ckdx = k|2
F, = A
H X1 2 xl
2 2
N X2 X1
Fo= ke /] W=k k=~
|
| iy Esto es lo que se conoce como energia Elastica
|
I
: x, = distancia de punto a calcular menos el tamafio del resorte
o X L x x1 = distancia de punto a calcular menos el tamaio del resorte
=

Figura No. 58 obtenida de la fisica de Zemansky

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia 100



Ejemplo: Suponga que se necesitan 2 Joule de trabajo para estirar un resorte desde su longitud natural

de 30 cm hasta una longitud de 42 cm.

a) ¢Cudnto trabajo se requiere para estirarlo desde 35 hasta 40 cm?
b) ¢Cudnto mds alld de su longitud natural, una fuerza de 30 N mantendrad el resorte estirado?

Resolviendo el inciso a)

1
=—k 2
w > X

el dato dice que se estira de 30 cm a 42 cm entonces la elongacion = 12cm

2

1
2Nm = = k(12 )
m=s* “M =700 cm

Despejando para K

4Nm 2500
9 = entonces k = 5 /m (277.78 N/m)
2 2
625"
2 2
X2 X1
=k——-—k—
) 1 : ’ 1 2500
w = Ek(xz2 —x,%) = 2% 5 ((40cm — 30cm)? — (35¢cm — 30cm)?)
pasar las elongaciones a metro
1250 (1)2 (1)2
=79 |\10/ "\20
=— = 1.042
V=04 J
w = 1.042]

Resolviendo el inciso b)

En teoria solo se nos pide encontrar la elongacién del resorte al aplicar una fuerza de 30 N

¥ Desplazamiento

F = K * X Fuerza aplicada
F b r'y
K~ 3
30N _
2500& =X % 0.107 m
9 m *
0.108m =x
10.8cm = x

Constante elastica

I

280 N/m

Desplazamiento  0.107 m

100 200 300 400

w%n;@ («]

-1 0 1@

(O Gréfico de barras
(O Gréfico de energia
@® Gréfico de fuerza

[ Energia

(@ Fuerza aplicada =)
[ Desplazamiento —»
(& Posicion de equilibrio |
W Valores

Figura No. 59 Comprobando datos con el Software PHET
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3. Trabajo al levantar un objeto con peso variado

Imaginese que esta sacando agua de un pozo con una cubeta y una cuerda, a medida que usted comienza
a subir esa cubeta notara que cada vez que usted da un tirén el peso que esta elevando disminuye. Cada
vez que el peso disminuye el trabajo también lo hace, pero como la fuerza es variable el mismo trabajo
es variable.

Como el Trabajo varia a medida que usted sube la cuerda con el peso de la cubeta su funcidn es
encontrar el trabajo total para subir todo eso de un punto “a” a un punto “b”
e Enalgunas ocasiones el peso de la cuerda varia

e Enalgunas ocasiones el peso de la cubeta u otro objeto que se esté levantando también varia

Su analisis matematico lo tendra que utilizar muchisimo aca saber como encontrar las funciones que
dejen todo en funcién del eje y (eje vertical), sobre todo el peso, lo complicado es encontrar una
funciéon (Fuerza en funcion del eje y = f(y)).

Ejemplo: Un cubo de 10 Kg, con un agujero, se sube desde el suelo hasta una altura de 12 m con rapidez
constante por medio de una soga que pesa 0.8 kg/m. Al principio, el cubo contiene 36 Kg de agua, pero
el agua se sale con rapidez constante y termina de salirse justo cuando el cubo llega a los 12 m de altura.
¢Cudnto trabajo se realizé?

A
mf @
12-y
mi @
y
. >
&D X
v

-Y

Aca el reto esta en dejar la fuerza (gravedad * masa) en términos del eje y

w = fuerza * Distancia masa inicial = masa cubo + masa agua inicial
masa inicial = 10 kg + 36 kg

m(y) = masa inicial + masa de la soga — masa del agua que sale del boquete

m(y) =46 + 0.8(12 —y) — Py

Aqui necesitamos encontrar P, para ello vemos el dato que dice que en la parte final el agua ha
terminado de salirse [m(12) = 10]

10 = 46 + 0.8(12 — 12) — P(12)
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—36

P=—=
—-12

3

Entonces la funcién masa sera:
m(y) =46 + 0.8(12) — 0.8y — 3y
m(y) = 55.6 — 3.8y

Ahora analizando el trabajo diremos que:

La distancia serad un dy (pequeiio diferencial de y)
dw = g *m(y) = dy

dw = 9.81 = (55.6 — 3.8y) = dy

12

w = 9.81 (55.6 — 3.8y)dy

0
1968

w = 9.81 * —~ w = 3861.216 Joules (])

4. Trabajo cuando se nos da la funcion posicion y se debe integrar

Esta parte del trabajo es la mas facil, ya que generalmente se da la funcién
(y = f(x) = funciéon fuerza en terminos de la posiciéon) y lo Unico que se debe hacer es
integrarla con respecto a un diferencial de posiciéon (dx)

Ejemplo: Cuando una particula se encuentra a una distancia x metros del origen, una fuerza de
x3 + 3x Newton actua sobre ella. ¢ Cudnto trabajo se efectua al moverla desde x = 2 hasta x = 5?

w = Fuerza * Distancia
Como la fuerza esta en terminos de x podemos decir:
dw = (x3 + 3x) dx

5 735
sz (x3+3x)dx=TN*m
2

w = 183.75]
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Ejercicios Resueltos

1. Encuentre el drea encerrada por las funciones: y = x3 + 2;y = 0; x = 1; x = 3 por
suma de Riemann

f(x) =x"+2
a=1 b=3
i .3 3—1 2
fO") =x""+2 Ax = =
) 20 n+2i
xif=a+iAx=1+—= :
n n x=1 xX=3
, h+2i
X = t
n &
n .
. —] y=0
A=lim ) f(x;")Ax s S
n n n . 3
_ i ) .3 2 _ n+ 2i 2
A=lim > f(x; )Ax=rllgngoz(xi +2)*ﬁ=rlll—l>§o ( - ) +2)x~
i=1 i=1 i=1

2 = <3n3 + 6n2i 4+ 12ni? + 8i3
n3

) Debemos utilizar propiedades de series

= lim —z 3n% + lim —Z 6n2%i + lim —2 12ni? + lim —Z 8i3
n—oo n4 n—oo n4' n—oo Tl4 n—oo n4

2 1 4 16 _
A=1lim— ) 34 lim— ) i+ lim — ) i?+ lim— ) i3
n—-oon n—oo nZ n—oo n3 n—oo n4'
i=1 i=1 i=1
2 12n(n+ 1) 24 n(n+1)@2n+ 1) . 16n?(n+ 1)?
lim —*3n+ lim ————+ lim — % + lim ———
n+1 4n+1)2n+1 4in+1
A=lim6+1im—( )+i ( ) ) lim —( )
n—oo n—-oo n n—oo n2 n—>oo le
. 6n+6 . 8n?+12n+4  4n®+8n+4
A =6+ lim + lim + lim
n—oo n n—oo nZ n—oo nZ

A=6+6+8+4

A = 24 u? (Unidades Cuadradas)
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1—cos(x)
1+cos(x)
f 1 — cos(x) = J‘ 1—cos(x) 1-cos(x) dx f (1 - cos(x))z -

1+ cos(o) X = - 1 — cos2(x)

2. Resuelva la siguiente integral f

1+ cos(x) 1—cos(x) B
_ 2 2
f 1 — 2cos(x) + cos“(x) dx = f 1+ cos?(x) e — 2] cos(x) p

sen?(x) sen?(x) sen?(x)

sen?(x) + cos?(x) + cos?(x) cos(x)

[ e [0 4
sen?(x) sen?(x)

sen?(x) + 2cos?(x cos(x 2c0s?(x cos(x

[Er@siose), (o), [y 2000, ),
sen?(x) sen?(x) sen?(x) sen?(x)
Resolviendo por aparte:
. 2 2 d(cotx) 2

Sabiendo que: 1 + cot“(x) = csc?(x) y que ——— = —csc?(x)

f i+ 2co0s?(x)

— 2 — 2(v) _
sen?() dx-x+2fcot (x)dx X+2fcsc x) -1

X+ 2(—cotx — x) = —2cotx — x

Resolviendo por aparte:

Zf cos(x) 4 it 4 _ ) . du
sen?(x) x sustituyendo u = sen(x) entonces I cos(x)

cos(x) du du -2 -2
! d!

* = =
u? cos(x)

w2 u  sen(x)

Uniendo ambas integrales

fl—cos(x) _ oot p
1+ cos(x) = cotr—x sen(x)

x2

3. Encuentre el drea encerrada porlacurva:y =x*e™*"; y=0;

x = valor critico del primer cuadrante

2
y=x%xe ¥

y = e ™ 4 xx —2xe™*
y =e X —2x2e™ = ¢=**(1 = 2x2)  y = 0para puntos criticos
e (1-2x?) =0
1
= x? entonces x =+— pero es el primer cuadrante, entonces x =

V2

N
= =
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X

Vista Algebraica » Vista Grafica

Funcién h
- @ f(x):xe”‘z 05
Recta
® g:y=0 S
® h:x=0.71 04
03 S
y=x/xe *
. 1
0.1 o 02 03 ax 05 0.6 0. x ll-E: -
=01 ﬁ
1
V2 .2
A =f x*xe ™ dx
0
Resolviendo por aparte:
2 5 du du
X *e dx u=-—x — = —-2x entonces —— = dx
dx —2x
Sustituyendo
J u du _1 ud 1 u 1 _xz
x¥et—=—|e%du= ——et* =——e¢
—2x 2 2 2
Entonces:
Y " 1
V2 .2 2 5
A=j xxe X dx=——e* V2
0 2 0

A= _%[e—%)z _] _ _1[ -(#) _‘ _ et - _l[i_ 1‘

2
A = 0.196734 u? (Unidades Cuadradas)

4. La base de S es la regidén encerrada por la pardbola y =2 — x? y el eje x. Las secciones

transversales perpendiculares al eje y son cuarto de circulo.
z
AN

----------
---------
------
.....

2
r=x+x=2x dv = Area Transversal * Altura = Tdy

2
2,7 - 4m(2 -
N . ) g4y - 7T(4 " 4

r=2,2—-y
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dv =n(2 — y)dy

v=fdv

2
v=ﬂf (2 —y)dy
0

v—n<2y—y—2> 2
- 2) 0

2
v=ﬂl2(2)—2?l
v =21

5. El siguiente tanque contiene agua en su totalidad. Determine el trabajo necesario para que,
mediante bombero, el agua salga por el tubo de descarga.

12pies—

Resolviendo

Una vez ingresado el diferencial de volumen (lo de rosado) procedemos a relacionar el ancho
conlaaltura b(h) = f(h) estoen laparte del area transversal

12 Ft
I Por relacion de triangulos decimos:

b h
—_ 5o entonces b = 2h
]

dV = largo * ancho * alto

L -
h:I:EFt Z dV = b * 10 * dh

/ dV = 20h dh
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dw=px*g*dV xa dondea = distancia del diferencial a la salida

dw = pg * 20h dh x (6 — h)

dw = 20pg * h(6 — h) dh

Como estamos trabajando con el sistema ingles debe recordar que: pg = 62.5 Lb/Ft3
6

w = 20pgf h(6 — h) dh = 20pg * 36 = 720pg = 720 * 62.5
0

w = 45,000 Lb — Ft
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Reflexiones De La Matematica

i-% No manches wey --—~ '
,comoivan a ser lo mismo?

No siempre es lo que parece

-Cuando te das cuenta de que las
matematicas sirven para algo.

.
.

* Y
EN CLASE,DE MATEMATICAS. .

WU GENERARNE

Debe Leer antes de cada clase para comprender mejor  Con ella nos facilitamos la vida

fix) =sqrt (1
g (x) = arcos |

r‘, ’ I

(1x] - 1)*2)
1 - |x]) - Pi

" @aprobandomates

<1

ASIDE TEORIA

La teoria Es Fundamental Aca

D YO EN'CLASE/DE MATEMATICAS,
yTX ? :

}’\

\

J A\
b <l N t
~ _/QUIERO/A'MI.MAMA. &=
b S 1LA_J [ Emes.con

Se encuentran Presentes Siempre

cuando te das cuenta de
aue erivaste respecto

e Xy tenias que derivar y

Marian Lua

Lea bien el
Enunciado
antes de
trabajar

J
o

El par

hechos en clase

No se atenga con lo
poco que se ve en
clase

ial sera como los ejercicios
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La Matematica Es Un lenguaje que Rige las ciencias

—Traje dos calculadoras

La Seguridad En Los Calculos

Il

+ 4 + 30
Y +8+8 = 20
S-wiw-9

sm( ) —
L. 53 d&=?

Se puede ensefiar de muchas formas

Cuando te enseian
derivadas y integrales
al mismo tiempo

a(f(x))= 1.

La Aplicamos incluso en la comida Debe ir un paso a la vez

Cuando eres el genio en
matemdticas, le ensefias a tu amigo
y este gana la materia y tu no.

No entrenaba a un compaiiero...
Estaba entrenandoja
mi reemplazo... -

Debemos apoyar a quien lo necesite

Cuando usas integracion por partes y

te sale otra vez la misma integral Ve
J MUCHOGUSTO, |
UN AMIGO MAS. |

'¢SILOS CIENPIES

TIENEH 100 PIES

lﬂS PIOIOS TIENES
3.1416/010S>.

A veces No se obtiene lo que se espera

) Luis Miguel Donis » Ingenieria
USAC

1-Q

3 PARCIALE

% Luis Miguel Donis »> Ingenieria
USAC

donde puedo ver los temas que se estudian en
matematica basica 1? o un examen en su
defecto. quiero aventarme el examen por
suficiencia aly, y si, estoy loco

Cual ingenier@ es mejor para sacar
matematica basica en vacas? v

[b Me gusta

=% 20

C) Comentar

Con la matematica hacemos amistades

SPVES

ﬁ> Compartir

No se deben realizar malas relaciones

Por eso repruebo &

f ATANE R T v
Porque reprobaste
matematicas?

L ]
Es que soy un tipo tranquilo

Y eso que?

Que no me gustan
los problemas

La humildad vale mucho en la matematica y el compartir el conocimiento.
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UNIVERSIDAD DE SAN CARLOS DE GUATEMALA

CENTRO UNIVERSITARIO DE OCCIDENTE
DIVISION DE CIENCIAS DE LA INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Introduccion

» USAC

" TRICENTENARIA

Universidad de San Carlos de Guabsmals

El estudiante cuando lleva un curso de matematica no comprende exactamente como poder reflejar lo
aprendido en la vida real o como es que se aplica en un momento dado, esto mismo es debido a la falta
de experimentacién y ejecucién de simulaciones en un software.

Por eso el interés en el laboratorio de la matematica basica 2 es hacer que comprenda bien la parte de
la aplicacidn y para ello en este documento se deja establecido las practicas a realizar en el Laboratorio
en el transcurso del semestre, dejando establecidas fechas y descripciones para que el estudiante esté
preparado y pueda tener tiempo de alistar sus materiales.

Link De Descarga para GeoGebra

https://www.geogebra.org/download?lang=es

Tabla De Practicas A Realizar

Practicas Por Computadora

No. Tema Sub Tema Practica Descripcion Fecha
Gréfica de poligonos,
. . Con los programas
ecuaciones, Desigualdades, .
- . . Microsoft
- , . grafica de funciones, limite .
Repaso matematica basica 1, S Mathematics,
., , , | de una funcidn, limites
1 Limites Introduccién al calculo a través trigonometricos GeoGebray Maple 18 Martes
de Limites y Aplicaciones de los 8 - . se hara el anélisis de 14/08/2018
. continuidad, limites infinitos,
limites . P , cadatemay
limites al infinito, La derivada .,
. resolucion de
como limite y reglas de .
. ejercicios
derivacién.
Con los programas
Derivadas Generales (regla Microsoft
de la cadena, derivacién Mathematics,
. L implicita, derivadas GeoGebray Maple 18 Jueves
2 | Derivadas Aplicaciones . , s
P logaritmicas), razones de se hard el analisis de 20/09/2018
cambio, optimizacidn, trazo |cadatemay
de gréficas. resolucién de
ejercicios
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https://www.geogebra.org/download?lang=es

Con el programa
Maple_18 se
generaran series para
la resolucidn de los
problemas de area, se

La suma de Riemann, resolveran paso a paso
integrales definidas, integrales indefinidas, Martes
3 | Int | T Aplicaci int les indefinid I 2
ntegrales eoremas y Aplicaciones integrales indefinidas, regla | se generaran 15/10/2018

de la sustitucion, area entre |volumenes al

curvas, volimenes y trabajo | momento de rotar una
funcién respecto a un
eje, se planteardn
integrales definidas de
area y trabajo para
resolver

TGS HETEMENSS VETEN AV

D el A @A N e
% » v

Grafica en 2 Dimensiones Grafica en 3 Dimensiones Dibujo de Poligonos irregulares a través de
Puntos coordenados y de segmentos

Construccién De Poligonos (GeoGebra)

€7 GeoGebra Classic 5
Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

DR RSCl 5N
1. Primero ingresamos o coordenamos los puntos en el espacio.

2. Luego nos vamos a Poligono [
3. Se arma el Poligono de punto a punto a través de segmentos, como es poligono cerrado se debe dar

click incluso en el punto de inicio de donde inicio.
4. El programa nos entre areas y también nos da distancias de segmentos

¢Qué Podemos Hacer en GeoGebra?
e Lineas (Naturales, Paralelas, Perpendiculares, Mediatriz, Bisectriz, Tangentes y Ajuste Lineales.)

e

e Poligonos (Poligono, Poligono Regular, Poligono Rigido y Poligono vectorial) :j

]
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Circunferencias (Circunferencia, Circunferencia (Centro, Punto), Compas, Circunferencia por Tres
Puntos, Semicircunferencia, Arco de Circunferencia, Arco de tres puntos, Sector Circular, Sector de
Tres Puntos)  (+)

Elipse (Elipse, Hipérbola, Parabola, Cdnica por cinco puntos (Crea hipérbolas con 5 puntos)) O

Angulo (Angulo, Angulo dada su amplitud, Distancia o longitud, Area, Pendiente, Lista, Relacién,
Inspeccién de funciones) é"

Texto
Hoja De Calculo (Trabajar como Excel)

Ecuaciones
1. No me interesa la vista Algebraica y la Vista grafica
2. Nos vamos a vista + Calculo simbdlico
3. En la barra de entrada ingresamos la ecuacion, recuerde activar el teclado ahi mismo en vista
4. Luego que hemos ingresado la ecuacién le damos click en conservar la entrada
(Nos sirve para ver que ingresamos correctamente la ecuacién)
5. Le damos Click sobre la ecuacion obtenida al conservarla y nos vamos a Resuelve | x=
6. Inmediatamente en la seccién 2 o la siguiente nos tira el valor de x (También se puede con otras
variables)

» Calculo Simbolico (CAS)

Ejemp/o ((x+3IW2x" 2+ 1 1-10) (X" 2))-((2%" 3+25" 2-1 0x ) (x" 2 +4x))=0
1
) 2x24+11x—10 2x?4+2x* —10x
v (x+3)- 2 — 2+ ax =0

(X+3) (2 +11x-10)/82- (25 + 22 -10x) /(@ + 4x) = 0
Resuelve: {x = 0.78}

Sistema de ecuaciones

1. Se debe trabajar con las llaves para que el programa nos reconozca el lenguaje como sistema de
ecuaciones

2. Se habilita el teclado virtual, luego se va a la tecla Ship+ la tecla {

3. Nuevamente click en conservar la entrada v

4. Click sobre la ecuacion obtenida al conservarla y nos vamos a resuelve  =x

5. De inmediato apareceran las soluciones del sistema.

Ejemp/o: Resolver el sistema de ecuaciones y compruebe su solucién. 5 | (x-3y=2,2x+3y-z=14,x+4y-32=T7)
2x—3y=2 v {2x—3y=2,2x43y—z=U,x+4y—-3z2=7}
2x+3y—2= 14 {2x-3y=2 2x+3y-z=14,x+4y-3z=T}
4
a— 23 12 12
x+4y_32_7 Resuelve {{x:?,y:?,Z:?}}

Ecuacidn con Radicales
1. Se puede ingresar el signo del radical de dos maneras, o por la calculadora virtual o por el comando
sqrt (raices cuadradas)
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2. Se introduce la ecuacién indicada, donde los valores dentro del radical van en paréntesis.
3. Se conserva laentrada v~

4. Click en resuelve |=x sqrt(22x)+sqrt(13x-7)=10

v V22x 4+ /13x—7 =10

Ejemplo Resolver la siguiente ecuacién con radicales. Sart(22x) + sqrt(13x - 7) = 10
-— —3 3
V22x+V13x -7 =10 ﬁ 20 /37T 4 3437
Resuelve X = 81

NOTA: Si necesita una ecuaciéon con un indice de raiz distinto, lo que debe hacer es introducirlo con
parentesis (2+1)(113) sqrt(x)=0

C@x+1)—vx=0

(@x+ 11/3)-sqitx) = 0
Resuelve. {x = 4.86}

Valor Absoluto

1. Cuando trabajamos con valor absoluto ingresamos el comando abs(la ecuacion)
2. Los mismos pasos, al ingresar la ecuacion se le da click en conserva la entrada
3. Click en la ecuacién conservada  +

4. Click en resuelve  =x

abs(3x"2+18x-5)=17

Ejemplo: s Bx"4+18x—5]=17

abs(3x*+ 18x-5)=17

2
—71v3i—1v 7vV3i—9
Resuelve {X: +,x:,\/g,3,x:\/g,3,x: \/; }

Desigualdades
1. Si es racional se debe ingresar por paréntesis el numerador y el denominador
2. Para introducir los signos de desigualdad se debe ir a |a tabla virtual

lesc|| 1 [|@)[ 2 | $ (% | A [ & * | ([ )] _|[+]<

i [o|WIE|RIT|[Y U] I]ofP|{]+]

¢|Al[s|pl[F]eln] J]K]L]:] "]

LzIx[clviBNIM[<|> 2] <[+ - Acad se busca los signos de desigualdad
@w = [|ala

L1 €]2 [al)vB]egn) |~

3. Si es menor < no hay problema al igual que mayor >. Pero si es mayor igual 2 o menor igual < lo
ingresamos de esta manera:

(menorigual <=) (mayor igual >=)

4. Se ingresa la desigualdad

5.Se conserva la entrada  +

6. Se resuelve |=x
(12%A7)(12x+16)<=—11

Ejemplo: Resuelva la siguiente inecuacién y compruebe su solucién: 12x—17 1
To12x+16
12x — 17
—_< 11 (12x-17)/ (12x + 16) = -11
12x + 16 2

4 53
Resuelve {— 3 <x< — E}
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Funciones
— Para el trazo de las graficas solo debemos ingresar

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Ias func'ones en el puntO de entrada con su respectlva
‘ A D004 N variable.

} Vista Algebraic b Vista Grafica

X . .
: Nos auxiliamos bastante del teclado virtual

<Ir

5 + Vista Algebraica M|+ vista Grafica
4 Funcign F

8 f(x) = x
3

2—a
1

-4 -5 2 -l 123 4 5 6 7T 8 9 1011213 M 151517 18 19 N M L] A B BN A

Entrada

0
1
2
3
-4
5
5
7
8

Entrada:

Enlrada. -x"2+4

Funcion Por Partes
Se puede hacer de varias maneras. La primera manera es:

Entrada: | a ¢ O
Funcion( <Lista de nimeros=> )

Funcién({ <Funcién=, <Valor inicial=, <Valor final= )
Funcidn{ <Expresion=, <Parametro 1=, <Valor inicial=, <Valor final=, <Parametro 2=, <\alor inicial=, <Valor final= )

La segunda manera es la mas exacta para las graficas por partes:

Utilizando el comando “Si” que va a aceptar 3 argumentos.

1. La primera es una condicién

2. El comportamiento si la condicion se cumple

3. Como se comporta la funcién en caso de que no se cumpla la condicién (Opcional)

} Vista Algebraica = B | » Vista Grafica X
Funcién

o) = { ) ok il La grafica morada es con las dos condiciones
La grafica azul es con las 3 condiciones

Lo gx) =x3 (-3<x<2)

ET) B 5 N 2‘/ 2 4 3 8
-2

< >
Entrada

Tabla De Valores Numéricos A Través De Una Funcion
1. En la entrada ingresamos la funcién

2. Activamos la hoja de célculo (Parecida a excel) ~ Hoja de Calculo

3. En la fila A se ingresa x, pero de la forma “x” AN 1 EE G S~ B

4. En la parte del Rango se ingresa "f(x)=" +f A B |
X f)=3x - x

5. Si se quisiera la derivada se ingresa “f'(x)="+(Derivada(f)) ) -
6. Dependiendo del salto de ploteo coléquelo como si estuviera programando |3 [a2+0q |
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7. Luego arrastre toda la fila hasta donde quiera plotear
8. Para el rango solo ingresa =f(A2) y lo arrastra hasta donde quiera el ploteo

9. Para la derivada se coloca =f’(A2) ~ Hoja de Célculo
AL
» Vista Algebraica X A B c
H . . 1 flx)=3x-x fix)=9x-1
Ejemplo: - Funcién o s 370 224
Y f(x) =3x3—x 3 45 -268.88 181.25
4 -4 -188 143
5 35| 12512 109.25
6 3 78 80
2 7 -25 -44.37 55.25
i 8 -2 -22 35
9 -1.5 -8.62 19.25
3 10 -1 -2 8
11 -0.5 013 1.25
12 1} 0 -1
1 13 0.5 -0.12 1.25
14 1 2 8
] 3 i ] ] 15 1.5 8.63 19.25
16 2 22 35
17 25 44.38 55.25
18 3 78 80
19 3.5 125.13 109.25
20 4 188 143
. . 21 4.5 268.88 181.25
Graficas Animadas 22 5| a0 224
Se pueden crear graficas en donde se vea el trazo animado de las funciones
e Graficas que se repita el trazo de la funcidon
[ 4 ca 2
Entrada’ gra| a: O

Grado( <Polinomio= )
GraficaAnimada( <Funcion= )

GraficaAnimada( <Funcion=, <Repite (frueffalse)= )
GraficoEscalonado( <Lista de puntos=)
GraficoEscalonado( <Lista de puntos=, <Caonectados o no (trueffalse)= )

En repite solo se coloca true para que se repisa y false si se quiere que se trace 1 sola ves

e Para modificar la velocidad del trazo de |a grafica se le da doble click en la linea de ay se
modifica lo que sea necesario. ' e % |2 Vista Gréfica

Funcién f
e f(x) =xX—4x4+3, (

®
"

.

- Namero
~® a=1

\2/3 4
-1

Grafica Mediante La Tabla De Valores

1. Abrimos la hoja de calculo

2. En la fila donde estaran los valores de x escribimos en la celda A2 “x” y en la B2 “y”

3. Ingresamos los valores o coordenadas tanto en x como eny

4. Marcamos todos los valores ingresados con click izquierdo y luego presionamos click derecho y
buscamos crea. Luego en Lista de puntos (Esto para que se coordenen directamente en la gréfica) - la

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia 116



ventaja de esto es que: al modificar el punto en la hoja de calculo inmediatamente se le modificara en
la gréfica
5. Para unir esos puntos por grafica podemos hacer:
e Enla entrada escribir Entrada: [<Lista de puntos>] Entrada: (AB.C.D)
De esta manera se iran uniendo los puntos con aproximaciones
Ejemplo: :

Frirzl

La segunda forma sirve para obtener un polinomio de determinado grado deseado

1. Luego de tener los puntos coordenados en la grafica mediante a la hoja de calculo, en la entrada
ingresar

2. En lista de puntos se ingresan los puntos: Entrada: (A,B,C,D, 2)

Entrada: (NN EN Iy {5, <Grado del polinomio>)

Nota: Acd no necesariamente coincidiran los puntos con la funcién)

Interseccidon De Dos Funciones, Extremos Y Raices.
Nos sirve para la interseccion de dos funciones, ya sea entre ellas o la interseccion con los ejes x/y

1 .A Punto
r -\
.A\ Punto en objeto

f Limitar/liberar punto . . ., . , P
I > Lo que nos sirve. Solo click en la funcién y click en donde se hara el analisis

| >( Interseccidon

*  Medio o Centro

o Nimero complejo/y
N Extremos

A Raices " Interseccién de la funcidn con el eje x

Para encontrar maximos y minimos

Limites . :
» Vista Algebraica
- Funcion
. . . ., 2_1
1. Debe ingresar primero la forma algebraica de la funcién, como f(x)= ... e () =
2. Una vez ingresada la funcidn se coloca:
Entrada: (f(x), 1)

Eso se hace para no estar ingresando la funcion

Auxiliar: Brayan Miguel Veldsquez Garcia 117



3. Se puede evaluar por la izquierda, por la derecha o directamente el limite

Continuidad
Se pueden ingresar funciones por partes para que el programa encuentre si es continua en algun
punto.

Archvvo Edita Vista Opciones Hemamientas Veniana Ayuda

i P 213 [o) () P BN (2B
1. Primero se ingresa un deslizador e = P———
(minimo y maximo es de donde a donde oscilara Ll R
El valor de a) r—
Incremento es que tan sensible sera el valor de incremento i > = etz 10001

OK Cancela

2. Generalmente se deja de esta menera el deslizador o lo puede cambiar

3. Ingresa la funcidn de ambas partes separadas por una coma haciendo
gue se unan

Ejemplo: Determine el valor de a de tal manera que la funcion sea continua en 2

ax + 1 Six <?2
a’?—x*>+x six>2

» Vista Algebraica | » vista Grafica
Funcién &

I
.f(x):{lx+l ix<2

Entrada: f(x)=S (™1l (4145, <Entonces>, <Si no>) 12 —x' +x :en caso contrario 5

Ndmero
®a=1 +

* Vista Algebraica % | » Vista Grafica
Funcién
‘ x41 x<2
®f(x) = ¢
) | (-1)* —x? 4 x :encaso contrario .
Nimero
®a=4

-3

Esto consiste en mover el deslizador a modo que se toquen (en el ejemplo a=-1)
Rectas tangentes a una funcion

1. Introduzca la funcion

2. Introduzca las coordenadas del punto donde pasa la recta tangente

(Si el punto pertenece a la funcién, introduzca las mismas coordenadas del punto) ”
3. Busque la 4ta pestafia donde se encuentran rectas a una curva. Buscamos la recta tangente r"@..;..
4. Click en el punto + Click en la funcién

5. De una vez le dara la ecuacidn de la recta tangente
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Formulario Matematica Basica 2

Limites
Limites Limites Al Infinito Limites Infinitos
limf(x) =L siysélosi limf(x)=L= lim_ (Asintotas Horizontales) (Asintotas Verticales)
X—a X—a x—a
lim f(x) =L o lim f(x)=1L limf(x) = o
X—>00 1 x—>;oo x—a
lim==20 lim ==0
X—00 X X—>—00 X
Continuidad Definicién Precisa Limites Trigonométricos Otras Identidades
. senx } 1
Una funcién f es continua sea f una funcioén definida sobre llrré x =1 llrré(l +x)xr=e
X— X—
X
en un ndmero x=a si un Intervalo (a,o0). Entonces lim —=1 lim (1 + 1) =e
x—0 Ssenx X—00 X
a es parte del Dominio  limf(x) =L lim 2225 _ lim <= =1
xX—a x-0 X x—-0 x—l
limf(x) = Existe significa que para toda €> 0 lim— =1
x—-a x—0 In(x)
limf(x) = f(a) existe un correspondiente nimero N tal que
X—a
Six > N, entonces |f(x) — L| <€
Derivadas
Definicidn La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) es la recta que pasa por P con pendiente
m = lim w Para la exactitud hacemos que x —a = h y como x = a entonces h = 0
xX—=a -
, 1. flath)—f(a)
f (@) = Jim L0
Identidades De Derivacién
1. —x" =nx™1 6.itan(x) = sec?(x) 11.icot(x) = —csc?(x) IS.iLn(x) =l
ddx c(lix gx céx X
2. —sen(x) = cos(x) 7.—csc(x) = —csc(x) x cot(x) 12.—a* = a*Ln(a) 16.—C =0
dx déc dzlc déc
3. —cos(x) = —sen(x 8.—sec(x) = sec(x) * tan(x 13.—log,(x) = 17.—e* = ¢e*
S sen (1) = 9 cosI () = ——— 14 tan1 ()
——sen " (x) = — —cos (X)) = —— ——tan""(x) =
dx V1 —x? dx V1 —x2 dx 1+ x?
d d 1
5—cot™1(x) = ——— 10.—sec™1(x) = ——
dx ) 14 x?2 dx ) xWx2 —1
Regla Del Producto Regla Del Cociente
d d
d d d d [f)] 90 * 7 f () = f) 7 9(x)
— ) xgx)]=gx)*—7fx)+ f(x)*x5—gx - =
Regla de la cadena Optimizacion Método De Newton Raphson
DL, @) fx =0
— = % — = = =
dx du dx dy x y x e .
2 g Yy _ _ Xn) __ Xn
Pasos Para El Trazo de Graficas = 0 para encontrar x Xpa1 = Xp — df;xﬂ) =Xn T 70
1- Dominio que haga el valor maximo o minimo
2- Interseccion
3- Simetria
4- Asintotas

5- Intervalos donde es Creciente/Decreciente
6- Valores Maximos/Minimos

7- Concavidad

8- Trazar la grafica
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Integrales

Antiderivadas La Suma De Riemann
n
Identidades Identidades b —Qa
Antiderivada F(x) | Funcion f(x) Antiderivada F(x) ‘ Funcion f(x) llm f(xl*)Ax Ax = xi* =Qa -|— le
n—oo n
cf (x) cF(x) sec?(x) tan(x) i=1
flx) +gx) F(x) + G(x) sec(x) * tan(x) sec(x) = - i - .
e ! Z c =cn donde c es una constante Z c*ai =c¢ Z ai
x" (n#1) il T2 sen”tx i=1 i=1 i=1
1 1
M In(x) TixZ tan—x = 2 =
Zaiibizzm + Zbi
e* e* cosh(x) senh (x) = — =
cos(x) sen(x) senh (x) —cosh(x)
o nn+1) O, nn+D@n+1) o, ni(n+1)?
sen (x) —cos(x) In(x) xln(x) — x Z L= 2 Z = 6 Z = 2

El Problema De la Distancia

n
d = lim Zf(ti*)At; f(t) = funcion velocidad
n—oo

i=1

i=1 i=1

=1

i.4 _nn+1)(6n° +9? +n+1)
b 30

i=1

Teorema Fundamental Del Calculo

Teorema fundamental del calculo, parte 1
funcidn g definida por

gt = |" 1) dt
es continua sobre [a, b] y derivable sobre (a, b), y g'(x) = f(x).

Tabla Integrales Indefinidas

l cflx)dy = ¢ l Jlx)dx

[. kdx=Fkx + C

Sntl

...H e +c % 1)
l x"dx P (n )
[{Jjn’.\' =e" + C

[sen xdv = —cosx + C

sec’ydy = tanxy + C

l secxtanxdy = secx + C

l - dy = tan~'x + C
Joxt 41

' senhx dx = coshx + C

Bombeo de Agua

b
w= ng xi*dV  donde xi*(y); dV(y)

a

xi*(y) = distancia a sacar el dif erencial

Si f es continua sobre [a, b]. entonces la

Teorema fundamental del calculo, parte 2 Si fes continua sobre [a, b], entonces

a<x<b (") dx = FB) = Fla)

donde F es una antiderivada de f: es decir, una funcién tal que F' =f.
Area Entre Curvas

[ L7 + g dx = [ ) dx + [ g dx

b
A= f () — g(o)ldx

d
A= f F&) - goldy

. e _ Volumenes
| a*dx = Método de discos

J Ina
V= Trfb[f(x)]zdx

Pl
l L= In|x|+ C

b
V=mn (R(y))z dy

| cos xdx = senx + C

l‘ ese’ydy = —cotx + C b d

" ver [ [0e) -(e) e v=r [ ®ko?-roriay

| cscxcotxydy = —cscex + C ¢ ¢
Método de Cascarones Cilindricos

I —— dy = sen~'x + C b

Jor=+
dV = 2nrh dr V= ZEJ x f(x)dx

a

| coshxdx = senhx + C
J

Trabajo
w = fuerza * Distancia

Ley De Hooke Trabajo de una Fuerza Variable

x 2 x 2 b
2 1
F=KAx ;w=k——-k— w=JF(x)dx
2 2 a
F(x) = Fuerza en terminos de la posiciéon
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Matematica Intermedia 1

Vectores Y Geometria Del Espacio

Contenido Matematica Intermedia 1 (Mate 3 y Mate 4)

Tecnicas De Integracién Eeliationes Pird matiicas Coordenadas Polares  Sucesiones Y Series Infinitas Integrales Impropias Matrices
(Integrales Propias)
g
-Sistema Tridimensional de corrdenadas
-Definicion *Frmula de distancia en 3 Dimensiones
Definicion -Definicion -Sucesiones -Impropia Tipo 1 *Ecuacion de una esfera con centro C(h,k,I)
-Integracién por partes Graficas -Curvas Polares *Convergencia *Convergente ~Vectores
-Integrales Trigonométricas Célculo Con curvas parametricas - Simetrfa *Divergencia *Divergente *Combinacion De Vectores (Suma de vectores)
-Sustitucién Trigonometrica - Graficacion De polares *Creciente -Impropia Tipo 2 * Definicion De Multiplicacion Por Un Escalar
-Integracion de fracciones parciales *Decreciente *Convergente *Componentes o
*Acotada Por Arriba *Divergente * Longitud Del Vector Bidimensional
*Acotada Por Abajo -Teorema De Comparacion *Longitud Del Vector Tridimensional
-Series R *Vectores Unitarios
icaci *Suma de la serie (s -Aplicaciones
Aplicaciones Aplicaciones AplcE o *Serie mmosmq_nmﬁ v *Diagramas de Cuerpo Libre (Fisica)
*|a Prueba de la - Tipos de matrices -Producto Punto
Divergencia - Algebra matricial *Angulos Y Cosenos Directores
e *Series De Potencia - Suma y resta v*ﬂsﬁmgm_ga
Nyl *Serie De Taylor -Producto Cruz
e it ot et | | TSN
. J 5 - orque
*Longitud De Arco H_u%@_ga de arco (Integrales) -Longitud De Arco - Inversa de una matriz cuadrada -Ecuaciones De Rectas Y Planos
*Area Superficial Area De Una Superficie(Integrale . - Determinantes -Cilibros Y Superficies Cuadraticas (Trazo en 3D)
(De una funcién que rota) Aplicaciones -Inversa de una matriz mediante determinantes *Elipsoide
*Fuerza y Presion Hidrostatica - Regla de Cramer *Paraboloide Eliptico
*Paraboloide Hiperbolico
-Polinomio De Taylor *Cono
-Polinomio De Maclaurin *Hiperboloide De Dos Hojas
*APLICACIONES DE SUPERFICIES
CUADRICAS
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Este manual intenta explicar los temas de
la matematica basica 2 de una manera
simple, concreta y con un lenguaje mas
comun haciéndolo parecer como si un
docente particular estuviera dandole
clases privadas, ademas que dentro de el
mismo manual encontrara ejercicios re-
sueltos por cada tema para una mejor
comprension. Dicho lo anterior debo re-
calcar en esta parte que el motivo de este
Manual no es el de sustituir a un libro de
Calculo utilizado en ingenieria sino mas
bien el de reforzar la enseflanza que
estos mismos libros ofrecen, servir como
un material de apoyo para el estudiante
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