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PROLOGO

En mi experiencia durante el tiempo como docente titular del drea de matematicas de
la Divisién de Ciencias de la Ingenieria del Centro Universitario de Occidente, he
observado que muchos estudiantes y auxiliares se enfocan solo en cumplir con sus
obligaciones académicas, dejando de lado la oportunidad de plasmar sus conocimientos
y experiencias en textos como el que ha desarrollado Brayan Veldsquez con "Hablemos

de Matematica Intermedia 1".

Considero importante contar con materiales locales que se ajusten a nuestra realidad,
ya que los textos extranjeros muchas veces presentan ejemplos que no reflejan nuestra
vida cotidiana. Aprecio el interés de Brayan por ofrecer explicaciones claras y concisas, y
por incluir ejemplos practicos que van de lo sencillo a lo complejo, preparando asi a los

estudiantes para sus exdmenes y para su desarrollo profesional en matematicas.

Celebro su dedicacidn al crear este recurso accesible y gratuito, que estoy seguro sera
de gran ayuda para la formacién de futuros ingenieros. Espero que quienes lo utilicen

reconozcan el valor de este esfuerzo y aprovechen al maximo su contenido.

Division de Ciencias de la Ingeniéria
CUNOC-USAC

Ing. Brayan Veldsquez a



INTRODUCCION

La matematica es el Unico lenguaje certero para predecir fendmenos naturales. Hoy en dia se utiliza

para saber si una casa resistira bajo ciertas cargas, si un cohete de masa dada podra escapar de la drbita
con una curvatura, si triplicando el salario de trabajadores de una empresa cuadriplicara las ganancias o
generard pérdida, entre otras profecias. El primero en hacer una profecia certera fue Edmund Halley
(matematico y astrénomo), quien se auxilié de observaciones pasadas sobre cometas, Halley fue el
primero en descubrir que el cometa de 1531, 1607 y 1682 era el mismo cometa que regresaba cada 76
anos a través de una trayectoria eliptica. No solo predijo la fecha de avistamiento, sino que predijo su
trayectoria, utilizando la ley universal gravitacional de Isaac Newton.

La matematica es el lenguaje que une o enlaza generaciones de cientificos. No distingue fronteras, razas,
ni creencias. Tan solo requiere del deseo de aprender y mejorar dia con dia.

El ingeniero(a) es aquella persona profesional que en base a sus conocimientos cientificos aplica su
ingenio para mejorar la calidad de vida de la sociedad, a través de la invencion de la tecnologia en todos
sus campos. Hacer tecnologia es aplicar conocimientos cientificos y para obtener conocimientos
cientificos se necesita estudiar fisica, quimica, estadistica entre otras ciencias que a su vez se expresan
a través del lenguaje matematico.

En el lenguaje matematico se debe aprender un tema importante llamado célculo. La introduccién al
calculo es el tema de limites para luego aterrizar en el tema de derivadas, lo cual se refiere a calculo
diferencial. Posterior a ello se ingresa a un tema llamado calculo integral qué no es mas que la suma de
infinitos diferenciales. En la matematica Basica 2 se aprende integral definida, integral indefinida y el
método de sustitucion para la resolucién de integrales. Por ultimo, se aprende las aplicaciones de la
integral que son: areas, volimenes y se le denomina calculo integral.

El contenido de este texto se enfoca en la Matematica Intermedia 1, para ampliar los conocimientos de
calculo, dandole seguimiento a la matematica Basica 2, donde se introduce una nueva forma de abordar
los problemas de la vida real, siendo esta en tres dimensiones.

También nos ayudara a realizar integrales en cursos como Fisica 2 (Teoria Electromagnética Clasica) en
donde integrara: Campo Eléctrico, Flujo Eléctrico, Diferencias de Potencial y Diferencia de Campo
Magnético. También le servira, querido(a) estudiante, en matemadtica Intermedia 3 (mate 6) para la
resolucidon de ecuaciones diferenciales. Aunque se puede decir que para casi toda la carrera estara
viendo integrales. Realmente es un tema muy importante para el futuro profesional de ingenieria. Se
aprovecha este medo para invitarlos a que estudien a conciencia y con mucha dedicacién la matematica
intermedia 1, en:

Integrales

Integrales Impropias

Ecuaciones Paramétricas
Coordenadas Polares

Sucesiones y Series

Algebra Matricial

Vectores y Geometria Del Espacio.

NowukwNpe
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El propdsito de este manual es fortalecer el aprendizaje de la Matematica en estudiantes que ya estdn
sumergidos en el bello tema de calculo, pero de una manera diferente a la de los libros normalmente
utilizados. No intenta ser el Unico libro por utilizar por el estudiante, sino mas bien busca ser un libro de
complemento para el estudiante. Si no comprende algo del libro utilizado por el docente, entonces
refiérase a este texto para comprender el tema de otra forma diferente y como si un amigo se lo
explicara.

Este manual contiene siete capitulos, para mayor comprension le sugiero que vea el mapa conceptual
de la matematica intermedia 1, en cada capitulo encontrard temas y subtemas con tres o mas ejercicios
resueltos respectivamente por cada subtema, comenzando con un ejercicio bdsico y conceptual, para
luego encontrarse con un ejercicio intermedio y finalizar con un ejercicio considerado dificil o de nivel
reto.

Queda prohibida la venta de este texto y su reproduccién con fines de lucro. Cualquier consulta o
contacto se puede hacer al correo:

“ID Y ENSENAD A TODOS”

brayan_velasquez@cunoc.edu.gt

Ing. Brayan Veldsquez
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COMENTARIO

éPor Qué Fallan Los Estudiantes En Matematica?

Este es un tema que ha preocupado a muchos docentes e incluso los ha llevado a crear especialidades

de maestria o doctorado. Han creado métodos como la didactica de la matematica, que a su vez crea
métodos alternativos como:

e Método de Algoritmo Basado en Numeros (ABN).
e Estandares de Nucleo Comun.
e Meétodo Singapur.

Entre otros.

También se ha analizado este problema desde el punto de vista médico, aplicando la Neurociencia al
campo de la matemadtica para entender el porqué del fallo y como mejorar los métodos de la ensefianza
y del aprendizaje.

Como puede darse cuenta querido(a) estudiante este tema es muy basto, donde se pueden llenar
bibliotecas con estudios y estadisticas, para analizar los factores o situaciones que influyen en el
aprendizaje de la matematica. Ahora, por favor permitame comentarle mi experiencia y mi punto de vista
en las fallas del aprendizaje.

A lo largo de mi experiencia con la matemdatica como estudiante y luego como docente, la misma
matematica me ha permitido comprender procesos claves para el entendimiento de esta. Se han
identificado errores con estudiantes, que cursan grados de primaria, basico, diversificado y de
licenciatura, tanto para escuelas publicas como privadas.

Los errores mas comunes que he notado es la falta de entendimiento de:

1. ¢Qué es matematica?
Este error es el mas comun que he podido ver en muchos estudiantes, incluso con estudiantes que ya
llevan matematicas avanzadas como cdlculo. Preguntandoles ¢qué es matemadtica?, muchas veces ellos
no saben que contestar.

épor qué es importante comprender esto?

e Porque entonces no saben ni lo que estan haciendo, los ponen a hacer un ejercicio cualquiera y
como maquinas lo resolverdn, pero sin comenzar a tener criterio propio.

e Solo estudian para ganar un examen, porque el pensum pide que para llevar cursos de drea
profesional deben ganar siete u ocho matematicas, pero es como ir navegando sin rumbo.

e Por no saber que es matematica y la importancia que tiene, empiezan a pensar que el curso es
para deshacerse de ellos (es un colador). Incluso odian al docente porque piensan que se les
ensefa algo innecesario.

e No aprenden a relacionar la matematica con la ciencia, tanto sociales como naturales.
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e No valoran la importancia que esto tiene y, por tanto, no los motiva a aprender mas. No produce

entusiasmo en el alumno a estudiar por su propia cuenta y solo se queda con lo que el docente le
ensefia.
Este mismo error los lleva a pensar que la comprensién de temas como Limites, por ponerle un
ejemplo, se puede comprender en dos horas. Existen estudiantes que piensan que en dos horas
estdn preparados para un examen vy, lo digo con la seguridad del caso porque me ha tocado
preparar estudiantes en dicho escenario. Mi recomendacidn es, preparese querido estudiante con
anticipacion, pues la matematica es como aprender carpinteria, es un oficio en donde la practica
hace al maestro.

2. Lla lectura y la practica. Esto es algo muy comun que he notado en estudiantes, debido a que los
alumnos se quedan con lo que él docente explique y no repasan o no profundizan en los temas. Muchos
de ellos no leen por su cuenta, ddndose el problema que a veces el docente omite demostraciones y
algunos teoremas mas, por lo que el estudiante comienza a perder informacién. También he descubierto
gue la estudiante no practica y esto ultimo lo he visto al momento de dar clases particulares, pues a veces
al contratarme por dos horas explico conceptos y luego muestro ejercicios, resolucion de estos. A pesar
de que he tratado de dejar esa semilla de curiosidad y sed de mas y mas conocimiento, a través de la
practican, son muy pocos que realizan ejercicios para consolidar los temas presentados en clase. Esto
repercute en que en el momento de explicar comprenden y entienden, pero por no practicar al ir pasando
el tiempo comienzan a olvidarse lentamente los aspectos explicados y del concepto (existe una funcion
de la pérdida de conocimiento).

3. Conceptualizar teoremas
Ya se enfatizé la carencia de lectura, pero existe otro error por aparte, el cual consiste en que los
estudiantes leen, pero no conceptualizan y lo ven como inutil.

¢A qué me refiero con conceptualizar?

Conceptualizar es comprender a fondo el teorema, pero sobre todo debe ser capaz de responderse las
preguntas:

e ¢De qué trata el teorema nuevo (expliqueselo con sus propias palabras)
e (De doénde nace el teorema? (expliqueselo con sus propias palabras)

e (Dodnde lo aplicaré?

e Debe ser capaz de demostrarlo

e Debe ser capaz de relacionarlo con otros teoremas.

¢Qué consecuencias tiene el no conceptualizar?

e El matematico se vuelve mecanico (una mdquina) y solamente memoriza, no piensa por si solo, no
toma criterio matematico.

e Simemoriza, al cambiarle un dato en el examen o en una hoja de trabajo (por mas minimo el cambio)
ya no sabrd qué hacer.

e Un tiempo se recordard de la féormula y luego ya no. Si usted aprende el teorema sabiendo
demostrar la férmula, pase el tiempo que pase, vaya donde vaya podra deducir la férmula.

e Motivara a mas estudiantes/comparieros a estudiar correctamente matematica.
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Por ejemplo, usted esta leyendo sobre rectangulos (Geometria)

Le ponen un ejercicio para practicar, en donde deben encontrar los lados de un rectangulo y le dan los
datos:

La base es el doble que la altura y el perimetro es de 12 metros

Por estar “leyendo” aprenden que la: altura = x; que la base = 2x (por el dato que nos dieron),
entonces se relaciona diciendo, asumiendo que es el teorema que aprendid:

P =2 = altura + 2 = base

Se dice que:
P=2x(x)+2+(2x)=2x+4x = 6x

Como el perimetro que nos dieron era de 12 metros, despejando nos queda:

12 = 6x
12
6 = X
xX=2m
Altura = 2 metros Base = 4 metros

Esa seria la resolucidn correcta
Pero algunos estudiantes por el mal manejo de conceptualizacién manejan mal la aritmética y algebra:
P = 6x
12 = 6x
12x6 =x
72m=x

Este es un mal manejo de conceptualizacion. Manejan el nuevo concepto aprendido, pero manejan mal
otros conceptos (en este caso el despeje).

4. Importancia de demostraciones

Tanto en fisica como en matemdtica me he dado cuenta de que un verdadero matematico, fisico y un
verdadero estudiante que se dedica por aprender y que se preocupa por mejorar en este campo, es el
que aprende a demostrar de donde nace la féormula. Esto es lo mds importante que engloba la lectura y
conceptualizacidon de contenido. En Olimpiadas es vital esto para ganar, saber de donde se obtienen las
formulas. Esto mismo le ayuda también a no necesitar un formulario a la mano para cualquier ocasion,
sino al contrario, o se las conoce de memoria (por haberlas demostrado) o las puede deducir nuevamente.

Por ejemplo, si usted no se sabe de memoria la identidad trigonométrica:
tan’x + 1 = sec’x

La puede demostrar sabiendo que:
sen?x + cos?x =1

Si dividimos por la izquierda y derecha de la ecuacién por cos?x tendremos:

sen’x + cos?x 1
cos?x cos?x
sen’x cos’*x 1

cos?’x  cos’x cos’x
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senx , :
=tanx yqué —— = secx decimos:
X cosx

sabiendo que:

sen’x cos’x 1

+ =
cos?x cos’x cos?x
tan’x + 1 = sec’x

Como puede darse cuenta querido estudiante, la importancia de saber demostrar es alta para ser un
buen matematico. No solo para féormulas, sino también para comprender teoremas como:
e Transformacion de funciones
e Regla del producto/cociente (derivadas)
e Regla de la cadena (derivadas)
e Volumenes al rotar una o varias funciones (integrales)
e Trabajo por integracién (integrales)
Entre otros
Le aseguro querido estudiante que si usted sabe de donde se obtienen las formulas, de donde
nace la necesidad del temay como es el analisis de cada una usted, sera un buen matematico.

5. Estado psicologico y emocional
El estado mental y emocional son muy importantes al momento de estudiar, pues el estudiante puede
ser alguien muy inteligente, pero si esta pasando por situaciones dificiles, tendra la mente en otro
lugar pensando en:
e (Como arreglar mi(s) problema(s) actual(es)?
e (Por qué me estd pasando esto a mi?
e Entre otras cosas
Como docente he escuchado tantos casos de estudiantes, con tantos problemas familiares,
amorosos, econdmicos etc.
Este problema les roba el suefio, la concentracién, por tanto, descuidan la importancia y la
lectura de la matematica.

También influye la percepcidn de otras personas sobre el estudiante de matematica. Recuerde
querido lector lo que sus papas le dicen cuando estudia matematica:

= jAy, Dios mijo(a)! yo también era fatal para mate, no me gustaba y siempre perdia.

= Mimaestro(a) de matemdtica era malo(a), nos regafiaba si no contestdbamos.

= Nunca he entendido por qué tienen que ensenar eso si nunca lo he visto en la vida real.

= El maestro de matemdtica ponia sus exdmenes bien dificiles y siempre evaluaba lo que él
sabia que casi nadie le habia entendido.

= - /Qué examen tienes mafiana?
- Matemdtica
- Ay, Dios! pobre de ti y que Jesus tenga piedad de tu alma.

Asi podria pasarme el manual entero mostrando como desde nifios nos meten ese miedo. Miedo a la
matematica y a los nimeros. Desde niflos nos mentalizamos, la vemos como algo espantoso que sirve
para torturarnos y asustarnos como algo que nos hara tontos por siempre.
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Los problemas anteriores los he visto con estudiantes de primaria hasta estudiantes universitarios.
Con los estudiantes universitarios de matematica intermedia 1, que han pasado la matematica basica
1 y matemadtica bdsica 2 sin comprender como tal el écdmo estudiar matematica?, éiqué es
matematica? para matar los errores que antes mencionaba.

Estos errores también llevan a estudiantes a probar suerte en cada semestre, hasta que se vaya la
matematica o hasta que llegue un docente mas accesible. Lo digo con la severidad del caso porque lo
escuche en muchas ocasiones cuando llevaba cursos en la universidad. La idea es prepararse bien
qguerido estudiante, porque en el futuro usted podra ser docente de algun colegio o universidad, y
parte de su trabajo sera hacer que los estudiantes adoren la matematica y comprendan la importancia
de esta en la ciencia.

¢Como estudiar matematica?

Como docente de matematica he comprendido que hay muchas formas de estudiarlas hoy en dia, con
las herramientas tecnoldgicas, que cada uno puede tomar su propio camino con video tutoriales,
libros varios, entre otros. Pero le dejo la siguiente metodologia para que usted llegue a ser un buen
matematico y para que no se quede con lo poco que pueda aprender en internet, sino que usted sea
quien forje su camino como matematico.

Ya sea que vea video
tutoriales o que lea, vaya

Debe comprender de donde
nace la problemadtica o de

1. Lea El Contenido
o Vea Videos

Comprension
Matematica

4. Auto explicacion
del mismo

tomando apuntes de lo que
usted considere clave del
nuevo teorema . Para que
luego los repase y
conceptualice

2. Demostracion
de la formula
y teorema

Esto sirve para terminar de
conceptualizar el teorema y
también es una forma de ayuda
para qué no se le olvide el mismo

Este paso es opcional pero de gran
sugerencia. La mejor forma de aprender
es ensefiando. Expliquese usted mismo,
con sus propias palabras, asi como
también expliquese de donde se obtiene

5. Resolucion de
problemas o
ejercicios

la férmula o el teorema he inventese sus

propios ejemplos de la vida cotidiana.

donde nace el andlisis del
teorema. Si usted comprende
todo esto sabra donde lo
puede aplicar y de qué forma

3. Respondase usted mismo(a) las preguntas:
éDe qué trata el teorema aprendido?
éPara qué sirve?
éDonde se aplica en la vida real?
éCon qué otros teoremas se relaciona?

En esta parte proceda, ahora si a
resolver ejercicios que relacionen
el teorema aprendido. Comience
con los ejercicios mas sencillos y
vaya elevando el nivel o
simplemente vaya de acuerdo a
la numeracion del libro que este
utilizando para estudiar.

Estos pasos son consejos. Usted decide si los sigue, pero en lo personal me ha servido
muchisimo y a quienes se los he recomendado. Espero lo mismo para usted querido(a)

lector(a).

Ing. Brayan Veldsquez
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MAPAS CONCEPTUALES

Mapa conceptual matematica basica 2

1. Limites

-El problema del area
-El problema de la velocidad
-El problema de La tangente

-Limite de una funcién
*Definicion
*Limites laterales
*Limites infinitos
-Célculo de limites usando las leyes
de los limites
*Leyes de los limites
*Teorema de la compresion
-La definicion precisa del imite
*Definicion
*Definicion de limite por la izquierda
*Definicion de limite por la derecha
*Limites infinitos
-Continuidad
*Definicién
*Teorema del valor intermedio
-Limites al infinito, asintotas
horizontales
*Definicion
*Limites infinitos en el infinito
*Definicion precisa
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2. Derivadas

-Derivadas y razones de cambio
*Tangentes
*Velocidades
*Derivadas
*Razones De Cambio
-La derivada como una funcién
*Derivada como limite
*Definicion
*Otras notaciones
*¢Como deja de ser derivable
una funcion?
*Derivadas superiores
-Derivadas de funciones polinomiales
y exponenciales
*Derivacion de una constante
*Funcién potencia
*Nuevas derivadas a partir de
anteriores
*Regla de la difencia
*Funciones exponenciales
*Definicion del Nimero e
*Derivada de la funcién exponencial
-Regla del producto y el cociente
*Regla del producto
*Regla del cociente
*Tabla de férmulas de derivacién
-Derivadas de funciones
trigonometricas
*Conceptos Y Practica
-Regla de la cadena
*Regla de La potencia combinada
con la cadena
-Derivacién implicita
*Derivadas de las funciones
trigonométricas inversas
-Derivadas de funciones
logaritmicas
*Derivacion logaritmica
*El nimero e como limite
-Funciones hiperbélicas
*Definicion de las funciones
hiperbélicas
*Identidades hiperbdlicas
*Derivadas de las funciones
hiperbdlicas
*Funciones hiperbdlicas inversas
*Derivadas de las funciones
hiperbdlicas inversas

Aplicaciones

I

3. Integrales

-Antiderivadas
*Teorema
*Movimiento Rectilineo
-El Problema del area
*Definicion
*El problema de la distancia
-La integral definida
*Definicion
*Teorma
*Evaluacion de integrales
*Suma de riemann
*La Regla del punto medio
*Propiedades de la integral
definida
*Propiedades de comparacion
de la integral
-Teorema Del Célculo
*Teorema fundamental del
calculo parte 1
*Teorema fundamental el
célculo parte 2
*La derivacion y la integral
COMO procesos inversos
-Integrales indefinidas y el
teorema del cambio neto
*Integrales indefinidas
*Aplicaciones
*Teorema del cambio neto
-Método de sustitucién
*Regla de sustitucion
*Integrales indefinidas

-
*Fisica
*Quimica
*Biologia
*Economia
*Otras Ciencias
-Crecimiento y decrecimiento exponencial
*Crecimiento de poblacién
*Decaimiento radiactivo
*Ley de newton (En temperatura)
*Interés compuesto continuamente
-Razones relacionadas
*Ejercicios
-Aproximaciones lineales y diferenciales
*Aplicaciones en la fisica
*Diferenciales
-Valores maximos y minimos
*Definicién
*Teorema del valor extremo
-Teorma del valor medio
-Como afecta la derivada la forma de una grafica
*Primera derivada
*Segunda derivada
-Formas indeterminadas y regla de L "hospital
*Productos indeterminados
*Diferencias indeterminadas
*Potencias indeterminadas
-Resumen de trazado de curvas
*Guia para el trazado de curvas
*Asintotas inclinadas
-Optimizacién
*Aplicaciones en negocios y economia

-El método de newton

-
Razones de cambio en las ciencias naturales y sociales

Aplicaciones

-Area entre curvas
*Definicion
-Volimenes
*Definicion
*Método de discos
*Metodo cascarones
cilindricos
*Por introduccién de
un diferencial
-Trabajo
*Bombeo de un liquido
*Ley de hooke
*Levantado de un
objeto con peso
variable
-Valor promedio de una
funcién
*Teorema
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Mapa conceptual matematica intermedia 1

1. Tecnicas De Integracién
(Integrales Propias)

2. Integrales Impropias

w
-Integracién por partes
-Integrales trigonométricas

*Estrategia para la evaluacién de
sen”~m(x)*cos~n(x) dx
*Estrategia para la evaluacion de
tan~m(x)*sec”~n(x) dx
*Estrategia para la evaluacion de
sen(Ax)*cos(Bx) dx

-Por sustitucién trigonometrica
-Integracion de fracciones parciales

*Racionalizacién de sustituciones

3. Ecuaciones
Paramétricas

-Definicion
-Impropia tipo 1
*Converge
*Divergente
-Impropia tipo 2
*Convergente
*Divergente
-Teorema de comparacion

Aplicaciones

Ve

- Area
-Volumenes
-Trabajo
-Longitud de arco

-Area superficial
(De Una Funcién que Rota)

-Fuerza y Presién Hidrostatica

-Centroides

*Masa de placas en dos
dimensiones

*Momentos

*1er Momento de masa de
una lamina

*Centros de masa

*1er Momento de drea

*Centros de drea

4. Coordenadas Polares

5. Sucesiones Y Series Infinitas

6. Matrices

- Definicién

Aplicaciones

-Tangentes
*Primera derivada
(Pendientes)
*Segunda derivada
(Concavidad)

-Integrales
*Area entre curvas
*Longitud de arco
*Area de una
superficie

-Definicién
-Curvas polares
*Simetria
- Graficacion de polares
-Tangentes a curvas
polares
*Rectas horizontales
*Rectas verticales

Aplicaciones

-Derivadas
*Tangentes (Pendientes)
-Integrales
*Area de una superficie
*Longitud de arco

-Sucesiones
*Secuencias
*Convergencia
*Divergencia
*Creciente
*Decreciente
*Monotonas y acotadas
-Crecientes
-Decrecietes
*Formula de una sucesién a
partir de datos
-Series
*Convergencia
*Divergencia
*Otros métodos de solucion
para series
*Series de potencia

Aplicaciones

-

-Polinomio de Taylor
*Aproximacion de funciones
Mediante polinomios
*Estimacion de integrales
-Polinomio de Maclaurin
*Aproximacion de funciones
Mediante polinomios
*Estimacion de integrales

-Obtencién de otras identidades

de series utilizando la
derivada e integral

-Datos de una matriz
*Fila
*Columna
-Dimensién de una m atriz
- Tipos de matrices
*Matrices cuadradas
*Matrices triangulares
*Matrices diagonales
- Operacion entre matrices
*Suma y resta
*Multiplicacion
-Determinantes
*Matriz De 2X2
*Matriz De 3X3
-Menores y cofactores
-Regla de sarrus
-Regla de cramer
*Matriz De 4X4
-Menores y cofactores
-Método gauss jordan
-Propiedades de las
determinantes
*Traspusta
-Matriz Inversa y Matriz
Identidad
*Gauss J. matriz 2X2
*Gauss J. matriz 3X3

Aplicaciones

( -Sistema de coordenadas

tridimensional
-Distancia en 3 dimensiones
-Vectores
*Datos de un vector
-Dimension de un vector
*Vector unitario
*Operacion entre vectores
-Suma
-Resta
-Multiplicacién entre una
Constante y un vector
-Producto punto (Escalar)
-Producto cruz (Vectorial)
-Ecuaciones de rectas
-Ecuaciones de planos
*Distancia entre un punto y
un plano
indros y superficies
cuadricas
*Esfera
*Elipsoide

*Paraboloide hiperbolico
*Cono

*Hiperboloide de una hoja
*Hiperboloide de dos hojas
*Cuadricas desplazadas

Aplicaciones

n de suma, resta
y multiplicacién

Soluciénde -
lineales de varias
variables

*Método de gauss jordan
*Balanceo de ecuaciones
quimica

-Conceptualizacién final
de matrices
*Excel

-

-Producto entre un escalar
y un vector
*Primera ley de newton
*Equilibrio
*Segunda ley de newton
(Fuerza y aceleracién)
-Producto Punto
*Trabajo
*Angulos y cosenos directores

-Producto Cruz

*Torque o0 momento
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Formulario Matematica Basica 2

Limites
Limites Limites al infinito Limites infinitos
lim f(x) =L siysélosi lim f(x)=L= lim (Asintotas horizontales) (Asintotas verticales)
x—a x—a x—a
lim f(x) =L o lim f(x) =L limf(x) = o
X—00 1 x—)Ioo x—-=a
lim=-=0 lim ==
X—00 X X—>—00 X
Continuidad Definicidn precisa Limites trigonométricos Otras identidades
1
Una funcién f es continua sea f una funcién definida sobre lin?) Se:x =1 lin(l)(l + x)E =e
xX— xX—
X
en un ndmero x=a si un intervalo (a, o). Entonces lim —=1 lim (1 + l) =e
x—0 Ssenx X—00 X
— x_
a es parte del Dominio  lim f(x) = L lim 12525 _ lim &=L =
x-a x—0 x x—0 x_1
lim f(x) = Existe significa que para toda €> 0 lim=—=1
x—a x—0 In(x)
limf(x) = f(a) existe un correspondiente nimero N tal que
xX—a
Six > N, entonces |f(x) — L| <€
Derivadas
Definicidn
La recta tangente a la curvay = f(x) en el punto P(a, f(a)) es la recta que pasa por P con pendiente.
m = lim % Para la exactitud hacemos que x —a = hy como x - a entoncesh—»0 ; f'(a) = }lirr(l) ﬂa%)_f@
x—-a - —
Identidades de derivacion
d 1 d . d ) d 1
1. —x™ =nx" 6.—tan(x) = sec?(x) 11.—cot(x) = —csc?*(x) 15.—Ln(x) =—
oﬁix célx zx (fix X
2. —sen(x) = cos(x) 7.—csc(x) = —csc(x) *xcot(x) 12.—a* = a*Ln(a) 16.—C =0
cﬁix daalc d()ic dx
3. — = — 8.— = t 13.—1 = 17.—e* = e*
Ix cos(x) sen(x) Tx sec(x) = sec(x) * tan(x) Ix 0gq(x) ) T e
d 1 d 1 d 1
4—sen'(x) =—— 9.—cos () = ——— 14.—tan 1 (x) =
dx ) V1—x2 dx ) V1—x2 dx ) 14 x2
d 1 d 1
5.—cot™ ! =——— 10.—sec™?! =
dx cot™ (x) 1+ x2 dx sec™(x) Wx2 —1
Regla del producto Regla del cociente
d d
d d d d [f(x)] 90 * 7 f) = f)79()
—If(x)xgx)]=gx)x—f(x) + f(x) *—g(x — =
() * 900 = 9G) * == () + F() +— g () o ey O
Regla de la cadena Optimizacién Método de Newton Raphson
dy dy du
—_ = x — = = =0
dx  du " dx y=f y ff((x)) .
L pe dy _ Xn) __ Xn
Pasos para el trazo de graficas = 0 paraencontrar x Xpe1 = Xp — @ =X, — oo
1- Dominio que haga el valor maximo o minimo
2- Interseccion
3- Simetria

4- Asintotas

5- Intervalos donde es creciente/decreciente
6- Valores maximos/minimos

7- Concavidad

8- Trazar la grafica

Ing. B Vel
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Integrales

Antiderivadas

Identidades Identidades

Antiderivada F(x) | | Funcion f(x) Antiderivada F(x) | | Funcion f(x)
1 cf(x) cF(x) 1 sec?(x) tan(x)
2 | f)+9&) F(x) + G(x) 2 | sec(x) * tan(x) sec(x)
3 | x" (n#1) z": 3 flixz sen~x
4 % In(x) 4 Tlxz tan~tx
5 e* e* 5 cosh(x) senh (x)
6 cos(x) sen(x) 6 senh (x) — cosh(x)
7 sen (x) —cos(x) 7 In(x) xln(x) — x

Teorema fundamental del calculo

Teorema fundamental del célculo parte 1: Si f es continua sobre [a, b]

Entonces la funcién g definida por

X
g(x)zf f(tdt a<x<bh
a
Es continua sobre [a, b] y derivable sobre (a,b) y g'(x) = f'(x)

Tabla integrales indefinidas

La suma de Riemann

n
b—a
lim fxi*)Ax Ax = - xi* =a+ilAx
n—oo
i=1

E ¢ =cn donde c es una constante

Zc*aizczm

i=1 =1 i=1
Zaiibi:Zai + Zbi
i1 o1 i1
. n(n+1) L, _nm+1(2n+1) Zn: L, n*(n+1)?
'TT __1[ = 6 ,_11 R

_nn+1D6n* +m* +n+1)
- 30

1'4

- 1M

]
=

Teorema fundamental del célculo, parte 2: Si f es continua sobre [a, b]

b
f f()dx = F(b) - F(a)

donde F es una antiderivada de f: es decir, una funcién tal que F' = f

Area entre curvas

fcf(x)dx = cff(x)dx
[kdx =kx +C

xn+1
n =
dex n+1+C n+1)

Je"dx =e*+C

fexdx =e*+C

f senxdx = —cosx + C

f senxdx = —cosx + C
J.seczx dx = tanx + C
fsecxtanx dx =secx+C

1 -1

J-m dx = tan™'x+ C

J. senhx dx = coshx + C

Bombeo de agua

@ +genar = [ e+ [ gax

1
f—dx =In|x| +C
x

b
A= [ Tf@ - gGdx
A= 1) - g)ldy

Volimenes

Método de discos

X b d
[erar= Ven j F(O1dx Ven f [RO)2dy
fix =21 v=r[ o Nax  v=r| RO 2 d
[arae= s —nL[f(x) g0 dx ‘”L[ ) - r(»)?] dx

J cosx dx = senx + C
J cosx dx = senx + C

f csc?x dx = —cotx + C

fcscxcotxdxz —cscx+C

f ! d x+C
x = sen”lx

V1 —x2

f coshx dx = senhx + C

Trabajo
w = Fuerza * Distancia = F * x

Ley de Hooke
2 2

b x x
w = pgf xi*dV  donde xi*(y) ; dV(y) F=KAx ;w= k%—k%

a

xi* (y) = distancia a sacar el diferencial

Ing. Brayan Veldsquez

dV = 2nrh dr

Método de cascarones cilindricos

d
V= 27rf xf (x)dx

Trabajo de una fuerza variable

w = be(x)dx

F(x) = Fuerza en terminos de la posicion

24



Formulario Matematica Intermedia 1

1. Técnicas de integracion

1.1. Integracion por partes 1.2. Integrales trigonométricas 1.3. Sustitucion trigonométrica
Para escoger u: ALPES sen(ZX) = Zsen(x) * cos(x) Para expresion Sustituir
A = Trigonométrica inversa cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) x = a *sen(0)

\a? —x?
1
L = Logaritmica cos?(x) = 7 [1+ cos(2x)] Ja? + x? x = a *tan(0)
Vx? —a?

P = Polinomial sen?(x) = % [1 = cos(2x)] x = a * sec(0)
E = Exponencial cos?(2x) = % [1+ cos(4x)] donde: a es una constante

S = Trigonometrica sen(A) cos(B) = % [sen(A — B) + sen(A + B)]

f udv = uv — f vdu sen(A)sen(B) = %[cos(A — B) —cos(A + B)]

cos(A) cos(B) = %[COS(A — B) + cos(A + B)]

cos(3x) = —3 cos(x) + 4cos3(x) sen(A + B) = sen(A) cos(B) + sen(B)cos(A)
sen(3x) = 3sen(x) — 4sen3(x) cos(A + B) = cos(A) cos(B) ¥ sen(A)sen(B)

1.4. Integracién de funciones racionales mediante fracciones parciales
Caso No. 1: Si Q(x) es un producto de factores lineales distintos
Q(x) = (a;x + by) * (ayx + by) * (agx + bz)+...+(a,x + by)
R __ M o, A | 4t
Q(x) a;x+by ayx+b; azx+bs apX + by,
Caso No. 2: Si Q(x) es un producto de factores lineales en donde algunos se repiten
Asumiendo que (a;x +b,) serepite "r" veces como factor de esta forma: (a;x + by)"
Q) = (a;x +by)"
R __ A i B . B
QX a;x+by (a;x+by)?  (ayx+by)3 (a;x+by)r
Caso No. 3: Si Q(x) tiene factores cuadrdticos irreducibles (x* + 4)
Sitenemos Q(x) = ax? + bx + ¢ y el discriminante b? — 4ac < 0 entonces
F(x) Ax+B
Q(x) axZ+bx+c
Caso No. 4: Si Q(x) tiene un factor cuadradtico irreductible repetido
SiQx) = (ax? +bx+o)F donde b? — 4ac < 0 (No tiene raices reales)
F(x) Aix+ B, A,x+ B, Azx + B3 Ax + B,
Q) ax?2+bx+c (ax2+bx+c)?2 (ax?+bx+c)3 ot (ax2 + bx + o)r
1.5. Estrategias para la integracion

n+1 1 ax
2. f;dx=lnx 3. fexdx 4.fa"dx=— 5. fcosxdxzsenx

J. n+1 Ina

senx dx = —cosx 7. fseczx dx = tanx 8. fcsc2x dx = —cotx 9. f secx x tanx dx =secx 10. f tanx dx = In(secx)

1.
6.

11.[ csc x * cot x dx = — cscx 12.f secx dx = In(secx + tan x) 13.f cscx dx = In(cscx — cotx) 14. | cotx dx = In(senx)

15[ dx = In( t)16f dx —1t ‘1(x) 17f dx 11(x a)

. csc;c x = In(cscx — cotx |z da2 =7 an a > az a n TTa
X 1 (X —x_l -1 (* f [x2 + a2

18.[ ——— sen (a) 19. T asec (a) xz T ln(x+ X a)

X

2.
f(az + x2) 3 a?\Va? + x2

2
Zl.f a? + x? dx=§\/a2+x2 +a7ln(x+\/a2+x2)

Ing. B Vel
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x a? dx x
23. [ Va2 —aZdx =Zx?—a? — =1 - 24. = -
f x?—atdx=yx*—a > n(x+ x a) f(xz—aZ)S/z T

3 X 3 X
25._[(a2 —x2)2dx = —§(2x2 —5a?)\a% —x2 + ga“sen 1 (a)
1.6.1. Longitud de arco 1.6.2. Area superficial
Y2 X2 dy 2 Y2 dx 2
- 1 - 1 As=2m | f 1(—) Q;A:Zf 1(—) (A
+dX dx J +dy dy S 1'[.L1 (%) +dX dx ( x s nylx +dy dy (y
1.6.3. Fuerza y presion hidrostatica 1.6.4.2. Centro de area (centro geométrico)
Y2 a b [ x,dA [ y.1dA
F=pg | LOYho)dy =y L0)*h0) dy a=[f@-gwar  x=12T ;5=
Y1 c a
1.6.4.1. Centro de masa
Centro de masa en una dimensidén Centro de masa en dos dimensiones
= anmn y= Z}’nmn JE_Z‘-xn"ln_% . }_]_ZYnmn_%
Z my Z my Z my m ' Z my m
Centro de masa de una lamina plana
b b _ My — Mx
m=p [ fG) - gC) dx ;Mx——f PP - 9@ dx 5 My=p [ x[f@) - g@ldx 5 k=2 5 7=
a a

Donde: M, y My son los momentos de masa respecto ax y y (masa por distancia) ; p densidad de area (masa/érea)

1.6.4.2 Centro de area de una lamina plana

b 1 b b .
A=faf(x)—g(x)dx ; Qx=§fa[f(X)]2—[g(X)]2dx ; Qy=LXLf(x)—g(x)]dx ; X= ?=%

2. Integrales impropias

2.1 Definicién de un integral tipo 1 2.2 Definicion de un integral tipo 2 2.3 Teorema de comparacion
) t b t
a)f f(x)dx = tlimf f(x) dx a)f f(x) dx = tlirgl_f f(x)dx ; x[a,b) fx)=gx)=0;x=>a
b ® b %b b ©
b f f(x) dx = tlim f(x)dx b)f f(x)dx = tlirrgrf f(x)dx ; x(a,b] a)f f(x)dx sies convergente
—oo ——00 Sa
o e . a o . a .
c)f f(x)dx =f f(x)dx +f f(x) dx c)f f(x)dx :f f(x)dx +f f(x) dx entoncesf g(x)dx converge
—00 a a C a
t b o oo
= llm f f(x) dx + llmf f(x) dx = lim f f(x) dx + lim j f(x) dx b)j fl)dx = f g(x)dx
t-c™ Jy u-ct J, a a
3. Ecuaciones paramétricas
3.1 Forma de una paramétrica 3.2.1. Tangentes Curva horizontal Curva vertical Segunda derivada
d ay d d d? j (Zy)
— ) — _Yy_dt v _ ax y t\dx
=/ 5 y=90) T dx T dx i~ ° i’ dxz T dx
dt dt
3.2.2. Areas 3.2.3. Longitud de arco 3.2.4. Area superficial por rotacion

A=f:g(t)*f’(t)dt ftz d{) dt A—antz <. A—ant

Ing. B Vel
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4. Coordenadas polares

4.1 Forma de una polar

2

r’=x%2+y?; x=rcos(8) ; y=rsen(8) ;

4.3.1. Areas encerradas

|

0

1
792 do

A
2

1
5. Sucesiones y series

5.1.3. Sucesion creciente
a, < a,,q1 Creciente

5.1. Sucesiones
n={f(m} lima,=L
n—oo
si L existe converge a, = ap41 decreciente

si L no existe diverge

tan(e) = § ; r=£(0)

4.2 Tangentes
dy _ % % sen(0) + r cos(0)
dx % % cos(B) — rsen(0)

4.4 Longitud de arco

5.1.3. Sucesion acotada

C <a, lim a, = C decreciente
n—oo
D >a, lima, <D creciente

n—oo

C < a, <D Sucesion Acotada

5.1.4. Formula de una sucesién a partir de datos

Sucesiones cuadraticas

a, = {an® + bn + ¢}

Sucesion aritmética

a, = {mn + b}

Sucesidon geométrica

a, = {1 Tn_l}

m=a, —a, a, = primer termino

An+1

b=a;,—m r =razon =

n

Sucesiones factoriales

n=n*xn—-1D*xn-2)«x(n-—23)*

Sucesion de fracciones

=)

5.2. Series
(0]
= Z ap, =a; +a; +taz +--+ap_q +a, Series geométricas

Sucesiones alternadas Sucesiones oscilantes
T
a, = {b,(—1)"} a, = acos (E n)
T
b,, = cualquier a, = asen (E n)

Sucesion a = valor mas grande

n—4)x..x1

5.2.2. Otros métodos de solucion de series

Serie gometrica inversa

[ee) [00] 1
. L _a-m) a(l - _ 1-2=
Si lim a,, = 0 entonces s, converge Z ar™ z
n—oo T1-r —r 11
n=1 n=1 r
5.2.3. Serie de potencia Convergencia
a
f(x)zZanx”=a0+a1x+a2x2+---+anxn lim [ < 1
~= n—-oo an
fx) = Z a, (x—a)"=ayta;(x —a)+a(x —a)> +-+a, (x—a)®
n=0
5.3.1. Polinomio de Taylor
f”(O) X" f' (0) * X f”(O) «x?  f"'(0) * x* f(0) * x™
flx )—Z = f(0) + TR Ll

5.3.1. Polinomio de Maclaurin

f@kx-a) f”(a)(x —a)’

fx) = = f(a) +

@G- a)® N

4 fMa)(x —a)®

i fM(a)(x —a)”
n! 1! 2!

Ing. Brayan Veldsquez
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6. MATRICES
Multiplicacidon de una constante por una matriz Multiplicacion de una matriz por una matriz

k*a k*a k*a
ol g;; P kran kran kean Amn X Bnp
kxA = kx| Q31 Q3 k>i<a31 k*asz, k*ass mll*llp = Cmp
[ aﬁl aﬁz an3 k * an1 k * lan2 k * .an3J lgualeS
Método por menores y cofactores Regla de Sarrus
1 — Se selecciona a;; Diagonal mayor = aqq * @3 * @33 + Az1 * A3z * A3 + A3 * A1y * Ao3
2 — Seobtiene ¢;; = (—1)'*/ x Matriz 2 Diagonal menor = ay3 * ayy * A3y + Qp3 * A3y * Aqq + A33 * Aqp * Ayp
3 — Det(3X3) = a;1¢11 + Aq2 ¢ + Aq3€13 Det(3X3) = Diagonal mayor — Diagonal menor

Propiedades de los determinantes

1. Siuna matriz posee una linea (fila o columna) de ceros, el determinante es igual a cero, no importando el tamafio de la matriz.

13 4 0 -1 -3 2
2 0 0 2 0 -5
Det(A)=|_4 O|=o ; Det(B) = 0 0[=0 ; Det@=|; 5 5 ,|=0
8 5 3
0 4 4 2

2. Si una matriz posee dos lineas (filas o columnas) iguales (mismos numeros), el determinante es igual a cero, no
importando el tamafio de la matriz. Deben ser ambas o filas o columnas.

3 -3 42
1 2 L 4 1 5 6 95
Det(A)=|1 2|=0 ; Det(B)=|-2 5 -2[=0 ; Det(©=[3 5 7 5l=0
3 -1 3 0 4 42
3. Sise cambian dos lineas (filas o columnas) paralelas de una matriz, el determinante cambiara de signo.
3| _ 4 e 1 2| _ _
| |—8 2=6 columnas |7 ¥ =2-8=-6 |77 3|=-4-3=-7 Fils | 7| =3+4=7
1 4 2 1 3 -1
3 5 7 = —8 permutando columnas 7 5 3|1=8 permutando filas |3 5 7=
1 3 -1 -1 3 1 2 4 1

4. Si se multiplican los elementos de una linea (fila o columna) de una determinante por un nimero diferente a cero, el
determinante queda multiplicado por ese nimero.

2 Fl=6+10=16 Filatporz “*2 | = [ TH=12+20=32(16+2)

|§ §|=2—6=—4 Columna 1 por 4 |§ §=|g ;|=8—24=—16(—4*4)

Matriz identidad

1.0 0 1 0 0O
10 01 00 -1 -1
IZXZ = [0 1 I3X3 = [0 1 Ol I4—X4— = 0 0 1 0 A * A = I A * A = I
001 00 01
A = Matriz A~ = Matriz Inversa | = Matriz Identidad

Método de Gauss Jordan para obtener la matriz inversa 3X3
a1 Q12 As3
Az Qzz dy3 l @ a;yaz; —» 0 @ as, —» 0 @ a;3ya;; —» 0
az; A3z 4z

A=

Pivote a4 Pivote a,, Pivote a;,

7. Vectores y geometria en el espacio
Distancia entre dos puntos en tres dimensional Componentes vectoriales Magnitud vectorial

D=+ 0Go—x)2+0,—y)2+ (2 —2)%2 A=Ad+Ayj+Ak=(A A, A,) A= Jsz +A,°+A,°
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Vector unitario

u

> 2>

I = (A, +t(Bx — A, Ay + t(By — Ay), A, +t(B, — A))

‘B
‘B

A

Suma y resta de vectores

R=A+B+C++n

| R

| = /RXZ +R,’

RX:ZX=AX+BX+CX+---nX R = R, + Ryj

Producto punto
B-A=ABCosf
AyBy + AyB, + A,B,

Producto entre un vector

y una constante

=l

B * k

B= (kA kA, kA,)

k=0
N

R =Zy=A +B,+C,+-n tan9=m=&
y ooy y Cat.adyacente R,
Producto cruz
AXB = ABsenf iXt=0 jXj=0 IEX
AXB=-BXA iXj=k jXk=1 kX
AXB=(AyB, —A,B,,—(A(B, — A,By) ,AxBy — AyBy)

7.4. Ecuaciones de rectas
un

7.5. Ecuaciones de planos

a(x —x0) + b(y —y,) + c(z — z,)

Distancia entre

=0 punto y un plano
lax, + by, + cz; + d|
Fr=(x,+at, yo+bt, zy+ct) 71 =normal ={a,b,c) D= =
+/ b2 2
X =X V=Yoo _2—Z% @At
= = =t
a b c
7.6.2. Superficies cuadricas
No. | Ecuacién matematica Superficie No. | Ecuacion matematica Superficie
Esfera Cono
1 5
xz +y2+22=a2 y2_x2 ZZ
az B2
Elipsoide Hiperboloide
de una hoja
2 x2 g2 g2 61,2 2 y2
2 e ta=1 —t——=1
a C a2 b2 2
Paraboloide Hiperboloide
Eliptico . oy de dos hojas
3 2 2 ;u.‘.aT:uuu‘..: o werticales son parfboles 7
Z_xX Y y: x* z?
a b et PR
Paraboloide Paraboloide Eliptico | ...
Hiperbolico desplazado steieds 41 i, vertcales san paribota
4 8 2 _—n
z x* y? y—y1=alx—x) —
=T 2 |
a b2 c2 +b(z - z,)

Primera Ley de Newton

(Equilibrio)
Z F=0

Ing. Brayan Veldsquez

Relacion
Peso-Masa

— -
W=m#%g

Segunda Ley

de Newton

-

F=m=x*d w

Trabajo

=F -% =Fxcos@
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Angulos Y Cosenos Directores

k=(0,0,1)
Angulos Cosenos directores
A-T Ay K- A A-k A, A
COSG:TZK ; COSB:TZK ; COS(X:T=X u=K=(cose, cosB , cosa)

Internacional (MKS) Cegecimal (CGS) i iEL Europeo

Cantidad Unidad Simbolo Unidad Simbolo Unidad Simbolo Unidad Simbolo Unidad Simbolo
Longitud metro m centimetro tm pie ft metro m pie ft
Masa kilogramo ke gramo g libra Ib Unidad Técnica De Masa UTM™ slug slug
Tiempo segundo 5 segundo 5 segundo 5 segundo 5 segundo 5
Temperatura kelvin °k centigrados °C fahrenheit °F Rankine °R
Intensidad Luminosa candela cd
Corriente Eléctrica ampere A
Cantidad De Sustancia mol mol
Aceleracidn metro/segundo? ™2 | centimetrofsegundo? | "/ pie/segundo? Tty metro/segundo? Mg pie/segundo? fir s
Fuerza Newton N Dina dyn Poundal pdl Kilogramo fuerza Kg.f libra fuerza Ib.f
Trabajo o Energia Joule J Ergio Erg Pundal-pie pdl-ft Kilogramo fuerza-metro Kg.f-m libra fuerza-pie Ib.f-ft
Potencia watt w Ergio/segundo Erg/s Poundal-pie/segundo pdl-ft/s | Kilogramo fuerza-metro/segundo | Kg.f-m/s |libra fuerza-pie/segundo| Ib.f-ft/s
Presion Pascal Pa Dina/cm2 - Pundal/segundo? pa‘(/ﬁ:
Capacidad calorifica Caloria Cal Caloria cal |Unidad Térmica Britanica| BTU

Factores de conversion

Longitud 1 metro (m) = 39.37 in = 3.281 ft = 6.214 X 10™* mi Elemento Densidad Peso Especifico
1ft=12in = 0.3048 m = 0.000189394 mi = 0.333 yarda = 30.48 cm Gasolinaa§ “C 737 Ke 72226 N/_,
lyd =91.44 cm = 0.9144 m lin=2.54cm Kg 6967 N
lvara=3ft=0.836m=283.6cm  1mi=1609.34m = 1.60934 km Aceite de Oliva 915 "/ s 967 /s

K

, Aceite de Coco 910 g/m3 8,918 N/m3

Area 1m? = 10.76 ft?> = 1550 in? = 10,000 cm? - 700 Ke/ 7702 N
1 hectdrea = 10,000 m? = 2.471 acres = 2.5442 cuerda Alcohol Etilico = m? ’ m?
1 cuerda = 3,930.396 m* = 42,306.426 ft2 Cerveza 1015 8/ 9947 N/

6 12 _ 2 _ 2
10° m* = 1km 1 cuerda (Guatemala) = 436.81 m Concreto 2300 Kg/m3 22500 N/,
K

Volumen 1m3 =35.31ft?=6.102 x 10*in® = 1,000 Litros = 264.172 Galones Leche 1032 %/, 10130 N/ 5

1 galén (US) = 231 in3 = 3.785 Litros 1 Tonel = 55 galones Mercurio 13,600 Kg/m3 133,280 N/m3

1 Litro = 61.02 in® = 1,000 mililitros (ml) = 1,000 cm® = 4 vasos

Masa 1Kg = 2.205 Ib,, = 0.06852 slug = 1,000 g Dato
1slug = 31.17 Ib,, = 14.59 Kg 1u=1.661x% 10727 Kg Densidad Agua (p) 1000 K¢/ 1944 Mg/
1UTM =9.81 Kg = 1.488 Slug 11b,, = 453.6 g = 16 Onzas , — N = b fe
1 Quintal = 100 1b,, = 45.35Kg = 4 arrobas (@) eso Especifico Agua (¥) 9800 % 625 /g
1 arroba = 25 Libras = 11.338 Kg Gravedad (g) 9.81 M/, 32.15 ft/Sz
1 Quintal métrico = 100 Kg 1 Quintal britanico = 112 Lb = 50.793 Kg

Fuerza 1 newton (N) = 105 dinas = 0.1020 Kg n = 0.22481b = 7.23301 poundals 1Kilopoundio = 1kgf = 9.8N
11b (fuerza) = 4.448 N = 0.4536 kg n = 32.17 pundals 1 Ton = 1,000 Kgf

Presion 1N/, =1Pascal =9.869 x 10" atm =1.450x 10~* I/, , (psi) = 0.020891/ , 1 Ksi =1,000'0/, ,
1N/m? = 7.501 X 10~* cmHg = 4.015 x 1073 in de agua = 107> bar
11b/in%? = 1 psi = 144 1b/ft?> = 6895 N/m? = 5.171 cmHg = 27.68 in de agua
1 atm = 406.8 in de agua = 76 cmHg = 1.013 x 10° N/m? = 10,330 kg w/m? = 760 torr = 14.70 psi
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1. TECNICAS DE INTEGRACION

En la introduccidn al calculo (Curso de Matematica Basica 2) se aprendio sobre limites y luego sobre
derivadas. Posterior a ello se aprendioé sobre el tema de integrales. Es importante que en este punto
de la lectura usted conozca:

e Qué es una integral.

¢ Integral definida e integral indefinida.

e Saber de memoria la tabla de integrales indefinidas (ver formulario matematica 2)

e Meétodo de sustitucion.

e Como se introduce un diferencial en una funcion.

e Aplicaciones de integrales (areas, volimenes y trabajo)

Esto es importante comprender puesto que en este manual ya no se explica la base, sino es la
continuacién del manual de Matemdtica Basica 2.

éQué es el tema de técnicas de integracion?

Son los métodos que aprendera para resolver cualquier tipo de integral, ddndole herramientas nuevas
(formulas y teoremas) y ampliard la mente del lector para volverse un artista en la resolucidn de estas
integrales.

En la portada usted observa un tigre que se nota fuerte, de intimidacién, pero es un tigre que en el
final de este capitulo 1 usted aprendera a controlar y a notar que no es de miedo sino de utilidad y que
es nuestro amigo.
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1.1. Integracion por partes

La integracion por partes es un método que se utiliza cuando debemos integrar una funcidén compuesta
(Tiene una funcion polinomial multiplicada con una trigonométrica por ponerle un ejemplo:
[ x% * sen(x)dx )y que usted, aunque cambie la integral de cualquier forma y realice cualquier tipo
de sustitucién, no se podra resolver. La forma matematica es:

ff(x) * g(x)dx
Pueden ser compuesta por:
* Trigonométrica inversa (A)
e Logaritmica (L)
e Polinomial (P) f(x) y g(x) Pueden ser cualquiera de estas funciones
e Exponencial (E)
* Trigonométrica (S)

é¢De ddonde se obtiene la formula?
Para la demostracion debe recordarse de la regla del producto (para derivar una funcidén compuesta)

1. Recordamos la férmula de la regla del producto:

f ( ) dg(x)
L1 g1 = L2 g6 + 02
2. Realizamos la siguiente sustitucién: u = f(x) y v = g(x)
3. Quedando en la regla del producto:
d ( ) du 4 dv
— * = — % — %
dx uxv dx v dx v

4. Multiplicamos por dx por la izquierda de la ecuacién y por la derecha también quedando:
dluxv) =duxv+dvs*u

5. Despejamos para dv*u
dluxv) —duxv=dvs*u

6. Integramos por la izquierda de la ecuacién y por la derecha:

fd(u*v)—fdu*v=fdv*u

7. Laordenamos mejor, recordando que: fd(u *V) = U*V

u*v—Jv*du=Ju*dv

8. Llegamos a la férmula general:
fu*dv=uv—fvdu

Una forma peculiar por si le cuesta recordar la férmula

Judv=uv- |vdu
[ [T VN

un dia vi una vaca vestida de uniforme

Ing. B Vel
ng. Brayan Veladsquez 32



¢Como se resuelven las integrales?
1. Vea qué funciones se estan multiplicando (ver f(x) y g(x)) y en base a ello elija quien serd u y quien
serd dv. Una Ayuda para escoger quien sera u es en base a la palabra “ALPES”

= Trigonométrica Inversa [sen™1(x)]
= Logaritmica [logs x]

= Polinomial [x2]

= Exponencial [e¥]

= Trigonométrica [sen(x)]

2. Habiendo identificada u se debe derivar respecto a la variable dependiente (generalmente es
respecto a x) por tanto se debe obtener el du.

3. Una vez ya tenga identificado u se debe identificar dv siguiendo la formula

j udv o séa que dv sera el resto de la integral

4. Proceda a obtener v, integrando lo que ya identifico: v = fdv

5. Unavez obtenidas u y v se deben ingresar en la formula

Ju dv=uv—jvdu

6. Se vuelve aintegrar la parte faltante fv du.

7. En algunas integrales se debe repetir el proceso anterior y se debe ir haciendo por aparte (ver
Ejemplo 2) hasta llegar a la resolucién de la integral.

Ejemplo 1
f x * sen(x) dx Se identifica qué es una integracién por partes.
En base a la palabra ALPES vemos que:
u=x y qué : dv = sen(x) dx
du
—=1 szsen(x)dx
dx
du = dx v = —cos(x)

Siguiendo la férmula de integracién por partes.

fudv=u*v—fvdu

fx x sen(x) dx = x* —cos(x) —cos(x) *dx = —x=*cos(x)+ f cos(x) dx
f x * sen(x) dx = —x * cos(x) + sen(x)

fx x sen(x) dx = sen(x) — x * cos(x) + C
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Ejemplo 2
f[ln(x)]zdx

: N d
1. Realizamos una sustituciéon: m = In(x), por tanto: £ y dx=xdm

Rl

m

e =Xx

2. Sustituyendo:
][ln(x)]zdx = jmz * xdm = fmz * e™ dm

3. Vemos que la integral que queda es una funcion compuesta (polinomial y exponencial) por lo que
debemos identificar u en base a la palabra ALPES.

u = m? por tanto dv=e™dm
du
—=2m V= J emdm
dm
du =2mdm v=em

4. Yateniendo identificado u y v las ingresamos en la férmula de integracién por partes

judv=uv—fvdu

jmz*emdm=m2*em—jem*2mdm

5. Se debe resolver nuevamente por aparte la integral

j e™*x2mdm
5.1. Identificamosu y v
u=2m portanto dv=e™dm
du
—=2 V= f e™dm
dm
v=e"
5.2.  Volviendo a integrar por partes:
fu*dv= uv—fv*
fem*Zmdm=2m*em—fem* =2mem—2femdm

f e™x2mdm = 2me™ —2e™ Resolviendo asi la integral faltante

6. Regresando a la integral en pausa:
fmz*emdmzmz*em—fem*Zmdm
fmz*emdmzmz*em—[Zmem—Zem]

7. Volviendo a la variable original:
fmz xe™dm=m?x*e™ —2me™ + 2e™ = [In(x)]? * x — 2x * In(x) + 2x

f[ln(x)]zdx = x[In(x)]? — 2x * In(x) + 2x + C
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Ejemplo 3

\/ﬁ
f 03 cos(8?) do
I

1. Realizamos una sustituciéon: m = 62 para ir simplificando la variable de coseno

dm — 20 46 — dm
70 - por tanto: ST

2. Analizamos los limites de integracién (ver sustitucion en el paso 1)

Cuando: 6 = /”/2 ; m=T/, ycuando: 6= Voo m=nm

3. Planteamos la nueva integral

v T dm 1 ("
] 63 cos(6?) do = j 63 * cos(m) * = —j 62 % cos(m) * dm

fn/ T 20 2

2 2 2

1 s

=z | mx cos(m) * dm quedando ya la integral en terminos de m
Y
/2

4. Ahora debemos resolver la integral del paso 3 por partes. Identificamos a u por medio de la
palabra ALPES

judv=uv—fvdu

u=m portanto dv = cos(m)dm

du
—=1 V=fcos(m)dm
dm

du =dm v = sen(m)

jm x cos(m) dm = m x sen(m) — f sen(m) dm

4.1. Procedemos a resolver la integral que contiene sen(m)

fm x cos(m) dm = m * sen(m) — f sen(m) dm
fm x cos(m) dm = m * sen(m) —« — cos(m) = m * sen(m) + cos(m)
4.2.  Multiplicamos el resultado por 1/2 ya que no se tomod en cuenta en la resolucién

1 1
Ej- m * cos(m) dm = Sm* sen(m) + Ecos(m)

5. Evaluamos la integral

A

1(" (m) « d 1 ( )+1 m) [0 1] 1 =« 1] 1 T

— * * = — * — = — | — |— % —x% = —— - —

> ”/zm cos(m m 2m sen(m 2cosm > %3 > 2
7.

= —1.285398

Vi
f 03 cos(82)do = —

I

N =

s
4
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1.2.

Integrales trigonométricas

En esta seccidn no se ensefia una formula como tal, sino mas bien se enseian los cambios que se pueden
realizar a través de identidades trigonométricas para facilitar la resolucién que contenga una funcion
trigonométrica. También se le ensefia una estrategia para resolver ciertas integrales que contienen seno
y coseno con potencias dadas, asi como integrales que contienen tangente con secante. En resumen, se
le ensefia a jugar con las antiderivadas de esas funciones.

Para recordar dichas identidades trigonométricas vea la siguiente tabla:

Tabla1l.2a

Identidad

Identidad

Identidad

Identidad

sen*(x) + cos*(x) =1

1+ cot?(x) = csc?(x)

tan®(x) + 1 = sec?(x)

sen(A4) cos(B) %[sen(A —B) +sen(A+ B)]

cos?(x) — sen®(x) = cos(2x)

2sen(x)  cos(x) = sen(2x)

cos(3x) = 4cos(x) — 3cos(x)

sen(4) sen(B) = % [cos(A— B) — cos(A + B)]

%[1 + c0s(2x)] = cos*(x)

cost(x) —sent(x) +1 = ZCOSZ(X)

sen(A + B) = sen(A)cos(B) + sen(B)cos(4)

cos(A4) cos(B) = %[cos(ﬂ —B) + cos(A+ B)]

%[1 — cos(2x)] = sen®(x) sen(3x) = 3sen(x) — 4sen3(x) | cos(4 + B) = cos(A)cos(B) — sen(4)sen(B) cse(x) = sen(a) . sec(x) = c0s()
1[1 + cos(4x)] = cos? (2x) 1[1 — cos(4x)] = senz(Zx) cos(A — B) = cos(A)cos(B) + sen(A4)sen(B) tan(x) = sen(x) . cot(n) = 1 _ cos(x)
2 2 cos(x) ' tan(x)  sen(x)

En el siguiente ejemplo se demuestra lo antes dicho. Se hace un cambio a través de una identidad

trigonométrica.

Ejemplo 1
.[ sen?(x)dx

1. Nos recordamos de la identidad (ver Tabla 1.2.a)

%[1 — cos(2x)] = sen?(x)

2

Realizamos la sustitucion de identidad

[1 —cos(2x)]dx =

%fl—cos(Zx)dx=%de

—fcos(Zx) dx]

1
f dx = x y f cos(2x) dx = Esen(Zx) —» (se resuelve por sustitucion)

2.
1
fsenzx dx =f
3. Recordando que:
4, Entonces:

%U dx —fcos(Zx) dx] =
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1[ 1
x_

2

1
= —x ——

> 2 sen(2x)

sen(2x)

1 1
sen?(x)dx = —x — Zsen(Zx) +C
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Ejemplo 2

f tan? (g) dx

1. Serealiza la sustitucion

x ) du 1
u= 3 procedemos a derivar: x_3 y por tanto: dx = 3 du

2. Sustituimos en la integral

jtanz (g) dx = jtanz(u) *3du = SItanz(u) du

3. Debemos ver la Tabla 1.2.a y ver la identidad que dice:
tan?(x) + 1 = sec?(x)

[ tan?(x) = sec?(x) — 1 ] Despejando para tangente

3.1. ¢De ddnde se obtiene esa identidad?
sen?x + cos?x = 1 Del circulo unitario obtenemos

sen’x cos?*x 1

-—+——>-=——— Sedivide todo por cos®x
cos?x = cos?x  cos’x

senx 1

=tanx ; = secx Nosrecordamos de las identidades
coSx coSXx

tan?x + 1 = sec?x Llegando a tener
4. Realizando la sustitucidon de identidad trigonométrica

3 f tan?(u) du = 3 f sec?(u) — 1du
5. Recordamos de la tabla de integracion que:
fsecz(x)dx = tanx y que: J. ldx=x
6. Entonces:

3 f sec’(u) —1du = 3[tan(u) — u]

7. Volvemos a la variable original

3[tan(u) —u] = 3tan(u) —3u = 3tan (g) -3 (g) = 3tan (g) —-x

f tan® (g) dx = 3tan (g) —x

Como se puede notar querido lector, es lo que se le explicaba anteriormente. Para resolver este tipo
de integrales simplemente se debe conocer, mejor si es de memoria, las identidades trigonométricas
puesto que debe ir jugando con la integral original, como en un cubo de rubik y buscandole el modo a
la integral. Vea el cambio que se realiza para resolver la siguiente integral. Se separan por leyes de
exponentes y luego se juega con las identidades.
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Ejemplo 3
/2

f sen®(x)dx
0

1. Separamos la integral de la siguiente manera:

/2 /2
j sen®(x)dx = j sen(x) * sen*(x)dx
0

0

2. Se debe recordarnos de la identidad (Ver Tabla 1.2.3)
sen’x + cos?x =1 otambién sen?x =1 — cos’x

3. Entonces realizamos la siguiente separacién de potencias:
s s

2
] sen(x) * sen*(x)dx = f sen(x) * [sen?(x)]?dx ahora realizamos la sustitucién
0 0

T/
] 2sen(x) *[1 — cos?x]?dx
0

4. Se realiza la siguiente sustitucion:

du du
u=cos(x) ; — = —sen(x) por tanto: dx = ———
dx —sen(x)
5. Se analiza los limites de integracion:
Cuando: x =0 u=1 ; cuando x = ”/2 u=20

6. Planteando la nueva integral (Del paso 3.)
T

0
f 2sen(x) [1— (cosx)?)?dx = f sen(x) [1 — u?]? = du
0 1

0
_oan 1 — 4212 «
“sento) fl [1—u?]?*xdu

0 0 0
=f—[1—u2]2*du=f —[1—u2]2*du=—f 1-—2u?+u*du
1

1 1

7. Cambiando los limites de integracion:

b a
ff(x)dxz—f f(x) dx
a b
8. Continuando 1

0 1 2 1 8
—f 1-2u?+utdu = f 1-2u+utdu=u—-u>+-u®>| = — (0.533333)
) . 3% 75 15

0

T/, 8
f sen®(x)dx = — = 0.533333
. 15

Como se puede ver, simplemente se trata de cambios a través de las identidades. Es ir jugando con
cambios hasta que la integral vaya tomando un camino de solucién. Ahora le mostraré unos casos
peculiares de las integrales trigonométricas.
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1.2.1 Estrategia para la evaluacion de f sen™x x cos"x dx

Los siguientes tres casos son estrategias para evaluar integrales en donde se estd multiplicando seno
y coseno con potencias diferentes. Estos casos son posibles ya que la derivada de seno es coseno vy la
derivada de coseno es menos el seno.

a) Sila potencia del coseno es impar (n = 2k + 1), se extrae un factor coseno de esta forma.
j sen™x * cos?**tlx dx = f sen™x * (cos?x)* cosx dx = f sen™x (1 — sen?x)¥ cos x dx

Luego se hace la sustitucidon: u = senx

Ejemplo 4.a

jsenzx cos3x dx

1. Separamos el coseno y de coseno buscamos pasarnos a seno por la identidad trigonométrica
j sen?x * cos’x * cosx dx = j sen?x * (1 — sen’x) cosx dx
2. Serealiza la siguiente sustitucion

du o
u = senx entonces T cos(x)  yfinalizando: du = cos(x)dx

3. Realizando la sustitucion nos queda
5

ud u
juz(l—uz)*du = fuz—u“du = 3-7

4. Seregresa a la variable original

ul u5_1 5 1 Syt C
3~ 5 T gsem’x—gsen’x

2 3 1 3 1 5
senx cos°x dx = §S€n x—gsen x+C

b) Si la potencia del seno es impar (m = 2k + 1), se extrae un factor seno y se utiliza
sen’x =1 — cos®x

fsenz"*lx * cos™x dx = f(senzx)k * senx * cos™x dx = f(l — cos?x)k x senx x cos™x dx

Luego se hace la sustituciéon: u = cosx

Nota: Debe observar la potencia de ambos, seno y coseno es impar se puede utilizar a) o b)

Ejemplo 4.b

fsen3x * c0S%x dx

1. Separamos el seno y de seno buscamos pasarnos a coseno por la identidad trigonométrica
f sen’x x cos’x x senx dx = f(l — cos?x)cos?x x sen(x)dx

2. Serealiza la sustitucion
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B u (x) dx = du
U = cosx I sen(x x_—sen(x)

3. Se Ingresa la sustitucion de la integral del paso 1
f(l — cos?x)cos?x * sen(x)dx = f(l —u?)xu?*x —du = f(uz — 1) *u?du

5 3

uv u
4 2

u*—utdu = ———

J 53
4. Regresando a la variable original

us  ud 1 1 i

— —— = =(C0S°X —=C0S°X

5 3 5 3

3 2 1 5 1 3
sen’x x cos xdngcos X =z c0S x+C

c) Silas potencias de ambos, seno y coseno son pares utilizamos las identidades del angulo medio
1 1
sen’x = 3 [1—cos(2x)] ; cos?x = 5 [1+4 cos(2x)] ; 2senx xcosx = sen(2x)
Ejemplo 4.c

j sen?x cos?x dx
1. Recordamos la identidad (ver Tabla 1.2.a)

sen?(x) = %[1 —cos(2x)] ; cos?*(x) = %[1 + cos(2x)]

2. Analizamos la multiplicacién de ambas identidades

sen?(x) * cos*(x) = l[1 — cos(2x)] ! [1+ cos(2x)] =

> 5 [1 — cos?(2x)]

e

3. Sustituimos el resultado del paso 2. En la integral

1 1
fsenzx cos?’x dx = fZ [1—cos?(2x)]dx = Z_]. 1 —cos*(2x)dx

4. Nuevamente sustituimos la identidad de coseno al cuadrado de 2x.

—1f1 1[1-4— 4]d—1f111 (4)d—1f11 (4x)d
=1 > cos(x)x—4 22cosxx—422cosxx
1 1 sen(4x) 1 1
= g.fl—cos(élx)dx = g[x—T] = §x—§sen(4x)+c
fsenzx cos’xdx = —x — isen(4x) +c
8 32

Sabiendo que la derivada de tangente es secante al cuadrado. A continuacién, veremos los casos
cuando tenemos tangente multiplicando con tangente y sus exponentes.
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1.2.2 Estrategia para la evaluacion de f tan™x * sec"x dx

De igual manera se juega con el conocimiento que la derivada de tangente es secante al cuadrado y que
la derivada de secante es secante*tangente. Se analizan los dos siguientes casos para la integracion de
estas multiplicaciones con distintos exponentes.

d) Si la potencia de la secante es par (n = 2k, k = 2), se extrae un factor sec?x y se utiliza la
identidad: sec?x = 1 + tan®x para expresar los factores que quedan en términos de tanx

j tan™x * sec®*x dx = j tan™x * (sec?x)k~1 x sec?x dx = f tan™x (1 + tan®x)* 1 sec? x dx

Luego se hace la sustituciéon u = tanx

Ejemplo 4.d

j tan®x * sec*x dx

1. ldentificamos el caso d). Extraemos el factor sec?x

j tan®x * sec*x dx = ftan5x x sec’x * sec’x dx = J tan®x * [1 + tan’x| * sec?x dx

2. Realizamos la respectiva sustitucion

u=tanx

du ) du
— = sec”x portanto: dx =

dx sectx

3. Lo sustituimos en la integral

du
j tan®x = [1 + tan?x] x sec?x dx = fu5 * [1 4+ u?] s;z’/x * oiis

qu*[1+u2] du

4. Realizamos la integral del paso 3.
1 1
qu* [1+u?]du= fu5+u7du= gu6+§u8+C
5. Volvemos a la variable original.
lu6 +-ud+C = 11:an6x +1tan8x +C
6 8 6 8

1 1
f tan®x * sec*x dx = Z tan®x + 3 tan8x + C

e) Si la potencia de la tangente es impar (m = 2k + 1), se extrae un factor sec * tanx y se utiliza
laidentidad: tan?x = sec?x — 1 para expresar los factores que quedan en términos de secx

f tan™x x sec"x dx = f(tanzx)" * sec™ 1x * secx * tanx dx

= f (sec?x — 1)* sec™ 1 x * secx * tanx dx Luego se hace u = secx
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El ejemplo anterior (del caso d) también pudimos haberlo resuelto por el caso e) ya que la potencia de
tangente era impar.

Ejemplo 4.e
f tan®x * sec?*x dx

1. Reconocemos el caso e). Tratamos de llevar todo en términos de secante y sacar el factor tanx *
secx

j tan®x * sec?’x dx = j tan*x * secx * tanx * secx dx = f(seczx — 1)? x secx * secx * tanx dx

N

Realizamos la sustitucién

du du

u=secx ; Tx = secx xtanx ; portanto dx =
X

3. Sustituyendo en la integral del paso 1.

](seczx —1)% x secx * secx x tanx dx = j(u2 — 1)% % u * Secx * tarx *

secx x tanx

du
secx tanx

4. Quedando la integral
j(uz—l)z*udu = fu*(u4—2u2+1)du = ju5—2u3+udu

5. Resolviendo la integral

1 2 1 1 1 1
ju5—2u3+udu = gu6—zu4+§u2 = gu6—§u4+§u2
6. Volviendo a la variable original
1 1 1 1 1 1
guf’ — Eu”‘ + Euz = gsec6x - Esec‘*x + Eseczx +C
1 1 1
f tan®x * sec’x dx = Esec6x - Esec“x + Eseczx +C

A través de estos ejemplos vuelvo a repetirle querido estudiante que estas integrales se resuelven
jugando con las identidades y con los casos de derivacidon he integracion. Algunos problemas se
resuelven utilizando también integracién por partes como:

Ejemplo 4.e.2.
fsec3x dx

1. Pararesolverla debe descomponerla por leyes de potencia

fsec3x dx = fseczx * secx dx

2. Identificamosau y dv
u = secx dv = sec’x dx
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du
Ix secx x tanx  portanto: du = secx xtanxdx v = f sec?x dx = tan(x)

3. Lolngresamos en la férmula de integracién por partes

fudv=uv—fvdu

jseczx x secx dx = secx * tanx — f tanx * secx * tanx dx

j sec?x * secx dx = secx * tanx — f tan®x * secx dx

4. Resolvemos por aparte la integral (como no cumple con ninguno de los casos anteriores se
intenta jugar con las identidades).

j sec?x * secx dx = secx * tanx — f tan®x * secx dx
jseczx * secx dx = secx * tanx — f(seczx — 1) * secx dx
j sec3x dx = secx * tanx — j sec3x — secx dx

jsec3x dx = secx * tanx — f secdx dx + J secx dx

5. Debe darse cuenta que nuevamente nos salié la misma integral que se quiere encontrar. Entonces
como esta restando por la derecha se pasa a sumar a la izquierda.

jsec3x dx = secx *tanx — fsec3x dx +fsecx dx
jsec3x dx + fsec3x dx = secx tanx+fsecx dx
2 .[ sec3x dx = secx * tanx + f secx dx

2 f sec3x dx = secx * tanx + In(secx + tanx)

6. El2 que estd multiplicando pasara al otro lado a dividir quedando la integral

1
fsec3x dx = zsecx *x tanx + zln(secx + tanx) + C

En este punto se aprende dos nuevas identidades de integracién que usted debe afiadir a su formulario.
Una de ellas la utilizamos en el ejercicio anterior.

ftanx dx = In(secx) + C

f secx dx = In(secx +tanx) + C

A continuacidn, se vera los ultimos tres casos de estrategias para la resolucién de integrales
trigonométricas.
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1.2.3 Estrategia para la evaluacion de f sen(Ax) * cos(Bx) dx
Estrategia para la evaluacion de f sen(Ax) = sen(Bx) dx

Estrategia para la evaluacion de f cos(Ax) * cos(Bx) dx

En estos casos se basan mds que todo en identidades trigonométricas. La recomendacion es que se
memorice, pero si no lo logra, puede sustituir valores para corroborar si de la identidad que usted se
recuerda es correcta.

f) Para evaluar la integral de forma

fsen(A) * cos(B) dx

1
Se utiliza la identidad : sen(A) * cos(B) = 3 [sen(A — B) + sen(A + B)]

Ejemplo 4.f
jsen(Sx) * cos(5x) dx
1. ldentificamos rapidamente la identidad. Luego identificamos Ay B

A=8x y B=5x
2. Utilizando la identidad serd

1

sen(4) * cos(B) = 3 [sen(A — B) + sen(A + B)]
1
2

sen(8x) * cos(5x) = = [sen(8x — 5x) + sen(8x + 5x)]

sen(8x) * cos(5x) = %[sen(Bx) + sen(13x)]

3. Sustituyendo el resultado del paso 2. En el paso 1.

jsen(Sx) * cos(5x) dx = f%[sen(?,x) + sen(13x)] dx

4. Resolviendo la integral

f%[sen@x) + sen(13x)] dx = lf sen(3x) + sen(13x) dx

2
%f sen(3x) dx + %f sen(13x) dx = —% * %cos(3x) — % * %cos(le) +C
fsen(8x) * cos(5x) dx = — % * cos(3x) — 21_6 * cos(13x) + C
I
g) Para evaluar la integral de forma
fsen(A) * sen(B) dx
Se utiliza la identidad: sen(A) = sen(B) = %[COS(A — B) —cos(A+ B)]
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Ejemplo 4.g

fsen(8x) « sen(5x) dx

1. ldentificamos rapidamente la identidad. Luego identificamos Ay B
A=8x y B=5x

5. Utilizando la identidad serd

sen(4) * sen(B) = %[cos(A — B) —cos(A + B)]
1
2

—

sen(8x) * sen(5x) = =[cos(8x — 5x) — cos(8x + 5x)]

N =

sen(8x) * sen(5x) = =[cos(3x) — cos(13x)]

6. Sustituyendo el resultado del paso 2. En el paso 1.

jsen(Sx) * sen(5x) dx = f%[cos(?,x) —cos(13x)] dx

7. Resolviendo la integral

]%[cos(Sx) — cos(13x)] dx = %j cos(3x) — cos(13x) dx

1 1 1 1 1 1
5] cos(3x) dx — E,f cos(13x) dx = >* §sen(3x) —3* Esen(13x) +C

1 1
f sen(8x) * sen(5x) dx = 3 * sen(3x) — %6 xsen(13x) + C

h) Para evaluar la integral de forma

f cos(A) * cos(B) dx

1
Se utiliza la identidad: cos(A) * cos(B) = 3 [cos(A — B) + cos(A + B)]

Ejemplo 4.h
fcos(Bx) * cos(5x) dx

1. Identificamos rapidamente la identidad. Luego identificamos Ay B
A=8x y B =05x

2. Utilizando la identidad sera

cos(A) x cos(B) = —=[cos(A— B) + cos(A+ B)]

NP -

cos(8x) * cos(5x) = = [cos(8x — 5x) + cos(8x + 5x)]
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1
cos(8x) * cos(5x) = 2 [cos(3x) + cos(13x)]
3. Sustituyendo el resultado del paso 2. En el paso 1.

f cos(8x) = cos(5x) dx = f%[cos(Sx) + cos(13x)] dx

4. Resolviendo la integral

j%[cos(Sx) + cos(13x)] dx = %f cos(3x) + cos(13x) dx

1 1 1 1 1 1
= Ej cos(3x) dx + 5] cos(13x) dx = 5* §sen(3x) + > * 1—35en(13x) +C

5. Larespuesta sera

1 1
f cos(8x) * cos(5x) dx = i sen(3x) + 2 sen(13x) + C

Como puede ver querido estudiante, la resolucidn de este tipo de integrales no es dificil, asi que no se
mentalice que lo es. Con calma debe ver:

e (Quétipo deidentidad debe realizar?

e Debe ver con calma si debe realizar la integral que le estdan dando por partes (como el ejemplo
de la integral de secante al cubo).

e Sidebe utilizar alguno de los casos antes mostrados (ocho casos vistos)
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1.3. Integrales por sustitucion trigonométrica

Existen algunas integrales que no se pueden resolver, ni por método de sustitucidn ni integracién
por partes. No siendo integrales trigonométricas originales, se realiza una sustitucidon que hace que
se conviertan en las mismas.

¢Qué tipos de integrales seran las de sustitucion trigonométrica?

Vx2 — 4 x2

Ja —x%?dx j—dx ; f\/4+2x2 dx ; f—dx

j x? V3 + x2

Con este tipo de integrales se debe realizar una sustitucién trigonométrica. La idea es que de las
integrales anteriores se conviertan en integrales trigonométricas (como las aprendidas a resolver

en la seccion 1.2)
éPor qué se realiza una sustitucién trigonométrica?

1. Pongamos un ejemplo de integral

j V1 —x2%dx
2. Nos recordamos de la identidad trigonométrica
sen?8 + cos?6 =1
3. Despejamos para coseno
cos? =1 — sen?6

cosf =+/1 — sen?6
4. Realizamos la sustitucion
X = senO
dx
0= cosf@ portanto dx = cosO = db

5. Sustituimos en la integral

f\/l—xzdxzf\/l—senze * cos0 = d@

6. Sustituyendo el resultado del paso 3. En el paso 5.

f\/l—senze * cosO * dO = fcos@*cos@*d@ =fc0529 deo

7. Vea que el resultado del paso 6 se llega a una integral trigonométrica.

1 1 1 sen(260
fCOSZH ao = j-z[l + cos(260] df = Ef 1+ cos(260) do = 5[9 +#]

— — = — % * = - — % *
> + —sen 2 + sen cos + sen cos

8. éComo volvemos a la variable original?
Para regresar a la variable original necesitamos analizar el siguiente tridngulo.
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8.1.  Ingresamos un triangulo rectangulo con angulo 8 (El de la sustitucion)

0

8.2. Identificamos los catetos, opuesto, adyacente e hipotenusa. Como la sustitucién era
x = senf
sen"'x =6 Despejamos para 0

Sabiendo que el angulo opuesto a 0 es el de enfrente y adyacente es el de alado

Cat.Op

X
senf = ——— = — Esto se obtiene de la sustituciéon
Hipotenusa 1

Entonces ya tenemos identificado los lados
Hip = 1

Cat.Op = x
0

Cat.ady = /1 —x2

8.3.  El cateto adyacente se deduce por Pitagoras. Como se tiene la hipotenusa y el cateto
opuesto

Cad.ady = /Hip? — Cat.Op? = J12 —x2 = /1 — x2

8.4. Yatenemos seno. Ahora debemos identificar el coseno (a través del triangulo)
Cat.ady V1 —x?
= =41—x2
Hip 1
cosO = /1 — x?

cosO =

9. Volviendo a la variable original del resultado del paso 7.

1 1 1 1
29+E*sen9*c059=Esen‘1x+z*x*\/1—x2

10. Llegando a la respuesta

1 1
f 1—x2dx=§58n‘1x+§x* 1—x2+C

Esta integral se pudo ver un poco larga en la resolucidén. Pero a medida que se vaya adquiriendo
experiencia en resolverlas se hard cada vez mas facil y no se necesitara de tantos pasos.
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La siguiente tabla es para ver qué sustitucidon se debe realizar en ciertas expresiones.

Tabla1.3.a
Tabla de Sustituciones Trigénometricas
Expresion Sustitucion Identidad Al momento de Sustituir
Ja? = x2 x=asend - T 9 <X 1 — sen?d = cos? | Va2 — a2sen?d = Ja?[1 — sen26] = ay/cos?8 = acosd
' 27 T2
Ja? +x? x=atanf I <g< T 1+ tane = sec? \/Qz + a’tan®6 = Jaz[l +tan?d] = a\/seczﬁ = asec
! 2 2
Ji?—a? | x=aseco ; 0<o< g 0 m<0< ? sec?6 — 1 = tan20| Va2sec?6 — a2 = Ja?[sec?6 — 1] = ay/tan?6 = atan®
Ejemplo 1
Vx?2 -9

1. Iniciamos con la respectiva sustitucion (en base a la Tabla 1.3.a)
a=3

dx
x = 3secO ; derivamos —— = 3secH * tanf por tanto: dx = 3secl * tanf db

daeg
x% = 9sec?0 ; x3 =27sec?0

2. Sustituimos

Vx2 =9 V9sec?0 — 9 1 (V9 *+Vsec?6 — 1
j—dx =f—*3$8c9*tan9d9 = —J- * secO * tan6 do
x3 27sec30 9 sec30
3. Simplificamos un poco
1 (V9 x+sec20—1 1 (Vsec?—1
—f *secG*taanHz—f—*taan@
9 sec30 3 sec?0
1f\/sec20—1 rand do 1j‘tan(0) cand do 1J‘tan29d9
—_ —_—% = - —_— % _ -
3 sec?0 an 3) sec?6 an 3 ) sec?6
4. Recordamos la identidad
tan § = sen@ _ g = 1
any = cosf '’ secv = cos0

5. Sustituimos esas identidades del paso 4. En la integral del paso 3.

1 ( tan?8 1 sen 6
an 7
- do = = | €95°0 49
B,fsecze 3f 1
cos?0

6. Utilizamos la ley de extremidades (Ley del Sandwiche para simplificar)

1 _senze 1 20 20 1
c0s20 sen<0 * cos f )
Z L9578 g = Z do = — 0 do
3 f 1 3 f c0s?0 3) %"
cos?6
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7. Pararesolver esa integral debemos utilizar la identidad de la Tabla 1.2.a

1 111 1
gfsenze do = §f§[1 —cos(20)] do = gf 1 —cos(260) do =

191 29—19 ! (20)—19 12 0 9—19 ! 0 0
6[ 2sen( )]— G 17 5en =g 17 * 2sent x cost = G 6sen * COS

8. Debemos regresar a la variable original

x = 3secO

x = 050 cosl =
3

0 = cos™! <—>
x
8.1. Llaidentidad de coseno dice
Cat. ady )
cosf = Hip por tanto: 3 = Cat.adyacente y x = Hipotenusa

8.2. Analizamos el triangulo (El cateto opuesto se obtiene por Pitdgoras)

8.3. Analizando el seno y coseno tenemos

3 Cat. opuesto x2-9
cosf =— ; senl =— =
X Hipotenusa X
9. Volviendo a la variable original del paso 7.
19 1 p p 19 1 0 0 1 _1<3> 1 Vvx2—-9 3
-0 —— * = -0 —-— * = —x% — ] — =% — % —
G 3 senf * cos 3 c senf * cos c cos 278 p p

1 _1(3> 1 Vvx?2-9 3 1 _1(3> 1 vx?2-9
= —xcos ' |=)—=+ *— = —coS — =
6 x x 6 2

10. La respuesta final es entonces:

dx = —cos
x3 6

fm 1 _1<3> 1 Vx2-9

11. Note que el dominio de x sera
(—OO ) _3] U [3) OO)
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Ejemplo 2

f du
uv5 — u?
1. Iniciamos sustituyendo la variable (Ver Tabla 1.3.a)
u=1+/5xsend ; u?=->5x*sen?0
du
0= S5xcos@ portanto du =5+ cosO * do
2. Sustituyendo en la integral
j du V5 * cosO * d@ ~ f cos6 "
uVs — u? V5 * sen@ * V5 — 5 x sen?0 senf * V5 x /1 — sen26
1 j cos6 f cos6 d@ B 1 }@fe 6
V5J send « V1 — sen 0 \/_ senf = /cos?6 sen@ * cos0

- ﬁ senf do

3. Procedemos a resolver la integral

1
ﬁ g do = ﬁf cscO df = In(csch — coth)
4. Analizamos las identidades para pasarse a seno y coseno.
9= 19 = 1 _ cos6
csev = send y cotv= tand  sen@
1 cos6
In(cscO — coth) = ln( — )
senf senf

5. Laidentidad del seno dice

u
u=+5x*send ; 9=sen‘1(—)
V5
0 Cat. Op _ u tant Cat.O Hip = /5
senf = — = — or tanto at.Op=u ; ip =
Hip \/g p p p

6. Analizamos el tridngulo (El cateto adyacente se obtiene por Pitagoras)

Hip =5 Cat.Op= u

Cat.ady = /5 — u?

7. Analizamos seno y coseno en base al triangulo rectangulo.

Uu 5—u?
senf = — cosO =

V5 V5

Ing. Brayan Veldsquez

51



8. Sustituimos el resultado del inciso 7, en el resultado del paso 3.

1 cosf / m\

ln(sen@ sen@) \\/_ % /l

9. Llegando a la respuesta.

(E-57)

u u

u u

f—du = 1n<§— 5_u2>+C
w5 —uz

Ejemplo 3

[

1. Realizamos la sustitucion

x = tan@ buscamos llegar a sec?8 a traves de: tan?0 + 1 = sec?8
dx 5 _ 5
0= sec“0 despejamos para dx = sec”“0 = d@

2. Analizamos los nuevos limites de integracion
Cuandox=0 6=0 : cuando x = 1 0=7T/4

3. Sustituimos
jl dx _f”/4 sec?0 + do _f”/4sec29*d9 _J‘n/4sec29*d9 _f”/4 do
o (x241)2 B 0 (tan?26 + 1)2 o (sec?6)? B 0 sec*d o sec?6

4, Recordamos la identidad de secante

1 1

—_— — p— p— 2
secl 250 por tanto soc20 1 cos“0
cos?6
5. Sustituyendo en el paso 3.
/4 dé /4 1 /4
.’; —oc?g = 0 cos?0 df = f =[1 + cos(26)] d6 Efo 1+ cos(26) do
1 a 1 1 1
s s
- — x—4= I - -4z
[6’ + = sen(ZB)] 0 + - sen(29) 5% + 2t sen( /2) 3 + 2
0
6. Llegamos a la respuesta
f _ + L 0.642699
o x2+1)2 8 4 7
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1.4. Integracion de funciones racionales mediante fracciones parciales

Este método sirve para integrar cualquier funcidon racional (Division de Polinomios). La idea
P(x
(—)) y expresarla como una

es descomponer la funcién racional (en forma de fraccion f(x) = e

suma de fracciones simples, llamadas fracciones parciales.

Ejemplos de integrales que resolveremos convirtiéndolas a fracciones parciales

jx3+4x2—2x—1 _j6x2—2x2+1d f 15 A f X 4
x2+2x —4 X 3x2—-9 X (x—4)(x2+9) X x2+2x+5 x

¢Como se descompone una fraccion parcial?
Primero se debe recordar cdmo sumar fracciones complejas. Sumemos la siguiente fraccién

2+ X
X x—2
Sumamos la fraccion
2+ x 2(x—2)+xx*x 2x — 4 + x? x>+ 2x—4
x x—2 x(x —2) T ox(x—2) 0 x?2-—-2x
2+ x x4+ 2x—4
x x—2  x2-2x

Ahora, suponga que le piden descomponer la funcién racional (Regresar a la fraccion original)

x2+2x—4
xZ —2x

1. Se divide el numerador dentro del denominador

Nota: Esto se hace Si y solo si el exponente principal del numerador es de igual magnitud que el
exponente principal del denominador (Como este caso).

También sucede si el exponente principal del numerador es mayor que el exponente principal del
denominador

4x — 4

1 -
+x2—2x

xZ—Zx‘ +2x—4
—x% 4+ 2x
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x4+ 2x—4 . 4x — 4

x2—2x x2 —2x
2. Nos concentramos en la fraccion
4x — 4
x2 —2x
3. Se procede a factorizar el denominador de la fraccidn del paso 2. (Factor comun)

x2=2x=x(x—-2)

4x — 4 4x — 4

x2—2x  x(x—2)

4. Seintroducen variables Ay B.

4x—4 A B
xx—2) = + pr— Donde Ay B seran constantes (Qué se deben buscar)

Nota: Se observa el denominador para saber qué tipo de funcién colocara en el numerador. Por
ejemplo:
en x se coloco A porque x es una funcidén lineal y a eso se le baja en exponente 1 al igual que
con B ya que x — 2 es lineal también.

5. Elsiguiente paso es encontrar el valor de Ay B (son numeros o constantes)

4x — 4 _A+ B
x(x—-2) x x-2

A B
4x—4=[—+ ]*x(x—z)
X 2

x_

4x —4=A(x—2) + Bx

4x — 4 = Ax — 2A + Bx | De esta ecuacidn planteamos

@l 4= G- 24+

Luego con una suposicién planteamos las siguientes ecuaciones

@ = @ + Planteamos las x

|—4 |= |—2A| Planteamos las constantes

6. Se resuelven las ecuaciones del paso 5.
A=2
B=2
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Entonces:
4x — 4 _ A B 2 2

x(x—-2) x x-2  x x-2

7. Se une el resultado del paso 6, en el resultado del paso 1.
4 4x — 4 1 + 2 + 2
x2—2x -2

7.1. Como no se parece el resultado inicial, podemos hacer que si lo sea. Simplemente sumando

1+2+ 2 -1+ 2 +2 _ x—2+2+2 _ X +2
x—2 x—2 ) x x—-2 x

8. Volviendo al inicio y habiendo comprobado la fraccidn parcial:

X+ 2x—4 2, 1+24 R do a la fraccién original
2—2x = x P = X x—2 egresan 0 a la Iraccion orlglna

Esto sirve para resolver algunas integrales donde no se pueden realizar sustituciones, ni resolver por
partes. Vea el ejemplo No 1. Se integrard la misma funcion racional que descompusimos en fracciones
parciales.

Ejemplo No.1
.[ x2+2x—4

d
x2—2x x

1. Como vimos anteriormente, esta funcidn se puede convertir por fracciones parciales. Por tanto,
sustituimos el resultado del paso 8.

fx2+2x—4d _f 2 2
x2—2x = x x-—2

2. Separamos la integral

2 2 2 2
f1+—+— dxzfl dx+f—dx+f—dx=x+21nx+21n(x—2)
X x-—2 X x—2
3. Recordamos las identidades de integracion.
2
f 1dx=x ; f; dx = 2 Inx f— dx = 2In(x — 2) Por sustitucién
4. Quedando la respuesta al unir lo anterior

x%+2x —4
f—dx=x+21n(x)+21n(x—2)+C

x% —2x
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Ejemplo 2
f x—10 P
—— dx
x% —2x
1. No se divide por division larga, ya que el término principal del denominador es mayor que el
numerador

2. Por tanto, nos concentramos en el denominador y lo factorizamos (por factor comun)
x2—=2x = x(x—2)

3. Planteamos la fraccidn parcial

x—10 _ x—10 _A+ B
x2—=2x x(x—-2) x x-2

4, Planteamos la ecuacion
x—10 A B

x(x—2) - ;+x—2

B
xX—2

A
x—10 = [—+ ]* x(x—2)
X
x—10 = A(x—2)+Bx
x—10 = Ax—2A+Bx

@[=10]= @o [ 2]+

Luego con una suposicion planteamos las siguientes ecuaciones

@ = ®+ Planteamos las x

| —10|=|—2A | Planteamos las constantes
5. Seresuelven las ecuaciones del paso 4.
A=5
B=-4
6. Entonces
x—10 A N B 5 4
x(x-2) x x—-2 x x-2

7. Entonces sustituimos la fraccién parcial encontrada en el paso 6.

x—10 5 4
f—dxzf—— dx =5Inx —41In(x — 2)
x2%—2x x x—2

8. Larespuesta es:
x—10
fz— dx = 5lnx—4In(x—-2)+C
X% — 2x
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Existen casos para resolver este tipo de integrales. Los casos dependen de la forma de Q(x). Recuerde
que, la forma de una funcién racional que integramos en este capitulo es:

f@ =560 = S

Caso No. 1: SiQ(x) es un producto de factores lineales distintos
Q%) = (a;x + by) * (ayx + by) * (azx + b)+... +(apx + by)

R(x) A, A, A, A,
= + + +ob—
Q(x) a;x+b, azx+b; azx+b; apx + by

Ejemplo 3.1
2x%2—x+4
x—D*x(x+2)«*2x+1)*(1—x)

Plantee la fraccion parcial de:

1. ldentificamos el caso No. 1 debido a que Q(x) contiene productos de factores lineales distintos.

2x%> —x+ 4 _A+B+C+D
(x—D*xx+2)+«Rx+1D)*(1-%x) x—-1 x+2 2x+1 1-—x

2. Identificamos los productos
2x2—x+4 A C

x—-D*x+2)*x2x+1)*(1—-x) x—-1 x+2 2x+1 1—-x

Ejemplo 3.2.
S5x+1

2t Dx— DY

1. Identificamos que es el Caso No. 1 el denominador Q(x)

2. Como el denominador ya esta factorizado, procedemos a plantear la fraccién parcial.

5x+1 A N B
x+1Dx-1) 2x+1 x-1

5x+1 =

A B
[2x+1+x—1]*(2x+1)(x_1)
5+1 = A(x—1) + B(2x+1)

5x+1 = Ax —A+2Bx+B

GO+ =@ -[A] + @B + [8]
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@ =® + Planteamos las x
= + Planteamos las constantes

3. Resolviendo las ecuaciones planteadas del paso 2.
A=1
B=2
4. Teniendo asi la fraccidn parcial
5x+1 A B 1 2

2t Dx—1 2x+1 x-1 2x+17x-1

5. Volviendo a la integral
5x+1 f 1 2

2t DDy o™

6. Resolvemos la integral

j2x+1+x—1dx B fo+1dx+jx_1dx = 7In@2x+1) +2In(x - 1)

5x+1
2x+1D(x-1)

1
dx = 3 In(2x +1) + 2 In(x — 1)

Caso No. 2
Si Q(x) es un producto de factores lineales en donde algunos se repiten
Asumiendo que (a;x + b,) se repite "r" veces como factor de esta forma: (a;x + b;)"

Q(x) = (a;x + by)"

R(X) A, 4, As A,
= + + o ———
Q®) ayx+b; (ax+by)? (a;x+by)3 (a;x + by)"

Ejemplo 4.1
Plantee Ia fraccién parcial de: ——*
antee la fraccion parcial de: —————
P x3*x (x —2)*
1. Identificamos el caso No. 2 debido a que Q(x) contiene productos de factores lineales que se repiten
cuatro veces (exponente a la cuarta)

x2+x—1 _A+B+C+ D 4 E 4 F 4 G
x3x(x—2)% x x2 x3 x—=2 (x—=2)2 (x—2)23 (x—2)*

2. Identificamos los productos

x’+x—1 _A+B+C+ D N E N F N G
Bx(x—2) x a2 13 x—2 (x—-2)2 (x—-2)3 (x—2)*
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Ejemplo 4.2
f4x3 —2x%2—4 4
;X3 —2x? x

1. Comenzamos dividiendo la fraccion por divisién larga.

" 4
x3 —2x2
x3 —2x?| x3 — —4
—x%+ 2x2
—4
+4
0
2. Por tanto, podemos decir que:
x3—2x%>—-4 . 4
x3—2x2 x3 — 2x2
3. Nos concentramos en la fraccion
4
x3 — 2x2

4. Factorizamos el denominador o Q(x) de la fraccion del paso 3.
x3—2x% = x?(x—2)

5. Procedemos a plantear la fracciéon parcial

4 _ 4 _A B C
x3—2x2 x?2(x—2) x x? x-2
A B
_ 2
4 = ;+?+x_2]*x(x—2)

4=Axx*x(x—2)+B(x—2)+Cx?
4 = Ax? —2Ax +Bx —2B 4+ Cx?

[\ - @ Em 1 - @

6. Planteamos las ecuaciones

0 =A+ C Analizamos las constantes de x?
0 = —2A + B Analizamos las constantes de x
4 =-2B Analizamos las constantes

7. Resolviendo las tres ecuaciones, los resultados son:

A=-1
B=-2
c=1
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8. Teniendo asi la fraccién parcial
4 A+ B N c 1 2 N 1
x2(x—2)  x x2 x—-2  x x* x-2

9. Uniendo toda la fraccion

1—

- =1- =
x3 — 2x2 [ X x2+x—2

1 2 1]_1+1+2 1
B X x2 x—2

10. Planteamos la nueva integral con el resultado del paso 9.

]4x3—2x2—4d _f‘*l ¢ j41+1+2 1
, x3—2x2 ), PR T R A

11.Resolvemos la integral del paso 10.

4

12 1 2 7 2
]1+—+—2— dx = x+In(x) ———In(x—-2) | = —+ln(—)

3 X x° x—2 X 6 3

3

12. La respuesta serd
f4x3_2x2_4d =74 <2>—07612015
, -2z T 6 37T

Caso No. 3

Si Q(x) tiene factores cuadraticos irreducibles (Ninguno se repite)

Al decir irreducibles nos referimos a que no se pueden resolver como ecuacion, por ejemplo:
x2 + 4 No se puede factorizar y menos se puede resolver como ecuacion real

Si tenemos Q(x) = ax? + bx + ¢ y el discriminante b? — 4ac < 0 entonces

Rx)  Ax+B
Q) ax?+bx+c

Ejemplo 1
x%—x

Plantee la fraccion parcial de: 02+ DO+ D)

1. Identificamos el caso No. 3 debido a que Q(x) contiene productos de factores irreducibles.

x?—x _A+B+Cx+D+Ex+F
x2(x24+1)(x2+4) x x2 x2+4+1 =x2+4

2. Identificamos los productos

x%—x A Cx+D Ex+F
x

+
x2+1 x2 +4

x2(x2 +1)(x2+4)

B
+ =+
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Ejemplo 2

10 ;
f&—lXﬂ+9)x

1. Se plantea la fraccién parcial
10 A Bx +C

= +
(x—1Dx%2+9) x—-1 x2+9

A Bx+C
x—1 x2+9

1o=[ ] v (x— DG+ 9)

10=A*+9)+ (Bx+C)(x—1)

10 = Ax? 4+ 9A+Bx? —Bx+Cx —C

=++|—_Bx| +|C_x|—A

2. Se plantean las ecuaciones.
A+B=0 yaque 0x2 = Ax? + Bx? O
—-B+C=0 yaque O0x = —Bx + Cx ]

10=9A-C La ecuacion de las constantes A

3. Unavez resuelta la ecuacidon tenemos.
A=1 ;B=-1 ; C=-1

4. Teniendo asi la fraccion parcial

10 B A N Bx + C _ 1 N —x—1
(x—1Dx2+9) x—-1 x24+49  x—-1 x2+49
5. Volviendo a la integral * (

1 —x—1 1 X 1
,f(x—l)(x2+9)d fx—1+x2+9 dx = fx—ldx_fx2+9dx_fx2+9 dx

6. Resolviendo por aparte la integral No. 2 *

X o ) du du
f dx Sustituimos: u=x“4+9 ; —=2x entonces — = dx
x%2+9 dx 2x
.]' X p _.I'x du _ f Ju = l @
x2+9 ™ T utax T wo= e

6.1. Sevuelve a la variable original

1 1
_ - 2
> In(u) > In(x*+9)

7. Resolviendo por aparte la integral No. 3 (
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J‘ 1 g _f 1 g _1f 1 d X du_l_ 3dy = d
x2+9 F7 g(x_2+1> *= 9 (5)2 ¥ UTE g T3 T
9

7.1.  Sustituyendo en la variable

1 1 1 1 1 1 1 1
(3) +1

7.2. Volviendo a la variable original

% tan™lu = %tan‘1 (—)

8. Volviendo a la integral principal

10 d _f 1 d f X d j 1 d
x-—Dx2+97* " J x1 x2+9 x2+9

1 1 X
— _ _ 2 __ -1(_
x = Ln(x—1) 2ln(x +9) 3tan ( )+C

0
j(x—l)(x2+9)d 3

9. Quedando la respuesta

1 1 X
_ 1) _ = 2 _ = -1(Z
x=In(x—1) 2ln(x +9) 3tan (3)-{-(]

f(x—l)( Ok

Caso No. 4
Si Q(x) tiene un factor cuadratico irreductible repetido.

SiQ(x) = (ax?+bx+c)" donde b? — 4ac < 0 (No tiene raices reales)

Rx)  Aix+B; 4 A,x + B, 4 Aszx + B3 b A,x + B,
Q%) ax2+bx+c (ax2+bx+c)?2 (ax?+bx+c)3 (ax2 + bx + c)"

Ejemplo 1
x3—2x>+3x+1
(x2+1)3*(2x%2 4+ 3x + 2)?

Plantee la fraccion parcial de:

1. Identificamos el caso No. 4 debido a que Q(x) contiene productos de factores irreducibles repetidos.
Uno de ellos esta elevado al cubo y otro al cuadrado
x3—2x2+3x+1 Ax+B Cx+D Ex +F Gx+H Ix+]

(x2+1)3*(2x2+3x+2)2_x2+1+(x2+1)2+(x2+1)3+2x2+3x+2 (2x%2 + 3x + 2)?

2. Identificamos los productos
x3—2x*+3x+1 Ax+B Cx+D Ex +F Gx + Ix +]

(2 +1)3*(2x2+3x+2)2 x2+1 +(x2+1)2+(x2+1)3+2x2+3x+2 (2x% + 3x + 2)2
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Ejemplo 2
f dx
x(x2 +4)2
1. Identificamos por el denominador el caso No. 4 (contiene un cuadrado irreducible que se repite)

2. Planteamos la fraccién parcial y la resolvemos (encontrar los valores A, B, C, D y E)

1 A Bx+C Dx + E

X214 x 212 Zraz

1 A+Bx+C+ Dx +E
Clx x24+4 0 (x24+4)2

* x(x% + 4)?

1=AX?*+4)?*+ Bx+C*x*x*+4)+ (Dx+E)* x
1= A(x*+8x2+16) + (Bx? + Cx)(x*> + 4) + Dx? + Ex
1= Ax*+ 8Ax%? + 16A + Bx* + 4Bx? + Cx3 + 4Cx + Dx? + Ex

<>=++++[M+%A+/E\+[D_xz] + [Ex\

3. Planteando las ecuaciones tendremos

0=A+B Analisisdex* (O
0=C Analisisde x®  /\
0=8A+4B+D Analisisdex? [
0=4C+E Analisis de x /A
1 =16A Analisis de la constante <>

4. Laresolucion de las ecuaciones del paso 3 son:

A—l
16
B 1
16
C=
D— 1
4
E=
5. Teniendo asi la fraccién parcial
1 1 1
1 _ A Bx+C Dx+E _ E+—1—6x+0+—1x+0
x(x2+4)?2  x x2+4 (k2442 «x xZ+ 4 (x2 + 4)2
1 1 1
E+—1—6x+0+—1x+0 1 1 1 x 1 x
= — = —%—- —— k—— — —
x x2+4 (x2 + 4)2 16 x 16 x24+4 4 (x%2+4)2
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6. Volviendo asi a la integral

f dx f 1 1 1 X 1 X p

—_— = —_— % — — — % —_ — %k

x(x% + 4)2 16 x 16 x2+4+4 4 (x2+4)2 x

7. Integrando por aparte * )

1 1 1 X 1 X d 1f1d 1J‘ X d 1f X d
—_— = —— — — — f —— = — | — _— | — —_ | —
16 x 16 x2+4 4 2442 YT 16)x ™ "16) 212 Y T4 rrap ™

7.1. Resolviendo la integral nimero 2 *

1fxd Sustitui -—2+4-du—2-d—du
16| 272 X ustituimos: u = x D I X ; x—zx
1j X P 1 (x du 1 (1 d 1l
_ ] —— = ——|] —% — = —— | — % = - —
16)] 2 +4 T " 16)ut2x T T32)u T T3
7.2. Volviendo a la variable original
1 1
——Ihu=—-——In(x?>+4
37w 37 n(x? +4)
8. Integrando por aparte )
1f ad d Sustituimos: u = x* + 4 -du—z -d—du
1) Grrae X ustituimos: u = x DT X x—zx
1j‘ x d 1 x du 1J‘ 1 p 1 1
_— _— = —_— _— = —_— _— = — % —
1) Gzrap ™ 4) W2 2x 8) W2 ™~ 8w
8.1. Volviendo a la variable original
1 1 1 1
—%— = —x
8 u 8 x2+4

9. Volviendo nuevamente a la integral principal

11 1f x 1f x o 1 11(2+4)+1 1
— | - - — —_ ] — = — _— — %
6] x% "16)x2+a ™ Ta) rraz M T16 M 32 M 8 X2 +4

10. La respuesta final sera entonces

f o *nx - oo (2 + 4) + o t
—— - —_ . ——
x(x2+4)2 16 7 32 8 x2+4
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Ejemplo 3 (Ejemplo extra)
1
fx3 1 dx

1. Factorizamos el denominador o Q(x) aplicando diferencia de cubos perfectos:
3—-1=x-Dx*+x+1)

2. Planteamos la fraccién parcial

1 1 A Bx + C

x3—-1 (x—-DEZ+x+1) - x—1+x2+x+1

2.1. Notese que se utilizd el caso No. 1y el caso No.4

A Bx + C
1=[

- Dx*+x+1
x—1+x2+x+1]*(x )+ x )

1=A(*+x+1)+ Bx+C(x—1)

1=Ax*+Ax+A+Bx?—Bx+Cx—C

[\ = () + () +/A + BA(=Bx)+ (&) - [O)

3. Planteando las ecuaciones

0=A+B ya que: 0x? = Ax? + Bx? O

0=A-B+C yaque: Ox =Ax—Bx+Cx [

1=A-C Las constantes D
4. Los valores de las ecuaciones son:

5. Teniendo asi la fraccién parcial

x3-1 (x—-DE*+x+1) x—-1 x*2+x+1

f 1 fl 11, x+2 1f 1 x+2
= — X —_— = — -
k-1 3°%—1 3 x24x+1 % T 3)x-1 +x+1 ™

_1f 1 x+2 1f 1 1f xt2
“3)x—1 4x+1 7 T332 rxr1

6. Resolviendo por aparte la integral nimero 2. ‘

1 1 x+2

1
— *
3

Ing. Brayan Veldsquez

__*—
x—1 3 x24+x+1

65



1 3
6.1. Descomponemosel: x +2 = x + 2 + 2

fx+2 d_fx+%+%d_f X+% d+3f 1 4
pranpvan L v e T I B N N

6.2. Volviendo a integrar por aparte ‘

x+g
[z g
x+x+1
6.3. Realizamos la siguiente sustitucion:
=x*+x+1 M xy1= (+1) w4
u=x“+x ; dx_x =2|x > ; 2(x+1) X
2
1 1
x+3 xX+5 du 1(1 1
———dx = * = —|—du = =In(uw)
x>+x+1 u 2(x+1) 2) u 2
2
6.4. Volviendo a la variable original
X+ 5 1 1
2 _ _
fm dx —Eln(u) = Eln(x2+x+1)
6.5. Resolviendo la otra integral por aparte ‘
3j 1 p
2) x?+x+1 x
6.6. Pasamos a la forma estdndar la funcién cuadratica del denominador.
2
Z4x+1 = x2+x+1—1+1 = x2+x+1+§ = <x+1> +E
* 4 47 2) Ta
3J’ 1 dy = 3f 1 p B +1 C du=d
2) Zrx+1 ™ T 2 e 3 w=xTy o au=a
(x+32) +3

3
3.]’ 1 d 3f 1 d 3 1 J 2 1
—_ _— X = — —_— u =— —_—adu = = _—
2 1,2 2 2,3 2f34u2 §f4u2
(x+_> n (w2 +3 l=3 1 7 +1

fﬁdfmd
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6.7.  Se realiza la siguiente sustitucion:

_2u dm 2 canto: \/§dm_d
m—\/§ Vs por tanto: > = u
6.8.  Sustituyendo
1 1 V3 dm 1
e — = = - - — -1
ZJI(Zu)Z-I-lldu 2][m2+1]* > \/§J-[m2+1]*dm V3 tan™'m
V3
6.9. Volviendo a la variable original
1
2u 2 (x + 7) 2x +1
V3tan~'m = +V3tan™! (—) = /3tan™? = V3 tan™? ( )
V3 V3 V3

6.10. Entonces la respuesta de esta integral es:

3 1
— _— = -1
2fx2+x+1dx 3 tan (

2x\/—|3_:1)

Volviendo a la integral ‘

jx+2 d_f x+5 d+3j 1 4
x2+x+1 = x2+x+1 X 2) x2+x+1 X
2x+1)
V3

x+2 1 _
jm dx = Eln(x2+x+1)+\/§tan 1(

7. Sevuelve ahora a la integral original

fld_lfl x+2d—1f1d1fx+2d
P17 T3 =1 +x+1 ™ T3 1Y T3 e+l

1 1 111 2x + 1
- _ ~1) -~ = 2 -1
f : 1dx 3ln(x 1) 3[Zln(x +x+1)++V3tan ( 73 )]

1 1 1 V3
f dx = gln(x—l)—gln(x2+x+1)+? tan‘1<

2x+1>
x3—1

P

8. Larespuesta sera:

2x+1
)+c

1 1 1 V3
dx= =In(x—1)—=In(x*+x+1 +—tan‘1<
| SInCe— 1) = ZIn( ) =

x3—-1 6 3
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1.4.1. Racionalizacion de sustituciones

Hay integrales de funciones que aparentan ser resueltas por el método de sustitucién trigonométrica.
El problema es que no se logran resolver por tal método, por lo tanto, aparece esta estrategia que
resuelve funciones racionales que contienen, ya sea en el numerador o en el denominador.

e Las integrales contienen /g (x)
e Se debe hacer la sustitucion u = /g (x)
e Seresuelve luego por fracciones parciales

Ejemplos de integrales que se resolveran

2x +1 Vx dx
[T [ Pw o [ [
X 2+ Yx x2 +x 2Vx+3+x
Ejemplo 1
1
—— dx
jx2+x\/9_c

1. Identificamos el método de racionalizacién de sustitucion [ t/g(x) =vx = u]

du 1 tanto: 2+/x d d

—_—=— or tanto: x du = dx

dx  2yx  ©

u=+Vx; u’=x ; u*=x?
2. Realizamos la sustitucion
1 1 NE u
——dx = | ———*2Jxdu = 2| ———*xdu = 2| ———=x d

.[x2+x\/3_c .fu4+u2*u* v wrus J.u4+u3* ¢

3. Planteamos la fraccién parcial
1 1 A B C

= = —+—+
ud + u? u?(u+1) u u* u+1

1 =

[A+B+ ] ‘(u+1)
—_ _ *

u u? u+1 i

1 = Au(u+1)+Bu+1)+Cu?

1 =Au?+ Au+ Bu+ B+ Cu?
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4. Planteando las ecuaciones

0=A+C O
0=A+B OJ
1= A
5. Las resoluciones de las ecuaciones son:
A= -1
B=1
c=1
6. Teniendo asi la fraccién parcial
1 A+B+ C —1+1+ 1 1+1+ 1
w+uz  u w2 u+1 ouw vz o u+1 u u? u+1

7. Volviendo a la integral

[l - a2 -lede L
_— = —_— = [ —_—
x? 4 xvx X B ruz w2 T a1 M

Descomponiendo la integral

1 1 1 1 1 1
2]——+—+ du=—2j—du+2j—du+2]—du
u u? u+1 u u? u+1

9. Integrando

0o

1 1 1 2
—Zf—du+2f—2du+2f du = —2Inu —— + 2In(u+1)
u u u+1 u

10. Volviendo a la variable original se recuerda que

u=x

2 2
—2Inu — =+ 2In(u+1) =-2Invx —— + 2In(Vx + 1)
Uu Vx

11. Teniendo la respuesta

1 2
——dx = —2lnvx — — + 2In(vx+1)+C
.fx2+xﬁ Vx Vx (Vx+1)
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1.5. Estrategias para la integracion

Recuerde querido lector que la integracion es todo un arte, a mds practica mas facil visualiza la
resolucion de estas. En esta seccion veremos un resumen de las cuatro técnicas vistas
anteriormente, unificando en algunos ejercicios varios de los métodos.

Tabla 1.5.a
xn+1 1
1. jx”dx= 2. f—dx=lnx 3.fexdx
n+1 X
ax
4, j a* dx = na 5. fsenx dx = — cosx 6. fcosx dx = senx
7. j sec’x dx = tanx 8. f csc?x dx = —cotx 9. J secx * tanx dx =secx
10. j cscx *xcot xdx = —cscx 11.J secx dx = In(sec x + tan x)
12. j cscx dx = In(csc x — cotx) 13.J tan x dx = In(sec x)
14. | cotx dx =In(senx) 15. ——t (%)
. | cotx dx =In(senx x2+2 an -
dx X dx 1 x—a
_ -1(2) . -
16.jm sen (a) ;a>0 17'fx2—a2 2aln(x+a)
dx dx 1 b
18. | ——=1 v x2 + a2 19.f—=— e
-f\/xziaz n(x+ e ) xVx? — a? " (a)
2
X a
zo.f a? +x2dx = E\/az + x? +71n(x+\/a2 +x2)
x a?
Zl.f xz—azdxzi x? —a? —7ln(x+\/x2—a2)
29 .]' dx _ X 23 f dx _ b
. (a% + x2)3/2 a%va? + x? ' (x2 — a2)3/2 a?Vx? — g2

24 f dx _ x
' (a? — x2)3/2 " a?vVa? — x2
3 X 3 X
25. f(az —x)72dx = ~3 (2x* — 5a%)ya? — x? + §a4sen‘1 (E)
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La Tabla 1.5. a es el resumen de las integrales que se vieron en matematica bdsica 2 y las integrales
vistas en los capitulos 1.1,1.2,1.3y 1.4,

Ahora veremos los pasos que tienden a un algoritmo para la resolucién de cualquier integral
1. Simplificar la integral

No realice una sustitucion directamente. A veces se debe dividir o multiplicar como en el
siguiente caso:

7 6
[33G 4 vDar = [ (e 4 x2)a = [ 245 4 x5ioax = Zxs 4 Loiiis g ¢

3 11

2. Realizar, si es posible una sustitucion

f V2x + 4 dx

du du
u=2x+4 por tanto vl 2 entonces: - = dx
du 1 1 2 1
V2x+4dx = \/17*7 = 3 Vudu = 5*5\/u3 = §,/(2x+1)3

3. Identifique el método de resolucion para la integral resultante
3.1. Integracion por partes (Capitulo 1.1)
3.2. Integrales trigonométricas (Capitulo 1.2)
3.3. Integrales por sustitucion trigonométrica (Capitulo 1.3)
3.4. Integracion de funciones racionales mediante fracciones parciales (Capitulo 1.4)

4, Repetir los pasos anteriores

A veces los tres pasos anteriores no funcionan para una respuesta en concreto. Realmente solo
existen dos métodos de integracidn: sustitucién y por partes.
Los otros “métodos” practicamente son cambios a la integral para la facilitacién de la misma.

Si tiene que repetir la integral:

4.1. Intente nuevamente la sustitucion

4.2. Intente laintegracion por partes

4.3. Realice cambios (integracién por sustituciéon trigonométrica, integracién de funciones
racionales por fracciones parciales).

4.4. Apodyese si es posible de las identidades de integracién o de otros problemas que usted haya
resuelto.

Se recalca que, es importante memorizar las identidades de integracion para facilitar la resolucién de
las integrales. Ademas, debe practicar mucho a través de textos para consolidar los conocimientos y se
convierta en un experto en integrales.
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Ejemplo No. 1
f sen x + secx

tan x

dx

1. Vemos rapidamente que es una integracién trigonométrica. Segun lo visto anteriormente, lo
primero que debemos intentar es la simplificacion.

sen x 1
tanx = secx =
COS X cos x
2. Simplificamos
nx+ ! 1
sen x + secx g _ SEN X T cosx d _ sen x 4+ [cosx 4
tan x X = senx * = | senx % senx 4
CcoS X CcoS X CcoSs X
senx 1 1
1 COS X
jm dx + jsenx dx = fcos(x) dx + Jw dx = sen(x) +fcsc(x) dx
Ccos X CcoS X
3. Recordando la Tabla 1.5. a
fsecx dx =In(secx + tanx) j cscx dx = In(cscx — cotx)

4. Integrando
j senx + secx

dx = sen(x) + f csc(x) dx = sen(x) + In(cscx — cotx)
tan x

5. Quedando la respuesta

sen x + secx
f— dx = sen(x)+ In(cscx — cotx)

tan x
Ejemplo No. 2
1
—— dx
.[ xviéx +1

1. Realizamos una sustitucién, por si no logra identificarlo este es el caso de racionalizacion de

sustituciones.
du 1 2

u=+/4x+1 derivamos — = ———— %4 = ——
dx 2V4x + 1 Vax +1
1 1
xzz(uz—l) ; dxzz*v4x+1 du

2. Sustituyendo
1
f 1 p f§v4x+1 1f u 1 (du 1f du
X = e —— - —

xVAx + 1 du =3 (PPN
X X - 2 __
g -1

X *U 2x*uu 2] x T 2
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f 1 d lf du lf 4 du Zf du
—_—dx = - _— = — _— =
xVax +1 2 1u2_1) 2) uz-1 uz—1

7 (
3. Planteando la fraccién parcial

2 2 A N B
u2—-1 (u—-D*xu+1) u—-1 u+1i

2_[u‘jl u+1] *(u—1)(u+1)

=Au+1)+Bu—-1)
2 =Au+A+Bu—8B

2] = @) + [a] + (Bw)[=B]

4. Planteando las ecuaciones

0=A+B
2=A-B
5. Los resultados seran:
A =
B=-1
6. La fraccién parcial serd
2 A B 1 1
u2-1  u—-1 u+1 u-1 u+1

7. Volviendo a la integral del paso 2 tendremos
2.[ du _ j’ 1 1 du = j’ j‘ d
uz—1 u—1 u+1 LR 1 v

2.[ du :fu—l f—du = In(u—1)— In(u+ 1)

uz—1

8. Volviendo a la variable original

In(u—1)—In(u+1) = ln(\/4x +1- 1) — ln(\/4x +1+ 1)

9. Larespuesta serd

f; dx = In(VAx+1-1)-In(V4x+1+1)+C = ln<

\/4x+1—1>
+C
xVix +1

Vix+1+1
I
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Ejemplo No. 3
f\/f eV¥dx

1. Realizamos una sustitucion

m =+x m? =

dm 1
=——  portanto: dx = 2/xdm

dx  2vx

X

2. Sustituyendo

jﬁe‘/}dx =f\/9_c*em* 2J/xdm = ZJ\/E*\/E*emdm = 2fx*emdm

2.1.  Sustituyendo m en x

ZIx*emdm = ZJmZ*emdm

3. Resolviendo la integral por partes

Z.fm2

3.1

3.2.

3.3.

3.4.

xe™ dm

Debemos identificar a través de la palabra ALPES, u y dv

u = m? dv=2emdm
du

—=2m V=f2emdm
dm

du =2mdm v=2e™m

Planteando la integral por partes

fu dv=u*v—fvdu

mez*e"‘dm = mZ*Zem—J.Zem*Zmdm

mez*emdm = ZmZem—4fm* e™ dm

Integrando nuevamente por aparte

4fm* e™ dm
Identificando nuevamente u y dv
u=m dv =4e™ dm
du
—=1 V= 4-[ e™dm
dm
du =dm v =4e™
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3.5. Planteando nuevamente la integral por partes

fu dv=u*v—fvdu

4fm* e"‘dmzm*4e"‘—f4e’"* dm
4fm* e™ dm=m*4em—4fem* dm
4fm* et dm=4me™ —4e™
4. Regresando a la integral principal
2fm2*emdm = ZmZem—4Jm* e™ dm
2fm2*emdm = 2m?em—[4me™m—4e™]

2fm2*emdm = 2m?em—4mem+4e™m

5. Volviendo a la variable original
2m2em —4meMm+4em =2xeV* —4-xeV¥ + 4

6. Larespuesta entonces sera:
f\/_exdx— 2xeV* — 4 \xe* +4eV* 4 (C

Ejemplo No. 4

.[ Vv1—senx dx
1. Claramente se trata de una integral trigonométrica. Comenzamos realizando una sustitucion
du
u=senx ; ——=COSX
dx

1.1. Dejamos cos x en términos de u

cosx =+1—sen?x = 1-—u?

1.2.  Portanto, el diferencial sera:

du du
— = cosx = \1—u? entonces: dx =-——
dx 1-— uz

2. Realizamos la sustitucion

du
f\/l—senx dx = f\/l—u *

1 — u?
2.2. Simplificamos la expresién
du
Vi—u *+ — f\/l —u * =
f V1 \/(1—u)*(1+u)
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_f du
A#l/u*\/1+u - JVitu

[ du = [V

JaA—w) (14w

2.3. Realizamos una sustitucion para resolver la integral del paso 2.2.
m=1+u derivamos: dm = du
1/2
m
-1/2 — —
m dm = = 2Vm
\/1 +u j f 1/2
3. Volviendo a la variable original

2Vm = 2V14+u = 2Vl +senx

4, Teniendo asi la respuesta

f\/l—senx dx = 2V1l+senx +C

Ejemplo No. 5
t
j t*+2 dt

1. Realizamos una sustitucion

du

derivamos: du = 2t *dt  portanto: dt = 2

2. Sustituimos
f t dt f t du 1j‘ 1 d
= —_— e = — *
t* 12 w2 2t 2)urs2

3. Enbase ala Tabla 1.5.a integramos sabiendo que:

f—xz i 7 dx = % tan™t (2)

4. Elvalordeaesv2

1f 1 J 1 1 . 1(u>
— * = — * —_—
2) w2 72 \/f o V2

5. Larespuesta es:

f ‘ dt ! t ‘1<t2>+c
= * tan —
t4 42 22 V2
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1-APLICACIONES DE L'A INTEGRAL

1.6. APLICACIONES DE LA INTEGRAL

Es importante que usted querido lector aprenda a:
1. ldentificar el fenémeno fisico (Area, volimenes, trabajo, etc.)
2. Plantear el diferencial
3. Plantear la integral (limites de integracion)
4. Resolver la integral (temas vistos en la seccién anterior)
5. Interpretar el resultado (saber si es un resultado correcto)
Los temas para ver en esta seccion son:

Integrales

Aplicaciones

Aplicaciones A la fisica y a la ingenieria Aplicaciones a la economia Aplicaciones a la biologia Aplicaciones a La estadistica

En la portada usted observa al humano con el tigre. En este punto usted ya debe ser amigo del tigre,
ya tuvo que haberlo domado y sobre todo, ya se tuvo que haber dado cuenta que no es imposible.

Ing. Brayan Velasquez
g Y q 77



1.6.1. Longitud de arco

Esta parte del cdlculo nos ensefia a sacar distancias de una funcién desde un punto
(x1,y1) aun punto (x5, y,)

; (x2y2)
° y =f(x)

.

3

2

1

(x1,y1)
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Entonces, esta funcién es como si la pusiéramos de forma lineal (recta) y la midiéramos.

3

21 (x1,y1) (x2,y2)

1 [

Aplicaciones en la ingenieria

e (Cdlculo de tendidos eléctricos

e Eningenieria Civil para la construccién de puentes

e Compuertas sumergidas. Un ingeniero civil, encargado de la construccién de una represa casi
nunca esta llena y como bien sabe las represas no son rectas, sino que tienen una curva para
poder soportar la fuerza hidrostatica que ejerce el agua en la represa. Para eso es importante
saber la longitud de arco.

e Trayecto de una montafia rusa.

éDe donde se obtiene la formula?

1. Teniendo la grafica se ingresan dos puntos muy cercanos como lo muestra la siguiente imagen:

. . 6 (x2,y2)
Con dx (diferencial de x)
Precisamente en el eje x 5 dy
y =f(x) dx
4
Con dy (diferencial de y) ,
Precisamente en el eje y
2
* (x1,y1)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
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dL
2. Entonces también se tendra un dL (diferencial de longitud) dy

dx
2.1. Como se puede notar, se tiene un tridngulo rectdngulo por Pitdgoras que podemos relacionar

(dL)? = (dx)? + (dy)?

dL = \/(dx)% + (dy)?

dL @07+ (@y)?
dx dx

dL  |(dx)?2+(dy)?  [(dx)?  (dy)? _ dy\*
ax J @z - j @z Tz -t (dx)

2.2.  Eldiferencial que estaba dividiendo pasa a multiplicar

dy\>
dlL = 1+(—) dx
dx

L=de

2.3.  Como se sabe que:

3. Entonces decimos que:

X2 dy 2 X2
L= f 1+ (—) dx = f 1+ (y)?dx Ecuacién 1.6.a
X dx X

1 1

Donde: L = Longitud de la funciébn de x; a x, ; y = f(x) eslafuncion; =y’ la derivada

dx
4. Paradejar en términos de y la integral, analizamos nuevamente:

(dL)? = (dx)? + (dy)?

dL = /(dx)? + (dy)?

dL  /(dx)? + (dy)?
dy dy

dL  [(dx)?+ (dy)?  [(dx)?  (dy)? dx’
@‘j (@)? ‘J(dy)”(dy)z— 1+(3)
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4.1.  Eldiferencial que estaba dividiendo pasa a multiplicar

Y2 dx Y2
L= j 1+ (—) dy = f J1+(x)?dy Ecuaciéon 1.6.b

Esto en caso de que no se pueda despejar para x
Ejemplo 1

Plantee la integral que represente la longitud de la funcién. Después utilice una calculadora para
encontrar la longitud con una aproximacién de 4 decimales

1. Siguiendo la ecuacion 1.6.a de longitud, procedemos a derivar la funcion:

y = senx
Q = CcoSX entonces: (ﬂf = cos’*x x;=0 ; x,=7
dx " \dx 1 ro2

2. Sustituyendo los valores

3. Sustituimos los valores en una calculadora (porque el problema pide aproximar)

T
f 1+ cos?x dx = 3.82019
0

4. Llegando a la respuesta

T
L= f 1+ cos?x dx = 3.82019 unidades
0

NOTA: Observe que la longitud se representa su sistema de medida en unidades (puede ser
centimetros, metros, pies, pulgadas...)

Ejemplo 2
Determine la longitud exacta de la siguiente curva.
y=In(secx) 0<x<T/,
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1. ldentificamos la funcién y la identidad dentro de ella.

y = f(x) = In(secx) = In (L)

CoSsXx

2. Parasu derivada debemos utilizar regla de la cadena

1 . dm
y = In (—) ;o U= ; otrasustitucion: m = cosx ; — = —senx
coSXx CcOSX dx
1 1 du > 1
entonces: u=—=m" ; —=-—m =—-——
m dm m

3. Sustituyendo en x la variable u. Luego derivamos respecto a u

y=ln< >=ln(u) Q—l

du u

cosx
4. Procedemos a derivar por regla de la cadena

dy dy du dm

dx  du dm  dx
dy 1 1

= —% ——— % —Senx
dx u m?

5. Regresando a la variable original

dy 1 1 1
= — % S *Senx = COSX * oo xsenx = tanx
dx 1 cos?x cos?x

cosx

6. Quedando la derivada

dy_t
Ix anx

7. Sustituyendo en la formula de longitud de curva

X2 dy 2 T[/4_
sz 1+(—> dx = f 1+ tan?x dx
X1 dx 0

8. Utilizamos la identidad trigonométrica que dice:
1+ tan?x = sec?x

9. Entonces decimos:

f 1+ tan?x dx = f sec?x dx = fsecx dx = In(tanx + secx)
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10. Quedando la integral n

/4 2
f J 1+ tan?x dx = In(tanx + secx) = In (1 + ﬁ) = (0.881373587
0

0
11. Quedando la longitud de arco:

P Vista Algebraica X | P Vista Grafica

® f(x) =In (cosl(x)> 2
x=0 15
x=0.79

2
L=1In (1 + —) = 0.881373587 unidades
V2

Ejemplo 3
Determine la longitud exacta de la siguiente curva:

1
== -3 1<y<9
X 3\/3/ (y—3) <y<

1. Como x estd en funcidn de y, debemos integrar respecto a y y para ello debemos utilizar la Ecuacion
1.6.b

2. Resolviendo el producto notable

1 1 1 1 1
X = g\/y (y—3) = §y2 (y—3) = —y2+1_y2 — _y3/2_y1/2

3. Derivamos x respectoa y

dx 1 1 _1

1
— = Zyl2__," —  Z(v1/2 _ ,—1/2
dy A A S (Y2 =y 1)

4. Ingresando en la férmula los valores

2

. dxzd ’ 1 : -1 d ’ 1 1/2 1/22d
= _ = — 2 — 2 = —_ — Vv
e R o e M R e N R i
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>N
-/ jz [4+ G2 = y7/2)?] dy

5. Donde

(y1/2 _ },—1/2)2

6. Entonces

(yl/z)z — Zy% *y~

7+

H
—
<
N
~
Il
<
N
+
<

1(° 1(°
_5> dy = Ef Jé+y—2+ytdy = EJ V2+y+ytdy
1 1

1(° fz + +1
=§j V2+y+ytdy = f y+y”
1

y +2y+1

W

dy

1f9 (Y+1)2d 1j9y+1d 1j9 1/2 4 y-1/2 g 1y3/2+y1/zl
5| —F—— =5 ——~ay =351V y Y = Sl T4
2); ﬁ 2); \/3_; 2, 213/2  1/2
9
2 1 4 32
=— |=y3/2 4 2y1/2[ = = [y3 = 12—-——- = —
2[3y ey VY Yy 3 3
1
7. Lalongitud de la curva dada por la funcion:
10
_1 ( 3) 1<y<9 Es:
x=32y & <y<9 Es:
r 5
-10 -5 0 5 10
¥
-5
L =— = 10.6667 Unidades
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1.6.2. Area superficial

En esta seccién se analizan areas superficiales. Primero analizaremos éen qué consiste un darea
superficial? Pensemos en al siguiente cilindro. Como puede notar tiene un area transversal y un area
secundaria:

Area secundaria 4|—6> < 9/ Area transversal
Entonces:

El drea superficial seria la suma del drea transversal de ambos lados mas la suma del area secundaria.

Area superficial = A; = 2+ Areatransversal + Areasecundaria

Introduzcamos variables en el cilindro anterior
T r Area secundaria = 2t xrh
Area transversal = mrr?
«— h—»

@a superficial = A, = 2mr? +2 nrD

Con el analisis anterior se puede decir que el area superficial es el “area” que encierra la figura o
encierra el volumen del sélido (El area limitante al sélido)

¢Qué tipo de fenomeno fisico vemos aca?

El tipo de area superficial que vemos aca es el area superficial que forma una funcién que rota
respecto a un eje. (Como cuando se generaban volimenes en mate 2)

Pensemos que tenemos nuevamente la funcién y = f(x), como lo muestra la siguiente grafica
6 (x2,y2)

> y =f(x)
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Entonces esta funcidn rota respecto al eje x, formara el siguiente sélido:

En matemdtica Bdsica 2 nos interesa el volumen que genera esta rotacion entre (x1,y;1) y (X2, V2).

Ahora nos interesa saber el drea superficial de dicho sélido (la cantidad de material para formar dicho
solido)

é¢De donde se obtienen las formulas?

G Rotacidn Respecto D

1. Con la misma funcién y = f(x) y rotandola respecto al eje x comenzamos:

6 (x2,y2)
. y = f(x)

4

3

2

T xy1)

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9Vi0o 1N

2. Ingresamos un diferencial de la siguiente manera. Note querido lector qué es casi un rectangulo a
diferencia que en la parte superior tiene longitud dL (diferencial de longitud)

5 aL— (x2,y2) JL

5 y = f(x) il

1 (x1,y1) o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 dX

3. Cuando el diferencial rote respecto a x formara la siguiente figura aproximada. Esta figura (la de la
izquierda) se iguala a la figura de la derecha.
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Ambos son diferenciales. Lo que esta en el color - es lo que nos interesa analizar, pues son los
diferenciales de area superficial.

4. Analicemos el diferencial del lado derecho. Para sacar el drea superficial de color [ decimos lo
siguiente:

dA; = 2w * radio * espesor

dAs = 2nrdL

d
Recuerde la ecuacion 1.6.a dL = |1+ (E) dx

5. Sustituyendo en el diferencial de area superficial la ecuacién 1.6.a

dy2
dAg = 21 f(x) * 1+(a> dx

y como se sabe que A = j dAg Entonces :

X2 dy 2
AS:-L 21 f(x) * ’1+(a) dx
1
X2 dy 2 X2
A = an f) [1+ (@) dx = an yyJ1+ (¥)?dx |Ecuacién1.7.a
X1 X1
G. Rotacion Respecto D

1. Sila curva esta descrita en funciénde y [x = g(y)] asicomo y;, <y < y,.

6 (x2,y2)

S

y =f(x)
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2. Ingresando el diferencial sera:

/ X /
/ /
dy | dL
1 (x1,y1)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3. Planteando el diferencial:

. R1
R2

4. Analicemos el diferencial del lado derecho. Para sacar el area superficial de color M decimos lo
siguiente:
dAs = 2m * radio * espesor

dAg = 2 x dL

dx\?
Recuerde la ecuaciéon 1.6.b dL = |1+ (d_y) dy

5. Sustituyendo en el diferencial de drea superficial la ecuacién 1.6.a

dx\?
dAg = 2m x * 1+(d—y> dy

y como se sabe que A = f dA; entonces

Y2 dx 2 Y2
Ag = an x [1+ (—) dy = 2m | xJ1+x)N%dy Ecuacion 1.7.b
V1 dy V1

NOTA: Vea que todo depende de cémo usted ingresa el diferencial. Si la funcidn rota respecto a x o
alguna recta paralela a x, el diferencial va vertical. Si la funcién rota respecto a y o alguna recta paralela
ay, el diferencial va acostado (Siempre debe ir a 90 grados del eje de rotacion)
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Ejemplo 1

Determine el drea de la superficie obtenida al hacer girar la curva en torno al eje x.

y=x3 0<x<2

1. Realizamos la grafica, luego introducimos el diferencial para que rote respecto a x

8
: . dL
6 6
5 5
4 4 r=f(x)
3 3
2 2
B’ B’ !
0 1 2 ~ 0] 1 2
Figura 1. Grafica de la funcién Figura 2. Se introduce el diferencial Figura 3. Diferencial

2. Planteamos el diferencial en area superficial de la figura 3.

dAs = 2w *r = dL

2
2.1. Identificando que el radior = f(x) yque dL = ’1 + (Z—z)

3. Sustituyendo los datos en el diferencial

2

d
dAs = 2 * x3 * 1+(—y> dx
dx

4. Procedemos a derivar respecto a x

— 43 .
y—x,

5. Entonces

6. Integrando

2

d d dy\?
—y—3x2 ; (_y) =9x* ; dL= 1+(%) dx =+/1+9x*dx

dx dx
dAg = 2m + x3 x /1 + 9x* dx

2
AS=2T[f x3y1+9x* dx

0

7. Se realiza una sustitucidn

u=1+9x*
W gexs ; T _ g do: x=0 u=1 ; x=2 u=145
o, =36x° ; o5 =dx cuando: x= u= X = u=
8. Realizando la sustitucion
145
145 du T (145 T udl? T
A =2 3 - 124y = —sx—— = — Ju3
s ”fo O v 18), “ T 18"3/2 7 27
1
s T
As = ﬁ[\/1453 —1] = o7 [145V145 — 1] = 203.0436 unidades?

Ing. Brayan Veldsquez

88



9. Lafuncidén al rotar formara la siguiente figura

TT

As= 57

[145V145 — 1] =203.0436017 u?

NOTA: Observe querido lector que las unidades de respuesta son unidades cuadradas, ya que es area
superficial, asi que pueden ser metros cuadrados, centimetros cuadrados, pies cuadrados, etc.

Ejemplo 2
Determine el drea de la superficie obtenida al hacer girar la curva en torno al eje x.

1
x=302+2)¥ , 1<sy<2

1. Realizamos el trazo de graficas e introducimos el respectivo diferencial

) Vista Algebraica X | b Vista Grafica ) Vista Gréfic? dL

® f(x) =\/(9) -2 2
® x)= /(90 -2 1

r=Ff(x)
0
-1
-2

Fig 1. Trazo de la funcion Fig 2. Introdﬁccién del difel;encial Fig 3. Diferencial 3D

CUIDADO: Al igual que en matematica Bdasica 2, los diferenciales van desde el eje de rotacion, en este
caso el eje de rotacion es el eje x.

2. Analizando el drea superficial de la figura No 3.

Ag = 2m x radio * diferencial de longitud de curva

Ay =2nrdlL

dy2
dA; = 2m* y * 1+(a> dx

3. Pero como la funcién se tiene como x en términos de y, entonces cambiamos el diferencial de
longitud, que también es valido. Esto para integrar todo respecto a una sola variable.
dd, =2y |1+ (dx)z d
=21 —_—
4. Aplicamos la derivada para ingresarla en la férmula
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1
x = §(y2 + 2)3/2
dx

13 .1 . de\' 44 gy
o - 3% 7 0P +2)7:2y = yOP+2)2 (—) =y*(y*+2)=y*+2y

dy

5. Realizando la sustitucion en el diferencial

dx\>
dA; = 2my ,1+(d—y) dy = 2ny J1+y*+2y?dy
6. Integrando

2
As = 271] yJy*+2y2+1dy
1
2 2 2
As=2ﬂj y %2+ 1)2dy = 2ﬂf y(y*+Ddy = ZHJ y>+ydy
1 1 1

vty 1
As = ZTIIZ-I-?l = n[§y4+y2] evaluadode1 <y < 2

7. Larespuesta sera:

21
As = 5= 32.986722 u?

Ejemplo 3

Determine el area de la superficie obtenida al hacer girar la curva en torno al eje y.
y=3Yx 1<y<2

1. Trazamos la grafica y en la misma introducimos el diferencial para que rote respectoa y

1
1
1
1
1
16 2 25 3 356 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 -050/ 05
-0

Figura No.3 El diferencial en 3D
2. Analizamos el diferencial de la figura No. 3

dA; = 2m xradio * altura = 2m* x x dL
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dy2
dAg = 21 * x * 1+<—) dx
dx

3. Derivando respectoa x

dy 1 1 dy\? 1
—_— 3 . —_— = = . - —
y=Vx . L =3*nm (dx) 93/x?

4. Eldiferencial de area sera:

dAg =2m*x* |1+

dx Como 1<y<?2 Entonces 1<x<8

8 1
A. = 27Tf dx
s 1 93\/9(4
6. Resolviendo la integral

8 19Vx* +1 \/ +1 \/9W+1
As=2m | x |—F= dx=
1

3(x4/3)1/2

1
9/x*

5. Aplicando la integral

dx
8 Vox*+1 VoVxt +1 21 (° s e
As =2m ) X 3ci3)1/2 dx X*—F———— 3x2/3 dx = — 3 X * [94x*+1 dx

1
2m (8 R
=?f x13 [9Yx*+ 1 dx
1

7. Realizamos una sustitucion

4./ du 4‘ 1/3 3 du

e 3 PR — _ —
u=x - 3x ; 4x1/3 dx
Cuando: x=1 u=1 ; x=8 u=16

8. Realizando la sustitucién
21 (8 2m [t 3 du 16
= ?f x1/3 /9i/x4+1 de = — x/3\9u + 1 o f Vou+1 du
1 1 x

9. Se procede a realizar otra sustitucion

dm dm
m=9u+1 ; —=9 entonces — =du
du 9

cuando u=1 m=10; cuando u=16 m =145
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10. Procediendo a sustituir la nueva variable

T (16 T (145 dm T (145 T md3/?
A= —| Vou+1 = — V - = — 1/2 -
s= g Vouwtldu = o Vmx-g 18), ™9™ = 15%32
145
s w
AS=2—7\/m3 = 2—7[145\/145—10\/10|
10

11. La respuesta es:
T
As =5 [145V145 — 10V10] = 199.48047 u?

Ejemplo 4
Encuentre el drea de la superficie obtenida al hacer girar la circunferencia x> + y2 = r? en torno a la
rectay =r

1. La mejor manera de realizar el problema es planteando los diferenciales por separado para después

sumarlos. -
/

R, = Alturade ray R2

Ri=y2—y Vir? = =%

R, =7r— (—\/rz - xz) dL
R
Ry =7r+r?—x? '

R, = Alturaderay
Ry =y, =y y=—v(r’—a?)

RZ_T-_ /r2_x2
W
R2—1—\/12—x2 HE: s ]

2. Planteando el diferencial de area superficial

dL dL
+t S
2 5 T
R1 b R2

3. Se plantea el diferencial de drea superficial
dAS = dASl + dASZ

y=—/r2—x2 y =12 — x2

4. Encontrando dL
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dy -1 dy 1

—— =% —2x —— =% —2X
dx 2T x2 dx P —ax?
dy x dy — —x
dx /72 — x2 dx 72 — 52
x 2 . 2
dL = 1+(—> dx dL = 1+<—> dx
2 — x2 Vrz —x2.

x2 r2 —x2% 4+ x2 x?2 r2 — x2 + x2
dL = 1+T2—X2 dx = szdx dL = 1+T2—X2 dx = W dx
T2 r2
dL = R dx dL = R dx

5. Sustituyendo los datos en el diferencial de area

dA; = 2nRdL + 2nmR,dL

2 r2

dx + Zn(r—\/rz —xz)

dAg; = 21 (r+ r? —xz)

TZ—XZ TZ—XZ

6. Sacando el factor comun para simplificar

r2
dA; = 21 R dx(r+\/r2/_4x2+r—\//y/r2x2

r? r 2 1 2 1
dASZZTl' - dx(Zr) = 47 m dx = 4nr R dx = 4ntr mdx

7. Integrando (sumando el diferencial de drea superficial)
T 1
A, = 4mr? f —dx Para la solucion ver Tabla 1.5.a
; T )
8. Integrando
T
Ag=4mr? U dx = 4mr?*sen! (E) = 4nr? [sen™ (1) — sen™'(—1)]
s rZ —x2 r
—-r

As = 4mr? (g - %ﬂ) = 4mr? (%-I_ g) = 4nr?m = 4mir?

9. Larespuesta serd
A, = 4m?r?
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1.6.3. Fuerzay presion hidrostatica

Este tema es respectivamente del curso de mecanica de fluidos, rama de la fisica clasica, como se ve en

el siguiente mapa conceptual.

Fisica Cldsica
(Fisica Basica)

Mecanica

Estudia las leyes del movimiento de los objetos
materiales sometidos a accion de fuerzas.

Mecéanica de KOS/ ‘ \
solidos rigidos. Mecénica de los Mecanica de los sélidos

(Fisica basica y
fisica 1)

Estudio del movimiento en una y dos dimensiones de las particulas y
sistemas de particulas u objetos sin importar su masa seguidamente
el estudio del movimiento de particulas y sistema de particulas u
objetos con masa.

SN

Ci stica Dinami Ati
o Cinética Extatica

fluidos

El curso de mecanica de fluidos es de caracter profesional

y de aplicacion al disefio y calculo en el area de aguas. Este
curso es apertura al disefio de estructuras hidraulicas, para
esto se deden abordar temas de propiedades de fluidos, de
presiones, integracion de fuerzas sobre superficies y
ecuaciones que estudia la estatica y dindmica de los fluidos.

P AN

Estatica Dinédmica

deformables
(Resistencia de los
materiales - R1 y R2)

Estudia el comportamiento de los cuerpo sélidos deformables ante
diferentes tipos de situaciones, como la aplicacién de cargas o efectos
térmicos. Estos comportamientos, mas complejos que el de los sélidos
rigidos, se estudian en mecénica de los sélidos deformables, introduciendo
los conceptos de deformacién y de tensién mediante sus aplicaciones de
deformacion.

» Mecanica de los solidos rigidos: Es el curso de fisica basica y la fisica 1. Ahi se aplican fuerzas,
inercias, rotaciones de masas entre otros temas, asumiendo que no se deforman las mismas
masas. Por eso el nombre de sdlidos rigidos, porque no se comprimen ni se alargan las

particulas.

» Mecanica de los solidos deformables: Es el curso llamado Resistencia de materiales. Lo vera en
la entrada del area profesional y ahi se asume lo mismo que en fisica basica, en donde un objeto
de masa se somete a fuerzas (que generan esfuerzos) pero estos se deforman.

» Mecanica de los fluidos es el curso que se encarga de estudiar los fendmenos y propiedades
de los fluidos, todas las propiedades que en ella implican. Al igual que los cuerpos de masa m
que se ven en fisica se estudia los fluidos bajo efectos de carga.

Ahora veremos un fendmeno de los fluidos cuando estan vertidos en un recipiente, también cuando
estdn retenidos por una compuerta (REPRESAS). Ya que el fluido ejerce una fuerza de empuje, por lo
gue dicha compuerta (represa o una cara del recipiente) debe contrarrestar dicha fuerza. Si existe una
fuerza también existe una presidn, asi que a continuacién se definird cada uno de los términos.

Definicion de un fluido

Los fluidos son sustancias capaces de “fluir” y que se adaptan a la forma de los recipientes que los
contienen. Los fluidos se clasifican en liquidos y gaseosos.
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Una de las propiedades de los fluidos es que fluyen, por eso mismo usted no puede colocarlos en una
mesa puesto que se derramaran como es légico. El fluir hace que busque su equilibrio y por tanto al
dejarlo en un recipiente busca desbordarse asi mismo, por lo que la compuerta debe reaccionar con
una fuerza contraria.

Fig 1. Recipiente que contiene el fluido Fig 2. Vista perfil Fig 3. Vista lateral

La Figura No 2 muestra la cara frontal del recipiente, asi como
la figura No 3 muestra la vista lateral del recipiente. Ambas
vistas son llamadas Compuertas, ya que son materiales que fuerza =F q Compuerta
retienen el fluido, pero al retenerlo deben soportar la fuerza
que el fluido le ejerce porque como ya se explicd
anteriormente el fluido busca expandirse.

Esa fuerza del fluido es la que debe encontrar por integracion. Esa fuerza del fluido es ejercida hacia
la compuerta (fluido de escape)

Fuerza
La fuerza de un fluido es la interaccidn entre la compuerta y el mismo fluido. Realmente la fuerza la
ejerce el fluido y la interaccion la recibe la compuerta.

Unidades de medida: En el sistema internacional (MKS) la fuerza es en Newton (N)
En el sistema inglés la fuerza se mide en libras (Lb)

Presion
La presidn es la fuerza que se ejerce en una determinada drea

Una caja es el ejemplo mas evidente de lo que es presion. Entre mas pese la caja mas presion se
ejercerd en el suelo
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L, Fuerza ejercida sobre el area F
Presion = P = — =—
Area que soporta la fuerza A

Unidades de medida: En el sistema internacional (MKS) es Pascal (Pa = l)

m2
En el sistema inglés la presién se mide en Psi (Libras por pulgada cuadrada)
Lb
Psi = —
' in2

DENSIDAD (p)
La densidad es la relacion entre la masa y el volumen.

masa

p=——"= Ejemplo: 12 Kg/m3

m
volumen \%

La densidad en el sistema internacional (MKS) es el kilogramo/metro cubico
La densidad en el sistema inglés es el Slug/pie cubico

PESO ESPECIFICO (y)
El peso especifico es la relacién entre el peso y el volumen.

_ Peso _ w Ei lo: 12N/
y_volumen v jemp:o: m3

El peso especifico en el sistema internacional es el Newton/metro cubico
El peso especifico en el sistema inglés es la libra/pie cubico

RELACION ENTRE LA DENSIDAD Y PESO ESPECIFICO
Peso = masa * gravedad
W =m=x*g
Pero recordamos que la masa es:
=T pevem
Eso lo sustituimos en la férmula de peso especifico

W m=x*xg p*Vxg
= — = = = E3

Por tanto:
Peso especifico = Densidad * Gravedad
Yy=p*g
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Sistemas de medida/densidad p y peso especifico del agua y

Internacional (MKS) Cegecimal (CGS Sistema (F.P.S

Cantidad Unidad Simbolo Unidad Simbolo Unidad Simbolo
Longitud metro m centimetro cm pie ft
Masa kilogramo kg gramo g libra Ib
Tiempao segundo 5 segundo 5 segundo 5
Temperatura kelvin ok centigrados =C fahrenheit =F
Aceleracign metro/segundo2 e centimetro/segundo2 2 pie/segundo2 fr-’fsf
Fuerza Mewton N Dina dyn Poundal pdl
Trabajo o Energia Joule J Ergio Erg Pundal-pie pdl-ft
Potencia watt W Ergio/segunda Erg/s Poundal-pie/segundo | pdl-ft/s
Presidn Pascal Pa Dina/cm2 dJ'“jm: Pundal/segundo2 pd‘i.’}r:

Tabla No 1.8.a Como se miden las cantidades en el sistema internacional, Cegesimal y sistema F.PS

Europeo Sistema Inglés

Cantidad Unidad Simbolo Unidad Simbolo
Longitud metro m pie ft
Masa Unidad Técnica De Masa UTM slug slug
Tiempo segundo s segundo s
Temperatura Rankine R
Aceleracién metro/segundo2 sz pie/segundo?2 ﬂ/s2
Fuerza Kilogramo fuerza Kg.f libra fuerza Ib.f
Trabajo o Energia Kilogramo fuerza-metro Kg.f-m libra fuerza-pie Ib.f-ft
Potencia Kilogramo fuerza-metro/segundo | Kg.f-m/s libra fuerza-pie/segundo Ib.f-ft/s
Presion Kilogramo fuerza/metro cuadrado | Kg. f/’m2 lera/PU|g(aP:|a] cuadrada Lb/mz

Tabla No 1.8.b Como se miden las cantidades en el sistema europeo e inglés

Elemento Densidad Peso Especifico
K N
Gasolinaa 5 °C 737 "8/ s 7,222.6 N/ 5
Kg N
Aceite de Oliva 915 /m3 8,967 /m3
Kg N
Aceite de Coco 910 /m3 8,918 /mS
Alcohol Etilico 790 /m3 7,742 /ms
Dato Internacional (MKS) Sistema Inglés Cerveza 1015 Kg/m3 9,947 N/m3
K | K
Densidad Agua (p) 1,000 g/mz 1.944 % Ug/ft3 Concreto 2300 g/mB 22,540 N/m3
o K
Peso Especifico Agua (y) 9,800 N/m3 62.5 Lb/ftB Leche 1032 g/m3 10,130 N/m3
Gravedad (g) 9.81 m/sz 32.15 ftfsz Mercurio 13,600 Kg/m3 133,280 N/m3

Tabla No 1.8. c Comparaciéon de densidad
de agua, gravedad y peso especifico del agua
en el sistema internacional e inglés

Tabla No 1.8. d Datos de densidad y
peso especifico de otras sustancias

NOTA: Hay muchos sistemas de medida debido a que Guatemala es un pais consumidor, por tanto, solo
recibe sistemas de otros paises. Es importante que aprenda a manejarlos y poder pasarse de un sistema

a otro.
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éDe donde se obtiene la formula?

e A medida que se sumerge un cuerpo en el mar la presion va aumentando, por eso mismo no se
conoce el fondo del mar. Lo mas profundo que se ha llegado es 10, 916 metros y esto es porque
la presién es proporcional a la altura (a mas profundo un objeto mas presién se somete)

Haga de cuenta que en una analogia usted estd soportando una columna y entre mas alta sea
esa columna mas fuerza debe soportar.

F o h (Fuerza proporcial a la altura)

e Entre mas denso sea el fluido mucha mas presién ejercera el fluido sobre el cuerpo, por tanto,
la fuerza:
F o« p (Fuerza proporcial a la densidad)

e Todo depende de la gravedad en nuestro universo. Por la gravedad colapsan estrellas formando
agujeros negros, pero también gracias a ella se forman galaxias y planetas (Neil Degrasse Tyson
en la serie cosmos). Con esas palabras se plantea que, entre mayor sea la gravedad, mayor sera
la fuerza que el fluido ejercera en la compuerta.

F o g (Fuerzaproporcial ala gravedad)
e Entre mas grande sea la compuerta que se introduce, abarcard mas area de presion. Por tanto,
entre mas grande sea el area mas grande sera la fuerza que el fluido ejercera sobre el cuerpo.

F o A (Fuerza proporcial al area)

La fuerza que un fluido ejerce sobre una compuerta esta dada por férmula:

F = Densidad * Gravedad * Area = Altura
F=p xg *A =xh

Si no se recuerda de la formula puede comprobarla analizando las dimensionales de la siguiente
manera:
F=p *xg *A x*h

Fng/m/*m/sz e 4

F=Kg = m/sz = masa * gravedad = Newton

NOTA: La fuerza que un fluido ejerce sobre la compuerta siempre se aplicard en el centroide (Centro
Geométrico) de la compuerta o figura a analizar. (se vera en mecdnica de fluidos).
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Ejemplo 1
Se tiene un recipiente en forma de Paralepipedo rectangular, como se muestra en la figura. Dentro de

él se tiene agua (p =1 gr/Cm3 = 1,000 kg/m3). Encuentre la fuerza que esta ejerciendo dicho fluido

sobre cada una de las compuertas.

Planteando
Viendo la simetria de algunos rostros podemos decir que:
Rostro 1 = Rostro 2 Rostro 6
Rostro 3 = Rostro 5
Esto en cuanto a fuerzas ejercidas en esos rostros o Rostro 2
J Rostro5 — A
= -~
1 Rostro 3
Rostro 1
Rostro 4
1. Calculando la fuerza en el rostro 1y rostro 2
j -
£ 9 S 5
To) €
= = =1 2
L centro /
geométrico
10 m
10 m 20 m
Figura 1l Figura 2 Figura 3

1.1. Lafuerza se ejerce en el centro geométrico de la compuerta (figura 3)
F=p*xgxAxh

1.2.  Los datos se obtienen viendo la figura 1y la figura 2
k
F=1,000"8/ 5+9.8™/,x(10m+10m)5m
F=9,800*100%*5

F =4900,000N = 4,900 KN

Ing. Brayan Velasquez
g Y q 99



2. Calculando la fuerza en el rostro 3 y rostro 5

)
E = E £
; 0
= — ) o
centro —'—""_J -
A geometrico
20m . 10m 20m
Figura 4 Figura 5 Figura 6

2.1. Lafuerza se ejerce en el centro geométrico (Figura 6)
F = p*xgx* Axh

2.2.  Los datos se obtienen de la Figura 4 y la Figura 5
F=1,000 kg/m3 9.8 M/, % (20m » 10 m) » 5m

F=9,800*200%*5
F =9,800,000N =9,800 KN

3. Calculando la fuerza en el rostro 4
En este punto no se utiliza el centroide para calcular la altura (Debido a que esta acostado). Si aplica
en el centroide la fuerza, pero la altura a utilizar es la altura total del recipiente.

F

L |

20m

10 m

Figura 7 Planta del rostro 4

3.1. Lafuerza que ejerce el fluido en el rostro 4 depende de la férmula
F=p*xg*Axh

3.2.  Los datos se obtienen de la Figura 7 y los perfiles (ya sean la Figura 2)
_ kg m
F=1,000 /m3*9'8 /SZ*(ZOm*10m)*10m

F =9,800 %« 200 = 10
F=19,600,000N = 19,600 KN

La utilizacién del centroide para la altura se vera en el curso Mecanica de los fluidos; ademas, en este
manual el tema de centroides se vera en el siguiente capitulo. Si se vio un ejemplo utilizando este
método fue para que usted querido lector asocie ambos cursos (matematica intermedia 1 y mecanica
de los fluidos) y comprenda que en ambos cursos se ensefia el mismo tema.
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Orientado a la matematica intermedia 1

En esta matematica se ve el mismo tema solo que orientado a las integrales. Todo consiste en
encontrar un diferencial de fuerza y después sumar (integrar) esos diferenciales. Sobre todo, con
compuertas irregulares (circulos, semicirculos, triangulares, trapecios...)

éDe donde se obtiene la formula?

1. Analicemos el siguiente sélido sumergido en un fluido de densidad p

2. Analizando la compuerta frontal para encontrar la fuerza
gue en ella aplica el fluido.

3. Alacompuerta del paso 2 le ingresamos un diferencial de area y le asignamos un plano
cartesiano.

5

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

4. Eldiferencial de area a analizar es:
———L(y)+ =

1A=L) dy Y —

5. Recordando la formula:
F=pxg*Axh
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6. Eldiferencial de area esta sometido bajo un diferencial de fuerza y ese diferencial de area es:
dF=pxgxdAxh

6.1.  Sustituyendo el diferencial de area
dF=pxgxL(y)«dyx*h
6.2.  Acdvarialaaltura del diferencial (h), el grosor del diferencial L(y). Como todo el diferencial
de fuerza esta en términos del diferencial dy entonces todo debe quedar en términos de la

variable y.
dF = p g *L(y) = h(y) *dy

de=F

F = fp*g*L(y)*h(y)*dy

7. Integrando

Y2 Y2
F=peg [ LO)whGIvay =y [ LO)+hG)#dy
Y1 N

NOTA: Generalmente en los libros de texto los datos que le dan bajo el sistema internacional, el
dato del fluido es la densidad p, mientras que para problemas con datos bajo el sistema inglés le
dardan el peso especifico y.

Ejemplo 2

Una placa vertical se sumerge en agua (o parcialmente sumergida) y tiene la forma indicada, ver

figura. Encuentre la fuerza aplicada en dicha placa.
2 pies

4 pies

Gpies

1. Realizamos un diagrama en donde se ingrese un plano cartesiano para poder relacionar el
ancho respecto a la altura.

=t T
| |
y <t z 7 7 Z :gy——y
L., L
6 ft
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2. Viendo el diagrama planteamos el diferencial.
dF=p*gxdA*h
2.1.  Planteando el diferencial de area (ver el diagrama)
dA =L =xdy L = 6 (No cambia respecto a y)
dA =6dy

2.2.  Planteando la funcidn de altura (ver el plano cartesiano insertado xy)
h = Altura desde el nivel de agua
h=4+2)—y
h=6-y

2.3. Como los datos son en el sistema inglés, utilizamos el peso especifico.
y=p+g = 62.5 Lb/ﬁ3
3. Sustituyendo los datos en el diferencial de fuerza.
dF =62.5x6dy* (6 —vy)
dF =375(6—y) dy
4. Integrando

4
F=375f 6—y dy
0

5. Dese cuenta de que los diferenciales de drea se ingresaran solo en la placa que va desde 0 hasta 4
pies. Por lo tanto, los limites de integracidn seran:

4
1
F=375*(6y—§y2) =375 % (24 — 8)
0
F = 6,000 Lb
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Ejemplo 3
Una placa vertical se sumerge en agua (o parcialmente sumergida) y tiene la forma indicada. Encuentre
la fuerza aplicada en dicha placa.

— i —

2m 2m

1. Realizamos un diagrama en donde se ingrese un plano cartesiano para poder relacionar el ancho
respecto a la altura.

2m 2m 1m
T |
| I
h
L | H H!
2m Tdy 2m 2m | 2m | 2m
y y | |
T, | |
x _ — —1
Fig. 1 Introduccion del plano cartesiano Fig. 2 Triangulo equilatero Fig. 3 Triangulo rectangulo

2. Encontrando el valor de H
H? + 12 = 22
H?=4-1=3
H=+3
3. Relacionando L con y
base menor altura menor

Base mayor  Altura mayor

L vy

2 H

2 2
L——yz—y

H 3

4. Analizando el diferencial de Fuerza a través del diferencial de area
dF =p*xgxdAx*h

4.1. Analizando el diferencial de area y analizando la altura (Ver diagrama del paso 1)

2
h=+V3-y

dA = L+xdy = ﬁydy

5. Sustituyéndolos en la férmula de diferencial de fuerza

dF=p*g*%ydy* (V3-y)
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dF=p*g*%Y(\/§—y)dy

6. Aplicando la integral al diferencial de fuerza

V3 2 ;3
F= Z y(V3-9y)d
fo p*g*@y( y) dy

2 @\/_

= 3y —y2d

@pgfo y—y‘dy
V3

2 V3 1, 2 V3%3 4/3%3
(T -3) | = el )

2 3
0

3 3
F=2%1000 % 9.8 * (E — §) =9.8x1000 = 9,800 Newton

F = 9,800 Newton

Ejemplo 4
Una placa vertical se sumerge en agua (o parcialmente sumergida) y tiene la forma indicada. Encuentre
la fuerza aplicada en dicha placa

1 2pies

T
4
r"' )
~—10pies—

1. Realizamos un diagrama en donde se ingrese un plano cartesiano para poder relacionar el
ancho respecto a la altura.

2 ft
k- —_ — — — = h
| L |
L I i Tdy —
' S ft
(-xy) ® e (Xy) X y
N -X X 1
5 ft
Figura a. Introduccidon del plano cartesiano Figura b. Introduccidn del diferencial
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2. Planteamos el diferencial de area
dA =L=x*dy

2.1. Dejando L en términos de y en la figura a. Se puede observar que la placa es una
semicircunferencia, por lo que la ecuacién que describiria la placa es:

x?+y?=7r% (Centro en el origen)

x%?+y%? =25
L=x—(—x)=x+x=2x Entonces: x =z
2.2.  Sustituyéndolo en la ecuacién de la circunferencia.

L 2
- 2 _
(2> +y 25

12 + 4y% = 100

L =,/100 —4y? Lentérminosdey

2.3. Definiendo el diferencial de area
dA =L=x*dy

dA =./100 — 4y? dy

3. Planteando la funciéon de altura en términos de y
h=0G+2)—-y ; h=7-y

4. Planteando el diferencial de fuerza
dF =pxgxdAxh

dF =pxg=*./100 —4y? dy = (7 —y)
dF =y * (7 — y)\/100 — 4y2 dy

5. Entonces, como la placavadesde y =0 hasta y =5 procedemos a integrar:

5
Fzyf (7 —vy) /100 — 4y? dy
0

6. Resolvemos por aparte la integral * '

5 5 5
f(7—y)w/100—4y2 dy = 7f V100 — 4y2 dy — f ¥/ 100 — 4y? dy
0 0 0

7. Procedemos a resolver la integral *
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5 5 4 5 ’ 1
7[ \/100—4)/2 dy = 7f \/100(1 —my2> dy = 7f V100 * 1—£}’2 dy
0 0 0

o[ o) w

7.1.  Se procede a hacer una sustitucion
1 du

u= Ey ; E =3 por tanto: dy = 5du
Cuandoy =0 u=0 asicomocuando: y=5 u=1
7.2.  Realizando la sustitucion

70j ’1—<§y> dy = 70j v1—u? *5du =350J v1—u? du
0 0 0

7.3.  Sevuelve a hacer otra sustitucién:

u
u=senl ; Ezcos@ ;. du=cosO «do

Cuando: u=0 eldngulo 6=0 ycuando u=1 6= ”/2

7.4. Realizando la sustitucion nuevamente y manejando las identidades

"/

T/ T/, 2
350.f J1—sen?0 cosf dod = 350f \€os20 * cos db = 350[ cos%0 do
0 0 0
/21 /2 sen26
= 350.[- E[l + cos20]do = 175f 1+ cos260 d68 = 175 [9 + > ]
0 0
/s
_ 175 [9 N SenZH] _ 175 [n] _ 1757
B 2 B 21 2
0

8. Procedemos a resolver la integral '

8.1. Se hace una sustitucion:

u=100-4y> ; —=-8y ; —=dy
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Cuandoy =0 wu =100 asicomo cuando: y=5 u=0

5 0 1 0 1 100
fy\/100—4y2 =f yu = =—= \/ﬂdu=§f Vudu =
0 1 0

00 8 100

100
3
uz
*

1 1 1 1 25 250
Ze— = —.Ju3 = —4/1003 =—=x%100%+v100 = —x10 =
8 3/2 12

12 12 3 3
0

9. Entonces la integral nos quedara

5 5 5
j (7 —y)/100 — 4y2 dy = 7J 100 — 4y? dy—J y4/100 — 4y? dy
0 0 0

s 250 1757 250
j(7—y),/100—4y2 dy = 175[%]—T = Tn_T
0

10. La fuerza es:

1757 250

5
F= 62.5f (7 —y)y100 — 4y? dy = 62.5 * [ S———3|= 1197231b
0

Estas libras las podemos aproximara: 12,000 Lb
11. Entonces la fuerza aplicada en la compuerta de forma de semicircunferencia sera:

F=1.2+10*Lb
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1.6.4. Centros de masa y centros de areas
Existen muchos tipos de centros que a medida que usted avance en su carrera de ingenieria ird viendo,
los cuales son:

Centro de masa
Centro de gravedad
Centro de rigidez
Centro plastico
Centro de drea
Centro de una linea L

ouhkwWwnNpE

Cada uno de los 6 centroides se miden en la cantidad de longitud (metro, pie, pulgada...)

A. Masa de placas en dos dimensiones
Existen masas que son constantes y otras que son variables como ya se dijo en la introduccidn. En este
caso analizaremos placas en dos dimensiones, donde analizamos una nueva densidad:

masa

area

_dm
P ="

p*dA =dm

X2
m=fp*dA =pf f(x) — g(x) dx Ecuaciéon 1.9.1
X1

NOTA: En el curso de matematica intermedia 2 (Mate 5) vera la densidad variable. Para nuestro curso
la densidad se toma constante.

B. Momentos
Al igual que existen varios tipos de centroides también existen varios tipos de momentos, los cuales
son:

ler Momento de masa  [kg * m]

ler Momentode drea  [m? * m]

ler momento de fuerza (Momento de fuerza respecto a un punto) [N * m]
2do Momento de area [m? * m?]

2do Momento de masa (Inercia) [kg * m?]

vk wnN e

Se les llama momentos debido a que depende del sistema de referencia, asi como a veces también
depende de la distribucion espacial de la masa (un momento). Los cinco momentos vistos anteriormente
van multiplicados por una cantidad de distancia para el ler momento y va multiplicada por metro al
cuadrado para el 2do momento.
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Primer momento de masa de una lamina plana (para centro de masa)

El analisis parte con la palanca (“Dadme un punto de apoyo y moveré al mundo" Arquimedes)
orientado al columpio como en la siguiente imagen:

X |

\
\
]
Figura 1. Masa colocada

en un columpio

Al colocar la masa en la izquierda, el columpio bajara o rotara hacia la izquierda como lo indica la
flecha.

El momento de fuerza es la capacidad que tiene una fuerza de rotar un objeto respecto a un punto (los
fisicos la llaman Torca)
ler Momento de fuerza = fuerza * distancia
M=F=xd

El momento de masa es similar, es la capacidad que tiene una masa de rotar un objeto respecto a un
punto.

ler Momento de masa = masa * distancia
M=m=xd

éDe ddnde se obtiene la formula?
1. Suponga que se tiene una placa (objeto bidimensional o en dos dimensiones) delimitada por las

funciones fy g asi como a y b. También esa placa contiene una densidad p (?:::)

y = f(x)

2. Ingresamos un diferencial de area dentro de la placa identificando el centro del diferencial

y = f(x)

3 o (x1,y1)
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3. El momento del diferencial respecto al eje x se identifica como:
dM, = masa * distancia respecto a x
dM, = pxdA xy1l
dM, = p*[f(x) —g(x)] xdx * y1

M, = p [f(x) - g(O)] + dx x [M]

3.1. Integrando el diferencial

M= 2 176 + 9@l + 1) - g )]

3.2.  Los limites de integracién seran:

p

Mx=§

b
j [f(x)+g@)]*[f(x)— glx)] dx Ecuacion 1.9.2

4. Analizando el momento de masa respecto al eje y

Yy = f(x)

5. El momento del diferencial respecto al eje y se identifica como:
dM, = diferencial de masa » distancia respecto a x
dM, = p = dA xx1

dM, = p * [f(x) — g(x)]  dx *x
6. Integrando el diferencial

b
M, = pf x*[f(x) —g(x)] dx | Ecuacién1.9.3

a
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Ejemplo 1
Encuentre el momento de masa respecto a x y respecto a y para la siguiente lamina con densidad
., gr ‘e . ]
p=2 /sz y acotada por las graficas de las ecuaciones:
y=+vx ; y=0; x=4

2 —

donde: x y y se miden en centimetros

1. Parabuscar M, y M,
fG)=vx y gx)=0

2. Ingresamos el diferencial de area

2 —
1
e (z1,yl)
-1 0 1 2 3 ) 5
dx
-1

3. Utilizamos la Ecuacién 1.9.2 para encontrar el momento de masa respecto a x

p [P
Me= 2 [ 6+ 9@+ @) - g(0) dx

Mx=§f[ﬁ+o]*[ﬁ-o]dx

4
4 4 x2
szf[\/}]*[ﬁ]dxzfxdx=7 = 8
0 0
0
M, =8 gr*cm
4. Utilizamos la Ecuacién 1.9.3 para encontrar el momento de masa respecto a y
b
M, = pf x* [f(x) —g()] dx
a
4
4 4 4 2 5
M, = Zf X*[\/}—O] dx = Zf x\x dx =2f x32dx = 2*§*x /2 = 256
0 0 0
0

M, = 25.6 gr xcm
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Primer momento de area (Para centro de area)

El primer momento de area es una magnitud geométrica que se define para un drea plana denotada con
la letra Q.

Toda figura plana (en 2D) tiene un primer momento tanto en el eje x como en el eje y
(ler momento de 4rea en el eje x)  Q, = Area * distanciaenx = Ax*y,

(ler momento de dreaenelejey) Q, = Area * distanciaeny = A xx;

Sila figura es muy irregular se procede a integrar o sumar los diferenciales de 1er momento de area (ver
ejemplo 1)

Qx = j)ﬁ * dA Ecuaciéon 1.9.4 Q, = Jxl dA | Ecuaciéon 1.9.5

Donde x; y y; son las distancias del centroide del diferencial al origen

Ejemplo 1
Encuentre el 1ler momento respecto a x y respecto a y de la siguiente placa delimitada por:
y=4—x? ; vy =0 lafigura plana se encuentra en escala de centimetros

4

-2 -1 0 1 2

1. Formulamos el diferencial del primer momento respecto a x. Para ello ingresamos un diferencial de

area dentro de la placa. 4
dQ, = x; * dA I-ﬁ{*
dQ, =x*y=dx y =f(x) )

dQ, = x* (4 — x*) dx
1.1. Integrando

Qyzfx*(él—xz)dx
-3 -2 -1 0 1 2 3

dx

1.2.  Lagrafica presenta los limites de integracidon que van desde -2 a 2
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2
Q, :f 4x — x3 dx
-2

1.3.  Laresolucién de la integral y la evaluacién queda:

2
1
Qy=2x2—Zx4 = 4—-4=0
-2
Q, =0cm’

NOTA: En el paso 1, el diferencial no se dividié dentro de 2 debido a que el diferencial de area es
paralelo al eje de rotacion (eje y).

2. Formulamos el diferencial del primer momento respecto a x. Para ello ingresamos un diferencial de

area dentro de la placa.
4

deZY1*dA
dQ, =y *2x + dy :
dQy=2xydy 2x

dQ, =2 xydy T dy

El problemaesque: x =+ /4 —y 1
Por tanto, no se puede sustituir en el diferencial

3. Intentamos nuevamente armar el diferencial
de = yl * dA

1
dQy =y *5*y*dx

3
1 1 y =f(x)
dezz*ydez 5*(4—x2)2dx :
1
3.1. Integrando y1 =|y/2
-3 2 0

1 2
sz—f 16 — 8x2 + x* dx
2 -2
2
_1[16 8 o, 1, 128 ( 128)_ 256
Qe =5 |l6x =37+ ~ 15 15) " 15
-2

256
QX - 15 cm

3

NOTA: En el paso 3, el diferencial se dividié dentro de 2 debido a que el area se concentra en el
centro del rectangulo y el diferencial de area es perpendicular al eje de rotacidn.
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C. Centro de Masa

Suponga un sistema bidimensional (en dos dimensiones) de un conjunto de masas ubicadas en un plano
cartesiano que se mantienen en equilibrio, como lo muestra la siguiente figura:

Y

xl 5
Como el sistema se encuentra en equilibrio significa que no tiene tendencia a rotar (No como en la figura
1 masa colocada en un columpio) y que el centro de masa se encuentra en 0, por lo tanto:

Z M = 0 (Tercera condicidn de estatica)

MO=mlx*x1 + m2*x2 + m3*x3 + md*x4 + m5xx5=0

Momento demasaen 0 = MO = z my, * X,

Centro de masa en una dimension

Ahora, si el sistema no se encuentra en equilibrio, el centro de masa es el punto X en donde se coloca
un apoyo (como la base 0) para lograr el equilibrio.

Si es sistema de equilibrio de la figura 2 se trasladara X unidades

MO=mlx(x1—-X)+m2*(x2—-X)+m3*(x3—-X)+mdx*x4—X)+m5*xx5—-%X)=0
MO =Zmn(xn— X) = anmn—Zmniz 0
Despejando X (centro de masa en x)
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= _ anmn _

momento del sistema respecto del origen

xmy,

masa total

Ejemplo 1

Ecuacién1.9.6

El siguiente sistema muestra la distribucidn de masas, donde x y y se miden en metros. Encontrar el centro

de masa del sistema mostrado.

m = 2kg m = 3kg

1 = 4kg

m = lkg

m = 2kg

m = bkg

1. Encontramos el momento sobre el origen (0,0)

=0

wo

MO = anmn

M0 = (2)(=10) + 3)(=7) + (D(=3) + (4)(1) + (D) + (2)(6) + (5)(10)

MO =25kg*m

2. Encontramos el total de las masas

m,=2+3+1+4+1+2+5=18Kg

3. Utilizamos la Ecuacion 1.9.6

Centro de masa en dos dimensiones

O,

m1

Aca se analizan los dos ejes x y y

= _ anmn

xmy

25Kg *m
18 Kg

Xx=1389m

- n w - o
3
N

8 7 6 5 4 3 2 10 1 2 3 4
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My, =ml*x1+m2=*x2+-+x,m, M, =ml*xyl4+m2xy2+--+y,m,

)_(_anmn }_,_ZYnmn
X my X my
__ My . __ M .
X=— Ecuacion 1.9.7 y=— Ecuacion 1.9.8
m m

Donde: Mx = sumatoria de momento de masa respecto a x
My = sumatoria de momento de masa respecto a y
m = sumatoria de todas las masas del sistema
Ejemplo 2
El siguiente sistema muestra la distribucion bidimensional de masas, donde x y y se miden en metros y
la masa se mide en kilogramos. Encontrar el centro de masa del sistema mostrado.

1
_____________ ol
m3=2 mb =2

-
EREEE R et )
-- nN w » w o ~

1
42 11 -0 9 8 7 & 5 -4 -3 -2 -1 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

m2 =3
m6 =3

i |
2 W N = O

1. Encontramos el centroide en y (y)

1.1.  Encontramos la masa total (m)
m=ml+m2+m3+m4+m5+mé
m=3+3+2+4+2+3= 17Kg
1.2.  Encontramos el momento respecto a x (M,,)
M, =ml*yl+m2x*y2+m3x*y3+m4x*y4+m5x*y5+m6x*y6
M, =3B +B)(=3)+ @B+ BB+ (2)(7) + (3)(-2) =39Kg*m

1.3.  Encontramos el centro de masa en el eje y

y= Zx _DRerm y = 2.2941
y= m = 17Kg entonces y = <. m

2. Encontramos el centroide en x (X)

2.1. Encontramos el momento respecto a y (My)
M, = ml *x1+m2 x x2 + m3 x x3 + m4 x x4 + m5 * x5 + m6 * x6
M, = (3)(=10) + 3)(=7) + (2)(=6) + ()(3) + (2)(9) + (3)(11) = 0 Kg *m
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2.2. Encontramos el centroide en x
_ My O0Kgx*m X
= = — entonces
T T T17Ke

Centro de masa de una lamina plana

El centro de masa como ya se dijo es donde el objeto, que en este caso es una placa, puede

permanecer en equilibrio.

Centro de Masa
* (z,y)

La férmula a utilizar toma en cuenta que el centro de masa en el eje es

(%.7)

M

m

My
m

X = Ecuacion 1.9.7 y=

Ecuacién 1.9.8

Debemos recordarnos de la Ecuacion 1.9.1, Ecuacién 1.9.2, Ecuacidn 1.

9.3

Ecuacién 1.9.2

b p (P

m= j p *dA| Ecuacion1.9.1 | M, = 5 f [f(x)+ gx)] = [f(x) — g(x)] dx
b

M, = pf x*[f(x) — g(x)] dx| Ecuaciéon1.9.3

Ejemplo 3

Encuentre el centro de masa de la siguiente ldmina limitada por las siguientes funciones y con densidad

p (masa/area)
1

Ex ; y=0 ; x=2

y:
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1. Encontramos inicialmente la masa de la placa. Utilizamos la ecuacion 1.9.1

dx

dm = pdA
dm =p*y*dx

1
dm=p*(§x)*dx

2 —

2
X
7=§X = x4 —0

D

21 p 2 p

m=pf —xdx = —fxdx= —*
o 2 2, 2
m=p

2. Procedemos a encontrar los momentos respecto a x (Mx) y respecto ay (My)
2.1.  Encontramos el momento respecto a x utilizando la ecuacién 1.9.2
b
p
Me= 2 [ 1100+ g 1) - g (0] dx
a 2 1

2 2
2 [l o] =2 [l B e 5 3
Mx—z.j;[zx+0*2x de—zozx*zxdx—204xdx

w|D

2.2.  Encontramos el momento respecto a y utilizando la ecuacién 1.9.3
b

M, = pf x*[f(x) —g(x)] dx

M =pf2x*[lx—0]dx=pf2x*[lx_ dngfzxzdng*x—3
y A ) R P 2 ), 2 3
2
_pxX P 8
My =733 6% | =3°
0
4
Myzgp
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3. Encontrando el centro de masa

.My - M,
X = — y = —
m m
4 [y
__3P __3
X= = — y = —
[ 3 [
4. Larespuesta de la ubicacion de los centros de masa sera:
4 1
73 Y73

P

Ejemplo 4

Encuentre el centro de masa de la placa con densidad p (masa/érea) limitada por las funciones:

y=x* ; x=y°

1. Trazamos la grafica e ingresamos el diferencial

(0,0)

2. Encontramos inicialmente la masa de la placa. Utilizamos la ecuacién 1.9.1

dm = p x dA

dm =p=[g(x) — f(x)ldx
dm =p*|[g(x) — f(x)]dx

dm = p =[x — x*|dx

1 2 1
m = pf\/ —x%dx = p[§‘/x3__
0
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3. Encontramos los momentos respecto a x y respecto a y
b

My=p [ x4 [£G) - 9] dx
NOTA: Aca f(x) = g(x)y g(x) = f(x) Debido a que g(x) estaarribade f(x)

My = p [ w0190 - F@)) dx

1 1 2
My=pjox*[\/§—x2]dx =pf0x3/2—x3dx=p*[§ ——x] = 20p
3
My =20
M= f [FG) + g0l * [F () — 9G] dx
M= 8 | ToC0+ £+ 190 - £GOl d

M, = gfo[&m]*[ﬁ_qux - gj;[\/a?+x2]*[\/§—x2]dx

1
Mx=§f0x—x5/2+x5/2 *dx = gfx—x‘*dx— Z[Zx —= ] 20p
u 3
X zop

_ My _ M,
i Y= m
20 9 20 9
- _ 207 _ ° v = 200 _ 7
*= 20 Y =1 T2
3P 3P
9 9
=20 Y=20
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Ejemplo 5

Se tiene la siguiente placa con densidad p (masa/area). Encuentre el centro de masa.

2 2

6

1. Ingresamos un plano cartesiano

2. Desmembramos la placa utilizando figuras regulares conocidas (sabiendo sus centros de masa)

45

4
35
i A1 A4
20 I 2 R o) (5.2)
2 ° ° °
15 A2
! A3
05 °
(3,1/2)
-05 05 RS H2H2I5 H B35 445 B 55665 T

0.5

3. Procedemos a recordar que:

My Apxpxx;+Ay*xpxx;+ Az*pxxs

i
I

m m

Mx=A1*P*Y1+A2*P*YZ+A3*P*3’3

m m

y
4. Procedemos a encontrar la masa (m)
m=Alxp+A2*xp+A3*xp+Ad=xp

m= 2+ 0)p+7@2=p+ @+ Dp+2e4p

m=21p
5. Encontramos el centro de masa respecto a x

(2*4)p*1+%(2*3)p*%+(2*1)p*3+(2*4)p*5

- 62 p
x= 21p 21p
% = 2.9523

1 1
o @ Dpx2+5@2x3)px2+Q2xDpr5+Q2x4)p*2  39p
y= 21p = 21p
7 = 1.8571
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D. Centro de Area

El centro de area o también Ilamado centroide de area es el lugar geométrico promedio de las dreas
donde nuevamente se busca el equilibrio de una figura con un drea dada.

La férmula es similar a la de centro de masa. Es una medida de tendencia central de la siguiente forma:
e Centrode drea en x y centro de area en y que estan dados por:

ler momento de drearespectoay  Qy [ x,dA
4rea total A [dA

i
I

ler momento de drearespectoax  Qx [ y.1dA
area total A [dA

y

X, V¥ ¥; son las distancias del centroide del diferencial al origen

X = % Ecuacion 1.9.9 y= % Ecuacion 1.9.10
b 1 b
A= f f(x) —g(x)dx | Ecuacién1.9.11 Q, = 5_]. [f(x) — g(x)]? dx | Ecuacion 1.9.12
a a

b
Qy = fa x[f(x) — g(x)] dx | Ecuaciéon1.9.13

Ejemplo 1
Encuentre el centro de area de la siguiente placa delimitada por las funciones:
y=-2x*+8 ; y=0

1. Trazamos la grafica de las funciones e ingresamos el diferencial

T~

)

6
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2. Encontramos el drea de la funcidn

3.

dA = f(x) »dx

dA = (—2x?% + 8) * dx

Qx=%IY*dA = %fy*y*dx

2 2
= f —2x%+8dx =—5x3+8x
-2

3

_ 64
-3

Encontramos el primer momento de drea respecto a x

2
32
3

-2

1
dQx =y1*dA = S+y+dA

2

1 1
—Jyzdx = EJ (—2x%+8)?dx
-2

2
2
= 11264 3207 + Axt dx = 320 — 2at xS | = 2202
W =3, S 15 ' 15
-2
1024
15
4. Encontramos el primer momento de area respecto a x
dQ, =xy*dA = xxdA
dQ, = x*dA =x*y+dx = x*(8—2x%)dx =8x — 2x* dx
2
2 1
Qy=f8x—2x3dx=4x2—zx4 =8-8=0
-2
-2
Q,=0
5. Los centros de area seran:
—0% i
A Y=
0 1024
X= 64 7 =21
/3 /3
6. Larespuesta sera:
x=0 y=3.2
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Ejemplo 2

Encuentre el centro de area de la siguiente placa delimitada por las funciones:
1
y=+v2x ; y= Exz

1. Trazamos la grafica de las funciones para analizar la placa.

2. Ala misma grafica le ingresamos el diferencial, al mismo diferencial le ingresamos su centro
geométrico (x1,y;)

2
(2,2)
15 f(x) = V2x
g(x) = 0.5 x?
1
(xz1,41)
05
S~ dx
-0.5 0 05 1 1.5 2 2.5
3. Encontramos el area del sdlido.
dA = [f(x) — g(x)] dx
dA = [V2x — 0.5x%]|dx
2
2 242 1 8 4 4
A = — 0. 2 = — 3 __ 43 = ——— = @ —
L\/Zx 0.5x° dx 3 X 6x 373 3
0
4. Encontramos el primer momento de area respecto a x
x)+ g(x 1
dQ, =y, +dA = w*m = E[v2x+ 0.5x%] dA
1
dQ, = E[sz +0.5x%] * [V2x — 0.5x%] « dx

21 1 (2 1
Qx = f 5 [\/ﬂ + 0.5x2] * [\/2_— 0.5x2] xdx = Ef 2x — Zx‘* dx
0 0

2
1 1
e [ S _°
Qx z[x 20" ]

5. Encontramos el primer momento de area respectoa y
de = Xq * dA

dQy = x = [f(x) — g(x)] dx
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dQ, = x » [V2x — 0.5x%] dx

2 2V2 1 16 6
Qy=f0\/§*x3/2—0.5x3dx= T X5—§X4 = ?— =§
6. Encontramos los centros de area
7= 5= &
A Y=
6 6
%= v =2
"Ta a:
3 3
__ 9 _ 9
*~ 10 Y= 10
Ejemplo 3
Se tiene la siguiente placa con densidad p (masa/area) constante. Encuentre el centro de drea.
2

10

Aplicamos un plano cartesiano y se aplica coordenadas a cada vértice de la placa.
Desmembramos la placa en figuras regulares conocidas, para obtener 4 areas.

N

3. En cada area ubicamos el centroide.

05 1 15 2 25 3 35 4 45 6§ 75 8 86 9 95 10105

Ing. Brayan Velasquez



4. Encontramos el area total
A =A1+ A2+ A3 + A4

At=(2*6y+K7—2)*2}+K10—7)*zy+%ﬁ10—7)*@-zu=31

5. Encontramos el momento de area respecto a x
Qy =A1l*xyl+A2*y2+ A3 xy3 + A4 *y4

Qx=(12*3)+(10*1)+(6*1)+(3*(2+§))= 60

6. Encontramos el momento de area respecto a y
Qy =Alxx1+ A2+x2+ A3 xx3 + Ad * x4
Q,=(12%1)+ (10%4.5)+ (6%85)+(3x9) = 135

7. Los centroides en x y en y seran

] - _ O
A Y=A
135 60
X=737 Y=31
% = 4.355 7 = 1.935

Centroide
(4.355,1.935)

05 1 156 2 25 3 35 4 45 5 65 6 65 7 75 8 85 9 95 10

NOTA:

Cuando la placa es irregular en su forma geométrica se integra. Si es una placa donde se puede

desmembrar en figuras regulares, entonces se aplica lo del ejemplo 4, se encuentran el centroide
de cada desmembracion.

e Notese que si la placa tiene densidad constante (p = ™MaS4/ ... ) el centro de masa es igual
al centro de area.

e Cuando la densidad sea variable p = f(x,y), o sea, la densidad cambie cuando x y y cambien, se
resolverd el problema utilizando intermedia 2 (mate 5)
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Ejemplo 4
Compare el centro de masa y el centro de drea de la placa delimitada por: y=x3 ; y=2x—x?y
el primer cuadrante.

|: flx) =22 — 2

1. Se encuentran los interceptos de la placa
Y la grafica. .
x3 = 2x — x?
x3+x2-2x=0
x=0,; x=1; x=-2 “

Centro de area

F4 I ‘. 0z 01 0.4 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1 12 13 14 15 16 1.7 18 18
2. AreaTota ,

b 1
5

A=jf(x)—g(x) dx =fo—x2—x3dx= —
a 0 12

3. Los primeros momentos de area seran:

—1fb[ - [gCdx = 1jl[z P [ dx = e
Qx—zaf(x) gx x = 2, X=X x X = 375

b 1 13

0= [ -geNar = [xxlx—a -2 dx = &

a 0 60

4. Los centros de area seran:
Q 13 13 Q AL 82
X = 1 5 e 0.52 ; y y 5 175 0.468571
12 12

Centro de masa
5. masa total (el problema no da el valor de p, por tanto, se conserva como constante en los célculos)

b 1
mzpff(x)—g(x) dx =pf 2x —x?>—x3dx = —p
a 0 12
6. Los primeros momentos de area serdn:
b 1
p p 41
M= 5] VR -looRar = § [ 2w - 6P ax = Fop
b 1 13
My=p [ xlf@ - gldr =p [ xrlzv-xt -2l dx = o
a 0
7. Los centros de area seran:
M P 13 M AL 82
p=2=0807 _ “_q52 oy = r= 2107 _ 5 _ 468571
m 5 25 M 5 175
12/ 12/p/
8. En ambos casos las respuestas son:
_ 13 _ 82
*=25 Y7175
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2. INTEGRALES IMPROPIAS

Una vez vistas las técnicas de integracién y las aplicaciones entramos al capitulo 2, llamado Integrales
impropias. Aca se aprendera a integrar funciones:

o No continuas

o Que no estan definidas en el intervalo que se establecen con los limites de integracion.

o Funciones definidas solo por la derecha o solamente definidas por la izquierda y que en el otro
limite de integracidn tengan el simbolo infinito.

Es importante que recuerde como resolver limites, pues es una parte fundamental para la resolucién de
las integrales impropias. Si en caso no se recuerda de limites, debe verificar el manual de matematica
Basica 2 publicado en Ingenieria CUNOC.

En la portada usted observa una leona jugando y protegiendo a una nifia. De esa manera lo hard el
siguiente capitulo por usted una vez haya comprendido los temas, solo debe tener paciencia y
dedicacion.
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1. Recuerde que para encontrar el area de una funcién continua entreay b

f’——‘-—-—-_\

AREA

1.1.  El area estara definida por:

b
Area = J f(x) dx

2. Ahora veamos los dos casos siguientes de la integral impropia, donde no se cumple el drea
definida.

Caso No. 1 Integral de una funcion que nunca toca el eje x y que se busca esa area encerrada

oseadeque b — o

y = f(z)

Caso No. 2 Integral de una funcién que nunca toca el eje x y que se busca esa area encerrada.

Los casos anteriormente mostrados se clasifican en tipos. Asi pues, el Caso No. 1 es conocido como el
integral tipo 1y el caso No. 2 es conocido como el integral tipo 2.
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A continuacién, veremos cada una de las integrales

2.1. Integral tipo 1. Intervalos infinitos (Caso No. 1)
. . s 1
1. Pensemos que queremos encontrar el area de la funciéon y = — entre los valores
05 <x <t

2. Lagrafica de la funcién serd
4 (0.5,4)
35 {EjeY

3. Eldareaentre 0.5 y t estara definida por la integral

dA = f(x) * dx
1
dA=—2*dx
x
t
A—ftld—ft‘zd—x_l—l B 1(1)_ 1+2
)2 T )T T Ty | T T 05/ ~ Tt
0.5

4. Entonces podemos decir que tenemos una funcién Area respecto a t (un punto variable) y
respecto a 0.5

1
A(t)=2—¥

5. Paraver qué pasa con A(t) cuando t tiende al infinito podemos realizar la siguiente tabla:

t=o | A =2 —%
9 1.888888889
99 198989899
99 198989899
999 1.998998999
999 1998998999
9999 1.99989999
99999 1.99999
999999 1.999999
9999999 1.9999999
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6. En otras palabras, podemos utilizar los limites diciendo:

1
Alt) =lim2—- = 2
t—oo0 t

7. Para simplificar un poco mas el proceso de analisis podemos establecer que para encontrar esta
area también se podia:

o) t

1 1
A(t) =f — dx = lim —dx
05X

2
= Jos X

Definicion de la integral impropia tipo 1

oo t b b
a) ] f)dx = lim f f(x)dx b) j f)dx = lim J f(x)dx
t=a t<b

) .[_o:of(x) dx = f_:f(x)dx+joof(x)dx = tLir_noojaf(x) dx+l}i_>rrgojuf(x) dx

t<a u=a

NOTA: Si el limite existe (el resultado es un numero concreto) se dice que la integral converge y en caso
no suceda se dice que el limite diverge.

Ejemplo 1

© 1
> dx
1 X°+Xx
1. Llevamos la cuadratica a la forma estandar
X2 4x = x> +x+k*—k?

1.1.  Para que sea trinomio cuadrado perfecto x? + x + k? debemos encontrar k
2x xk =x

-1
= /2
1.2.  Entonces el trinomio cuadrado perfecto serd

2
x2+x+1 = <x+l>
4 2

1.3.  Uniendo el trinomio cuadrado perfecto con el resto.

2
1
x*+x = x2+x+k2—k2=<x+—> by

f"o 1 4 foo 1 J
X = ——— dx
;X2 +x 1, 1)?

2. Llanueva integral sera
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3. Realizamos una sustitucion

1
u=x-+ 2 entonces: du = dx
Cuando: x> 1 u- 3/2 ; cuando: x >0 U —> ©
[t = [ = [ = o[
—_——dx = u = — adu = -/ - au
1\ 1 3 1 3 3, Qu)2—1
1 ) 2 2 u? — = / 4u? -1 /
I T S T T TR
4. Volvemos a realizar una sustitucion
dm
m=2u entonces: dm=2du ; du= >
Cuando: u — 3/2 m— 3 Cuando: u—>o0 m—>
*© 1 “ dm
4 2 21 = 2 2
3/(2u) —1 m2—1 ; m2—1
5. Resolviendo la integral por aparte
dm
m2—1

5.1. Descomponemos la fraccidn racional en parciales
2 2 A B

mr—1 (m—1)*(m+1) - m—1+m+1

2 A + B 1 +1
= k —_
m—-—1 m+1 (m )(m )

= A(m+1) + B(m—1)
2 Am+A + Bm—B
5.2. Losvalores de Ay B serdn

5.3. Volviendo a la integral
dm 1 1

2 = -
mz—1 m—1 m+1

m-—1
dm = In(m—-1)—In(m+1) = ln( )
m+1

6. Planteando la integral tipo 1
[ = i (5] = [ (7)) -0 )
3m2—1 i m2—1 ol \m+ 1/l T el ex /] T2
1 t—-1
)] +1n(2) = In (ymH—l) +Ln(2) = In(1) +In(2) = In(2)

. t—
lim |in (5

fl 1 x dx = In(2) converge
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Ejemplo 2

“Inx
f — dx
. X

1. Realizamos una sustitucién

u=Inx

) du 1
derivamos: — = o

dx

Cuando: x >0 u —> o0

2. Sustituyendo

“Inx “u
] —dx = j —xxdu =
1 X o X

3. Planteamos la integral tipo 1

fudu
0

[e'e] t uZ
] udu = lim| u du= lim [—l
0 2

t—o0 0 t—o0

4. Llarespuesta serd

por ende: dx = xdu

Cuando: x->1 u-0

“Inx
f — dx = oo diverge
1

X

Ejemplo 3

[ 5%
o9+ x©

1. Realizamos el siguiente cambio:

foo x2 . .[-oo x2 .
Lo T oy

2. Sustituimos

dx

5 ) du
u=x Derivando: —

dx
Cuando: x —c0 U —> —

3. Sustituyendo
[ 5o
NS i

4. Realizamos el siguiente cambio

1f°° 1 f‘” 1

— sdu = -— _—

3) .9 +u? 3) . 1,
9h+9u]

5. Realizamos otra sustitucion

Ing. Brayan Veldsquez

e xz p
‘£ﬁ+uw *

xdu =

3x? tanto: d —du
= ' x —=
X por tanto 322
Cuando: x> o u—>
f‘” x? du 1f°° 1
e —_— % = — —_— X
o9t u? 3x2 3)_ 9+ u?

ﬁf_wm*du

du
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=% Derivando: 2 =1 portanto: du=34d
m= 3 erivando: T3 por tanto: du = m
Cuando: u—>» —o© m —> —oo Cuando: u—> o m—> o

6. Realizando la nueva sustitucién

ljm 1 d f°° 1 3d 1J‘°° 1 d
— | s = — | —+« = - | —

27 )_,, [1+(E)Z] v 27 )_ [1 + m?] m 9)_,1+m? m
3

7. Planteamos la integral tipo 1 (Tomamos m = 0 como punto parte analisis. Eso es arbitrario)
10 1 1001 1% 1
- ——dm = lim = | —— dm + lim —f—dm

- t 0

9)_,1+m? to-0 9 ), 1+ m? 2w 9 ), 14+ m?
0 v/
lim —tan~'m + lim =tan™'m
to—o0 9 z—oo 9
t 0

1 1
lim 0—§(tan‘1t) + lim §(tan‘1z)—0

t—> —o

1

lim —=tan™'t + lim = tan™'z
t—> —o0 9 Z—00 9

8. Analizamos la funcién y = tan™' x

6/\

4

y=mn/2

2
160 140 120 100 80 60 40 20 20 40 60 80 100 120 140 160 180

-2
y=-a2 4| ytan" (x)

-6

Entonces vemos que: lim tan™1(x) = — 7T/z ;o lim tan™1(x) =7T/2
X—>—00 X—>00
9. Regresando al andlisis
lim —=tan™'t + lim = tan~'z
t—> —co 9 Z— 00

1 = 1 = T

— % — + — % — = —

9 2 9 2 9
10. La respuesta entonces sera:

o) x2
dx — converge
£w9+x6 9 &
I
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2.2. Integral tipo 2. Integrando discontinuos (Caso No. 2)

. . . 1
1.  Pensemos que se quiere encontrar el area de la funcion y = — entre los valores

-3 <x<3
2.  Llagréfica de la funcién sera

7
1

6 | f(x) = X2

5

(t,112) a4l «
F
&
2
(-3,0.1111) 1 (3,0.1111)
C D
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

3. Como puede ver en la grafica, esa funcidn es discontinua (en x = 0 no esta definida), por lo tanto,
es una integral del tipo 2.

4. Podriamos integrar en dos fases, tomando el analisis del caso tipo 1.

ENTRE PUNTOCaE + ENTREPUNTOFaD

N L DN I L
S ) ) o *? ) - 3 X7 ) u X )

5. Similar al andlisis de la integral tipo 1 a t lo comenzamos a aproximar a cero por la izquierday a u la

aproximamos a cero por la derecha.
t
t 1 31 _ 1 _ 31
A = — dx + — dx = lim — dx + lim — dx
3 X2 u X2 -0~ J x2 u-0* J,, x?
-3

6. Resolviendo la integral nos quedara:

t 3
t
. 1 . > 1 . 1 . 1
A= lim | —dx+ lim — dx = lim —— + lim ——
t50~- ) x2 u-0* J,, x? t>0~ X u-0*t X
0
-3 u
1 1

A = i LRI
T o T T3 T A T3 53

7. Analizamos por aparte el limite

lim — y lim —
t->0~" t u-0tu
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t—>0" 1 u- 07" 1
t u
-0.1 -10 0.1 10
-0.01 -100 0.01 100
-0.001 -1000 0.001 1000
-0.0001 -10000 0.0001 10000
-0.00001 -100000 0.00001 100000
-0.000001 -1000000 0.000001 1000000

8. Como se puede ver en la tabla, las tendencias son menos infinito y mas infinito.

.1 1
lim — = —oo y lim —=o0
t-0- t u-0tu
9. Retornando a la respuesta tenemos:
A li + i t 1
T bt t -3 ubor 7373
1 1
A =—(—0)—= 4+ o0+4—-
(—o0) 3 3

A = oo 4+ o
A = o©

Como puede observar querido estudiante, se trata de analizar la grafica de la funcién y también analizar
el dominio de la misma. De estos modos tendremos la definicién de la integral tipo 2:

Definicion de la integral tipo 2

b t b b
[ fear=jm [fear o [ fwar= tm | feod

Para f(x) definida [a, b) Para f(x) definida (a, b]

a

) fbf(x) dx = fcf(x) dx+fbf(x) dx = tl_i)rzl_ftf(x) dx+ulir‘£1+fbf(x) dx

Ejemplo 1
[
— dx
o X°
1. Analizamos el dominio de la funcién que se estd integrando
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6
5
3 3
Para — ;0 x*+0 4 f(x) = 5
x X
3
2
1
6 -5 -4 -3 2N\-10] 1 2 3 4 5 6
71m,>0+
-2

2. Vemos que el limite de integracion inferior no esta definido dentro del dominio, por lo tanto, se
tendrd que aplicar el caso b)

13 . 13
f—sdx= lim — dx
0 X

t-0t t x5

3. Resolvemos la integral

13 d 3f -5 g 3.5 3
— = = E3 —_ —
xs xooax ) 4x*

4. Evaluando la integral con el limite

1
li 13d—1' S _ 3(_3)—1' 5,3
it ¢ X° YEEY T T A0 T 4 T 0t 4 g
t
5. Recordamos el limite:
lim — = o
t-o+ t*
6. Portanto, la respuesta sera:
1 43 an
—_— —_— = == 0 =
t-0t 4  4t* 4

1
f 75 dx = oo Diverge
0

Ejemplo 2
bodx
oV 1-— xZ
1. Analizamos el dominio de la funcién. Especificamente los valores donde se indefine
1
x#*1 porque realiza la forma: % =0 (Forma indeterminada)

2. Planteamos la integral tomando la referencia del caso a)
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b dx _
= lim

ft dx
o V1 —x2 1" Jg /1 — x2

3. Resolvemos la integral, para ello debemos recordarnos de la tabla 1.5.a

] dx 1 (X) >0
—————=sen (-] ; a
VaZz — x2 a
dx
-1
———— = sen (x)
V1 — x?
4. Retornando a la evaluacion de la integral
t
lim td—x = lim sen"'(x) |= lim sen™'(t)—0 = lim sen (t)
t—-1" 0 V1 — x2 t-1~ t-1" t—1~
0

5. Analizamos por aparte la funcién seno inverso.

» Vista Algebraica */|» Vista Gréfica

: “1(y) = TC _ 1
Jim sen™'(x) =7/, ® g(x) = sen*(x)
-1 - 0 0.5
6. Larespuesta sera:
: -1(4) = TT
tll)rln_ sen”' (1) ="/, o

Converge
f V1 - xz /2

Ejemplo 3

[ o

1. Analizamos el dominio de la funcién, especificamente los valores donde se indefine
w

w—2 2—12

2. Comow = 2 se encuentra dentro del intervalo [0, 5] tomamos de referencia el caso c)

tow S ow
f —dw = lim —— dw + lim — dw
=27 Jy W — 2 u-2*t a W 2

3. Resolvemos la integral

[
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3.1. Realizamos una sustitucion

dm
m=w-2 ; —=—=1 portanto: dm =dw
dw
m+2=w
Sustituyendo
m+ 2 m 2
j—dw=j dm=f—dm+f—dm=m+21n(m)
m m m

3.3.  Retornando a la variable original
m+2lnm = w—-2+4+2In (w-2)

4. Regresando a la evaluacion de la integral

t 5w
lim [ ——dw + lim [ ——dw
t-2- J, w— w2t ow— 2
t 5
tlirzqw—2+21n(w—2) + llrznw—2+21n(w—2)
— u—
0 u

tlirzlq t—2+2In(t—2)—[-2+2In(-2)] + lir;1+ 5—-24+2In(5-2)—[u—2+2In(u-2)]
— u-

tlirzlq t—2+2In(t—2)+2-2In(-2) + lirg)r 5—2+4+2In(3)—u+2-2In(u-—2)
— u-

tlirzrl t+2In(t—2) —2In(-2) + 1il’£1+ 54 2In(3) —u—2In(u — 2)
— u-

4.1.  Utilizamos la propiedad de los logaritmos:
A
In(A) — In(B) = In (E)
tlirzn_ t+2In(t—2)—2In(-2) + 1iI§1+ 5+ 2In(3) —u—2In(u—2)
- u—

-2

3
) 4+ lim 5—u+21n( )
u-2*t u-—2
3 )
u-—2

4.2. Debemos analizar los siguientes limites, luego sumamos los limites.

t
limt+ 2 ln(
t-27

t
limt+21n( > + lim 5—u+21n(
t-27 u-2%
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to 2~ 2In (%) u— 2+ 2In (u i 2) 2In (?) + 2In (ﬁ)
19 -5.991464547 2.1 6.802394763 0.810930216
1.99 -10.59663473 2.01 11.40756495 0.810930216
1.999 -15.20180492 2.001 16.01273514 0.810930216
1.9999 -19.80697511 2.0001 20.61790532 0.810930216
1.99999 -24.41214529 2.00001 25.22307551 0.810930216
1.999999 -29.01731548 2.000001 29.82824569 0.810930216
1.9999999 -33.62248566 2.0000001 34.43341588 0.810930221
1.99999999 -38.22765586 2.00000001 39.03858608 0.810930216
1999999999 -42.83282587 2.000000001 43.64375609 0.810930216

Como puede notar querido estudiante, la suma de ambos limites es 0.810930216. Otra forma de

encontrar este valor es analizando los limites algebraicamente.

4.3.

lim 21In (
t-27

t>+

lim 21In
u-2

(

)

u—2

4.3.1. Utilizamos la propiedad de logaritmos
InA+InB = In(A * B)

Este valor se puede obtener de operar ambos limites

2 * [lim ln(
t-27

)

4.3.2. Comotyutiendena 2, podemos decirquet=u

2 * | lim
t—-27

=2 % [ln ( lim
t-27

In

(2

—t 3
>+limln< )] =
u-2+ u—2
2—t
u—2

2//t
2

5. Volviendo al limite del paso 4.1.

_se2m(d)

6. Larespuestase

Ing. Brayan Veldsquez

ra:

t)+

t1_1)r2r1_t+21n(T

lim
u-2"t

* lim

u-2+ u//2>]

3

5—u+2m(

u—2

2 %

)

2
lim ln(
t-27

)

=1 (hacer la prueba con la calculadora)

2 )] = 2

+ lim In

2

g

+ lim In

u-2t

=)

u—2

=5

u-2+t

3
2+5—2+21n<i>

5w 3
f ——=dw = 5+2In (—) = 5.8109302 converge
o W—2

2
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2.3. Teorema de comparacion

Algunas integrales donde uno de los limites de integracién tiende al infinito presentan un camino tedioso
de resolucién, asi como también algunas integrales son imposibles de resolver. Para esos dos casos lo
que interesa es una respuesta (saber si converge o no converge)

El andlisis del teorema de comparacién expresa que:

DEFINICION TEOREMA COMPARACION

f(x) y g(x) son continuas con f(x) = g(x) =0 paratodax =>a

a) si: f f(x) dx esconvergente f g(x) dx es convergente
a a

b) si: f f(x) dx esdivergente f g(x) dx es divergente
a a

En otras palabras, lo que se hace es comparar (por eso el nombre del teorema) dos integrales, lo que
hace mas facil llegar al resultado.

J:of(x) dx = J:og(x) dx

Ejemplo: Suponga que nos piden resolver la integral

fwm
2m | ———
1

X
x3

Para resolver esa integral se necesitan por lo menos 3 sustituciones, se llega a una parte donde se
resuelven fracciones parciales y por ultimo una nueva sustituciéon. Demasiado larga para resolverla,
para llegar a la respuesta de que es infinito (no converge).

Para ello es mas facil resolver esa integral comparandola con otra integral

VPl “ \xt
Zﬂf —3dx > an —3dx
1 X 1 X

an —dx=2nf —3dx=2nf —dx=2nf —dx = 2nlnx | = 0o— 0=
1 1 X 1 1 X

x3 x3
1
Por tanto, concluimos que:
R 1 T 1
27Tf1 3 dx > oo que es lo mismo decir: anl 3 dx = oo
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Se puede observar que cumple con el teorema de comparacién graficamenteenx > 1

P Vista Algebraica P Vista Grafica
Vx4 +1
3

D

X
x3

® f(x)=2n

®gx)=2~x
® ecl:x=1

Ejemplo 1
Indique si la siguiente integral converge o diverge
“ x+1

—— dx
1 Vx*—x
1. Siusted evalla el valor de x = 1 la funcion se indeterminara.

2. Vemos que la integral es complicada de resolver, por tanto, utilizamos el teorema de comparacion
para ver si el resultado converge o diverge.

“ x+1 ° x+1 e x+1
———dx = .]- —— dx = dx
1 Vxt—x 1 Jx(x3-1) 1 Jx (=1 (2 +x+1)

3. Elplanteo de la comparacién en las integrales sera:

® x+1 g > i foo () d
———dx = lim x) dx
1 Vxt —x to1+ t g
4. Buscamos g(x). Recuede que puede ser cualquiera siempre y cuando 0 < g(x) < f(x) para

toda 1<x<oo

1
glx) = p debido a que para todo valorde x >1

(Puede comprobarlo por grafica o por una tabla)

Note que cumple con el
teorema de comparacion
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5. Por tanto, comparando la integral

“C x+1 dx > fOO1d
—— dx —dx
1 vx4—x 1 X
6. Laresolucion de la integral de g(x)
(0]
<1
f ;dx= In(x) = In(w)—In(l) = w0—-0= o
1
1
7. Siendo la respuesta
“ x+1 dx >
—_— X o0
1 Vx*—x
“ x+1 J di
———dx = o diverge
1 Vx*—x &

Ejemplo 2
Indique si la siguiente integral converge o diverge

| =
0x3+1x

1. Laresolucion de esa integral es complicada. Como el limite superior es infinito se puede utilizar el
teorema de comparacion.

2. Recuede que puede ser cualquiera siempre y cuando g(x) < f(x) < h(x)
paratoda 0 <x <
x :
gx) = 212 h(x) = 211 Porque es facil de integrar y cumple con el teormea
2
1.2
‘ e =1

0.8
0.6
0.4 X3 + 1

0.2 X

-0.2

3. Lacomparacién de integrales es:

1j'°°x p <f°°x p <f""l.Zd
2), 1 ™ o 1 o 241

4. Resolvemos la integral g(x)
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1f°° X p
= X
2)y x*+1
4.1. Comenzamos realizando una sustitucion

) ) du
u=x ; Derivando: i 2x por tanto: —— = dx

u? = x*
Cuando: x =0 ; u=o00 ycuando: x=0; u=0

4.2. Sustituyendo

ljm x 1f°° x du . 1Jt du . 1 - T

— _— = = —_— % = — _— = — % = —

2), 1T 2), T T SR 2) w1 T o de 2ttt 4
0

4.3. Recuerde que:

5 y=1r/2

~

= 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

5 f(x) = tgh(x)
T
[lim tan x = — ]
X—00 2
4.4. Portanto, la integral es:
t

I ran-1 1 =« 0 T
— X = —_% — — = —_
the 2 b 272 4

5. La comparacion de la integral es

1(° x T
= f dx = (converge)
0

2
6. Laintegral h(x) sera:

j°° L2 6j‘” dx S 6
— — _ = = — %
, AT ey T Mt | = g

7. Larespuesta por tanto sera:
1f°°xd<f°°xd<f°°1.2d_7T<J‘°°xd<3n
2), 1™ o 1 s Z+1 T g s B+1 S TS

8. Larespuesta sera:

©° x
f dx  (converge)
0
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3. ECUACIONES PARAMETRICAS

En este punto del curso es importante haber comprendido los capitulos 1 y 2 de este texto. En el
presente capitulo seguiremos viendo aplicaciones de la integral. Nuevamente veremos longitud de arco
y drea de una superficie, pero orientado al tema de ecuaciones paramétricas, utilizando un parametro
t como se definird mas adelante.

En este capitulo veremos trazo de graficas que no se logran describir con funciones que hemos estado
trabajando hasta este momento [y = f(x)] o también [x = g(y)]. Veremos curvas muy conocidas
como cicloide, cardioide entre otras, que estdn regidas bajo un pardmetro que veremos a continuacion:

En la portada puede usted observar dos elefantes, realmente son creaturas encantadoras y un tanto
temibles, por su tamafio. Pues de esa misma manera son las paramétricas, se observan temibles por sus
calculos, pero una vez comprendido el tema, vera que se pueden utilizar en muchas aplicaciones de la
ingenieria.
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3.1. DEFINICION DE PARAMETRO

Recordemos querido lector el tema llamado TIRO PARABOLICO, el cual trata de cinemdtica (estudia el
movimiento de las particulas) y es parte de la rama de la fisica llamada mecanica.

Dicho tema se presenta en dos dimensiones como lo es el eje x y el eje y. Para comprender esta idea
aterricemos con la siguiente figura.

Como puede notar el movimiento va en direccién al eje x — y en direccion al eje y T
éDe qué factores depende la posicidn de la particula?

e Velocidad inicial V,
e Gravedad g
e Del angulo de inclinacién 6

e Altura inicial de la particula hy
h0

Recuerde que para encontrar las componentes de las velocidades en los ejes es:

Vo

Voy Velocidad inicial en x =V, =V, * cos(0)
0 Velocidad inicial en y = Vg, =V, * sen(0)
VOox
Movimiento rectilineo uniforme x =Vy *t
x = Vycos(0) t
. . : : 1 2
Movimiento rectilineo uniformemente variado Y=Y+ Voy*t+ Sy t

1
y = hy + Vgsen(0) t + 3 gt?

Donde: Vo, Voy,0, hg y g son constantes
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Las unicas variables son:
x = Posicion en el eje x y = Posicibnenelejey  t = tiempo de vuelo

1
P(x,y) =P (Vocos(e) t,hy + Vysen(0) t + 28 t2)

NOTESE: Tanto la variable x y la variable y estan en funcién de la variable t (tiempo), por tanto,
podemos decir que el tiempo es un parametro del movimiento tiro parabdlico.

Lo anterior se describe matematicamente de la siguiente manera:

x(®)=f@) ; y@)=g()

Expresan que tanto x como y dependen de un pardmetro t

Al analisis anterior pongamosle datos y tracemos su grafica entre otros datos mas profundos.

Ejemplo 1
Una pelota se lanza desde el edificio del médulo G de Ingenieria CUNOC a una altura de 20 metros y a
una velocidad inicial de 10 ™/ con un angulo de 30° respecto a la horizontal.

a) Encuentre una ecuacién paramétrica respecto al tiempo que describa la posicién de la pelota.
b) Calcule el tiempo en que tarda en caer la pelota.

¢) Encuentre la altura maxima que alcanza.

d) Trace la grafica de la ecuacidn paramétrica del inciso a).

INCISO a)
1. Comenzamos realizando el diagrama de lo descrito, asi como resumiendo los datos.
Vo =10M/¢
6 = 30° 10 Z/J
ho =20m ]
g=-9.8 m/S2 hinax

| I

2. Recordamos las formulas de tiro parabdlico para x ( MRU) y para y (MRUV)

x = Vycos(0) x t y = ho+ Vy,sen(B) xt + %g*t2
3. Sustituimos los datos
x = 10 * cos(30°) x t y =20+ 10sen(30°) *t — %>|<9.8>|<t2
x =5V3#t y=20+5t— 4.9 * t?
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4. Laecuacién paramétrica sera:
x =5V3*t i y=20+5t— 4.9 t?
INCISO b)

5. Analizando el plano cartesiano vemos que la pelota cae cuandoy =0
0=20+5t— 4.9 x*t?

5.1. Resolvemos la ecuacién cuadratica
t = 2.5939 segundos

INCISO c)

INCISO d)

7. Paratrazar la grafica de esta ecuacion paramétrica debemos realizar la siguiente tabla:

dt

dy:0

6. Se alcanza la altura maxima cuando —

y=20+5t— 4.9 xt?

dy
—=5-98*t=0
dt ’
) 5
5—98*t=0 Despejando parat: t= 98

t = 0.5102 segundos

Parametro | Variable Variable
x=5V3t | y=20+5t— 4.9t
0 0.000 20
0.5 4.330 21.275
0.5102 4.418 21.2755102 Inciso c) Altura méaxima
1 8.660 20.1
1.5 12.990 16.475
2 17.321 10.4
2.5 21.651 1.875
2.5939 22.464 0 Inciso b) para punto De caida
3 25.981 9.1
3.5 30.311 -22.525

Comenzamos a trazar en un plano cartesiano los puntos de x y de y. Recuerde que entre mas puntos
plotee mas exacta serd su grafica y que las distancias negativas ya no existen en el problema.
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» Vista Algebraica

® A=(0, 20)

® B =(4.33, 21.28)
® C=(4.42, 21.28)
® D =(8.66, 20.1)

® E =(12.99, 16.48)
® F=(17.32,10.4)

X » Vista Grafica
25

A
20€

15

BC

® G =(21.65, 1.88) 10
® H=(22.46,0)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 07 1" 12 13 14 15 186 17 18 19 20 21 2 23

-5

Esta sera la grafica del tiro parabdlico utilizando ploteo. Existe una segunda forma para la resolucién de
esta misma grafica al utilizar la relacién de funciones usando el parametro t como puente entre x y y.

TRAZANDO LA ECUACION PARAMETRICA RELACIONANDO VARIABLES

x =5V3t (Ecuacion1) ; y=20+5t—49t?> (Ecuacion 2)
8. Despejamos de la Ecuacién 1 el valorde t
x =5V3t
t=—>_ (Ecuacién3)
=— cuacion
5V3

9. Sustituyendo la Ecuacion 3 en la Ecuacion 2

y=20+5t—49t?

— 20452 49(x)2
Y= 5v3 \5v3

- 204 P
Y= /3 7507

& f(x) =

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
A = (22.46,0)

-10

Esas dos formas son para trazar graficas de ecuaciones paramétricas, ploteando o relacionando las
variables.
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Ejemplo 2

Bosqueje la curva ubicando puntos por medio de las ecuaciones paramétricas. Indique con una flecha
la direccidn en que se traza la curva cuando t crece.

x=t*? , y=t3 -4t -3<t<3

1. Comenzamos realizando la tabla de ploteo. Note que en el problema me estan dando el intervalo
del pardmetro y recuerde que entre mads puntos se realicen mas exacta sera la gréfica.

t x =t? y=1t3—4t PUNTO
-3 9 -15 A
-2.5 6.25 -5.625 B
-2 4 0 C
-1.5 2.25 2.625 D
-1 1 3 E
-0.5 0.25 1.875 F
0 0 0 G
0.5 0.25 -1.875 H
1 1 -3 [ 16 M
1.5 2.25 -2.625 J 14
2 4 0 K 12
2.5 6.25 5.625 L
3 9 15 M 10
8
2. Una vez ploteado los valores procedemos a ubicarlos en un 6 L
plano cartesiano. HEJL. D
2
e G C
NOTESE: Que el problema solicita indicar con una flecha la olyH 2 4 6 8 10
. ., . -2 |
direccién de la curva. Esto se hace uniendo los puntos en
4
orden, osea, una flechaird de Aa B (siguiendo el orden). Otra . B
flecha unira el punto B al punto Cy asi sucesivamente. .
-10
-12
14 A

NOTA: Observe que si realizaramos la prueba de la recta vertical en el problema anterior no cumpliria
con que es una funcién. Esa es otra de las ventajas de las ecuaciones paramétricas.

Ejemplo 3
a) Elimine el parametro para hallar una ecuacion cartesiana de la curva.

b) Bosqueje la curva e indique con una flecha la direccién en que se traza la curva cuando crece el

parametro.
x =e?t , y=t+1

1. Dejamos para el parametro t en términos de la variable y
t=y-—-1
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2. Sustituimos el despeje del paso 1. En la variable x
x = e?t = eZ(y—l) = e2y-2

3. Despejamos para y dejando la variable y en términos de x

x =e?V2
e?y

X =—
eZ

e’x =e?

4. Aplicamos logaritmo

In(e’x) =Ine? + Inx =In(e?’) = 2ylne = 2y
2+Inx =2y

=1 11
y = +2nx

5. Paraelinciso b) debemos analizar las flechas de direccién. Se debe llenar una tabla de datos para
conocer el orden que toma la ecuacion paramétrica. A continuacion, trazamos la grafica del inciso
a) tomando en cuenta la tabla.

' B
2
t x = e?t y=t+1 PUNTO 1
0 1 1 A ' f(x) =1 +§ In(x)
1 7.38905159 2 B
2 54.5980835 3 C 0 4 5 8 7 8 9 10 11 12 12
3 403.428056 4 D
4 2980.95072 5 E /
5 22026.3987 6 F 5
Ejemplo 4

Use la graficade x = f(t) y y = g(t) para bosquejar la curva paramétrica x = f(t),y = g(t). Indique
con flechas la direccion en que se traza la curva cuando t crece.

XA YA

1__

,_.
~Y

\/1?

-1

1. Solamente nos piden un bosquejo, por tanto, no debemos realizar una grafica exacta. Debe
comprender que, segun las graficas, el plano cartesiano xy esta cambiando en el eje x
parabdlicamente. Mientras que en el eje y el cambio se esta dando cubicamente.
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2. Analicemos que pasa con x y con y cuando t es positiva.

2.1. Cuandotaumenta [x = f(t)] x también lo hace cuadriticamente. Asi mismo cuando t aumenta
[y = g(t)] y también lo hace solo que clbicamente.

NOTA: Si y fuera cuadratica la grafica seria lineal en el eje positivo

tabla 1 tabla 2 tabla 3
t x=f() t y=4(0) x y
0 -1 0 0 0
1 0 1 1 0 1

De la tabla 1y tabla 2 obtenemos la tabla 3. Estos datos
son importantes para el trazo de este trayecto.

LA GRAFICA DE LA DERECHA ES PARA t POSITIVO

3. Ahora vemos las graficas cuando t sea menor a cero

35

30

25

20

15

10

N

3.1. Cuandot es negativa x es positiva. Mientras que cuando t es negativa y es negativa

5
Notese que x es cuadrdtica y y es cubica.
5 0 5 10 15 20
tabla 4 tabla 5 tabla 6 -
t x=f(t) t y=g(®) x 10
0 -1 0 0 -1 s
1 0 -1 -1 0
-20
-25
LA GRAFICA DE LA DERECHA ES PARA t NEGATIVO _30
15
-35

La grafica serd

Ing. Brayan Veldsquez

10

AN,

-10

-15

)]

10

154



Tabla3.1.a

No. Nombre Ecuacion matematica Geometria Periodo
(m, w20 0%y (3m,3mwr, 2r)
x =1(0 — senB)
1 Cicloide —0 << oo
y =7r(1 — cos6) ¥ :
(0,0,0) (2m, 211, 0) (4w, 4, 0)
x = h + rcost
; (h-r,k) (h+r,k)
2 Circulo 0<t<2m
y =k + rsent
(hk +b)
. x = h + a cost (h—abk) (h+a,k)
3 Elipse 0<t<2m
y =k + b sent
(hk — b)
(0,b)
_ 3
X = acos~0 (—a,0) (a,0)
4 Astroide 0<6<2nm
y = b sen30
(09 _b)
P
Evolvente _ %
X = cost + t sent ¢
5 o Involuta \gzo’ﬁ,‘g) —®sts
de un | y = sent —tcost &
circulo
~ |
Curva de x = 4cost -4,0 (4,0)
I =2 0<t<2m
ISSajous y =2 sen(Zt)
(1,2) =
. Curva x:cote e T 0<t<2T[
Serpentina | y — 4 send * cos t #+0,m,2m
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3.2. APLICACION DE ECUACIONES PARAMETRICAS

A continuacién, veremos las aplicaciones que tiene nuestro tema llamado Ecuaciones Paramétricas.
Primero comenzaremos viendo el cdlculo en dicho tema para luego ver las aplicaciones que este
conlleva.

Las aplicaciones que veremos serdn: area entre superficies, longitud de arco y area superficial. Ademas,
veremos maximos y minimos de las paramétricas, asi como pendientes infinitas, por tanto, si a usted se
le dificulta el tema derivadas o integrales, le sugiero repasar el capitulo 1 de este texto o repasar el
manual de Matematica Basica 2.

En el mundo de la ingenieria este tema tiene mucho uso, como en el drea estructural aplicado al tema
circulo de Mohr en donde el parametro es el dngulo de rotacién y se relacionan esfuerzos cortantes y
esfuerzos normales. En ingenieria civil se utiliza para trazar carreteras o también en trayectorias de
montafias rusas, utilizando una grafica llamada Clotoide asi que como este libro es orientado a la
ingenieria es muy importante su comprension.

En la portada usted observa como una sefiorita acaricia al elefante para beneficio de ambos. Esto mismo
es la representacion de que al tema de paramétricas no hay que tenerle miedo y que estos temas estdn
para apoyo y servicio de usted.
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3.2.1. Tangentes

La derivada es la pendiente de la recta tangente en un punto cualesquiera. Existen puntos de la funcién
donde no es derivable y por tanto eso es lo que usted debe analizar, donde es derivable una funcidn.

1. La primera derivada (para analisis de pendientes) la describimos como:

1 1
2. Simultiplicamos por — dividimos por —
dt dt
1
_dy gt
= — x =
dx 1

dy
dt
dx
dt dt

3. Sitenemos una ecuacion descrita por paramétrica por:
x=f() ;o y=4g@®)
4. Entonces la derivamos x y derivamos y tendremos

dx _df(t) dy _dg(®)

dt  dt ’ dt  dt

5. Teniendo la férmula para tangentes paramétricas.

g _ 4o
_ at _ __at ‘s
m = ax dg (D Ecuacién4.1

dt dt

* Si se quiere encontrar el mdximo o minimo (tangente horizontal): —=0

dx
* Si se quiere encontrar el punto donde la curva tiene tangente vertical: - 0

SEGUNDA DERIVADA (Analisis de concavidades)

dy
4a(dt
2 dy dy\ 1  dt|dx
dm_dy_d(dy)_d%_d% dt dc
_— = ———)=—]l === = —
dx  dx? dx\dx/ dx\dx dx\dx | 1 dx
dt de/ dt dt
dy
d [ dt
oy, E\&) ()
y dt t\dx y
Tx dx Ix Ecuacion 4.2
dt dt
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Ejemplo 1
Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto correspondiente al valor del
pardmetro dado.

x = Ocos0 , y=0senf ; O=m
1. El pardametro es 8. Una vez identificado el parametro procedemos a derivar x y y respectoa 6.
x = 0 cos0 , y = 0 senf
1.1.  Observe que se debe derivar por regla del producto.
X _ cos0 — 6 send Y _ send + 6 coso
10 - cos sen ; 10 - sen cos
2. Utilizamos la Ecuacién 4.1
dy
] senO + 0 cosO
m= ——=
dx  cos@ — 0 sen0
dée
3. Evaluamos el valor del pardametro que nos dan en el problema.
_ senf + 6 cosf sen(m) + m * cos(m) -
cosd — 0 senf  cos(w) —mwsen(m) -1

4, Recordamos que la ecuacién de una recta es:
Yy — Yo = m(x — xo)

5. Para encontrar los valores (x,,y,) evaluamos en las ecuaciones originales.

x = Bcosf , y = Osenf
X = TT * COST , Y =T*Ssenn
X =-T ;0 y=0

(x%0,¥0) = (-m,0)

6. Sustituyendo los datos en la ecuacién del paso 4.

Yy — Yo = m(x — x0)
y—0=mx*(x—(-m))

y = mx+ m?

Ejemplo 2
dy d?y . . . R
Encuentre /dx y /dxz . éPara cudles valores de t la curva es cédncava hacia arriba?
x=et , y=tet
1. Derivamos xy y respecto t
dx dy
—=é! —=et—tet=et(1—t
dt dt ( )
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2. Los resultados del paso 1, los sustituimos en la Ecuacién 4.1

dy
dy _ 4t
dx  dx
dt
dy G etd-0 (-0
- = _t= = = e_Zt(l—t)
dx dx et e2t
dt
dy 2t
— =e “(1-t
I = ¢ ( )
3. Ahora encontraremos la segunda derivada, por tanto, analizamos la Ecuacion 4.2
ae (%)
d*y _dt\dx
dx? dx
dt
4. Derivamos dy/dt respectoat
d (dy d -
| = _ - 1-— = =2 —2t1_ _ p—2t — —2t2_
dt(dx) ~ et (1= 0] et (1 —t) —e~2t = e 2t(2¢ —3)
5. Sustituimos los resultados en el paso 3.
d? e 2t(2t—3 1
y _ ( ) _ 1 2t—3)
dx2 et 23t
d?y

i e 3t (2t —3)

Para saber los valores donde la curva tiene concavidad positiva, se iguala a cero la segunda derivada
para encontrar valores criticos

e 3te3t(2t—-3)=0

2t—3=0

= 3/2

Procedemos a realizar la siguiente tabla para el andlisis de desigualdades

t

(—co, 3/ 2) (3/ 2 o)

e 3(2t-3)

+
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Ejemplo 3
Encuentre los puntos sobre la curva donde la recta tangente es horizontal o vertical. Si dispone de un
dispositivo de graficacion, grafique la curva para verificar su trabajo.

x = cos@ ;v =cos(360)
1. Sederivaxyy respectoaf
dx dy
0= —seno@ i —3 sen(30)

2. Planteamos la pendiente de la recta tangente utilizando la Ecuacién 4.1

dy
Lo _
Cdx dx
do
_dy -3 sen(30) 3 3 sen(30)
™= T —senf  senf

3. Para encontrar los puntos donde la curva tiene rectas tangentes horizontales, debemos igualar m a

cero.
3 sen(30)
— =0 => 3sen(30) =0
sen@
sen(36) =0
sen™10 _ T
0 = 3 sabiendo que: sen(0) =0 y sen(m) =0 portanto: 6 = 3 ¥ 0=0

F(x) = 3 sen(3 x)

4. Trazamos la gréfica

5. Como la funcién seno se hace cero a cada periodo, analizamos la grafica para determinar puntos
donde la recta tangente es cero:

T
9=§n ; n=0,1,273,4..

6. ENCONTRANDO LAS RECTAS TANGENTES VERTICALES (CUANDO dx/(u9 =0)
senf =0
7. Esoseproducecuando: 6 =0 y 60 =2m

8. Lasolucién general sera:
O0=nk ; k=0,12734..
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9. Lagréfica la ingresamos en el software Geogebra 5.

] x =cos(@) | y=cos(30) 2 g X7 cos(t) } —100 < t < 100
y =cos(3t)
0 0 1 1 i
7. | 0523598775 0.87 0.00
"5 | 1.04719755 0.50 -1.00 08
"/, | 1570796325 0.00 0.00
2ry | 4.712388975 0.00 0.00 06
57/ | 2617993875 .0.87 0.00
7 | 3.14159265 -1.00 -1.00 04
7n/. | 3.665191425 -0.87 0.00
1, | 4.1887902 -0.50 1.00
37/, | 4712388975 0.00 0.00
5“f3 5.23598775 0.50 -1.00 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 06 08fg 1 1.2 14 16
1 | 5.759586525 0.87 0.00 o2
2r | 6.2831853 1.00 1.00
131/, | 6.806784075 0.87 0.00 04
M/, | 7.33038285 050 -1.00
51/, | 7.853981625 0.00 0.00 06
87/, | 8.3775804 -0.50 1.00
77/, | 8901179175 -0.87 0.00 -08
3w | 9.42477795 -1.00 -1.00
-1

3.2.2. Areas Entre Curvas
En el curso introduccién al Célculo se aprendidé a armar el diferencial de un area, para luego integrarlo.

y=f(x)
b

Acncerrada =f y dx
a

Ecuacién 4.3

AREA ENCERRADA

1. Recuerde que

x = f(t) , y=g()

dx _df(y  dy_dg(®)

dt  dt ©odt dt

dy _dg(t)
dt dt

dx =f'(t) ~dt

2. Sustituyendo en la Ecuacion 4.3

b
Acncerrada :f y dx
a

[

Aencerrada = g(t) * f,(t) dt

ty

[

Acncerrada = f g(t) = f'(t) dt Ecuacion 4.4
51
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Ejemplo 1

t

Encuentre el drea encerradaporelejexylacurvax=1+et y y=t—t>

1. El eje x nos sirve para encontrar los limites de integracion. Como el eje x corta la gréfica
comprendemos que eso sucede cuandoy =0
y=t—t?
0=1t-—t? factorizando: 0=t¢t(1—1t)
t=0 ; t=1

2. Paraidentificar t; y t, debemos evaluar las soluciones de la ecuacién del paso 1.
x(0) =2 x(1) = 1.3678794
t; = 1 (laque me da la x mas pequefia) t, = 0 (me dalax mas grande)
recuerde que se integra de izquierda a derecha

3. Derivamos x respectoat

x=1+et

dx

— = f = —et
It f@® e

3. Sustituyendo los datos en la Ecuacion 4.4
t2

Aencerrada = j g(t) * f,(t) dt
t1
0

0
Aencerrada = .I- (t— tz) * —e tdt = J- t?e t —te tdt
1 1

4. Integrando por aparte y por el método por partes
ftze‘t dt
Segun Alpes: u = t? dv=etdt
du = 2t dt v=fe‘tdt=—e‘t

4.1. Sustituyendo los datos en la férmula

fudv=uv—fvdu

ftze‘t dt = t’—e ' — f —e tx2tdt = —t?e7t+ the‘t dt
4.2. Integrando por aparte nuevamente:
f te tdt
Segun la palabra Alpes: u =1t dv=etdt
du = dt v=fe‘tdt=—e‘t

4.3.  Sustituyendo los datos en la férmula
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fudv=uv—fvdu

fte‘tdt = t—e_t—f—e_tdt = —te‘t+fe‘tdt = —tet—et

4.4. Uniendo la integral

jtze‘t dt

—t2et +2fte‘t dt = —t?et —2tet—-2et

5. Retornando a la integral inicial

j t’et—tetdt =

jtze“—te“dt = —t2et —2tet—2et4tet+et =

6. Evaluando la integral

0
jtze‘t—te‘t dt = —t
1

Ejemplo 2

Encuentre el drea de la region encerrada por el astroide

x = acos30,y = asen30.

2,-t

e "—te

Acncerrada = 3€

-1

—t?e7t —2tet—2et—(-tet—e")

—t?et—tet—et

—1—(—elt—el—e1)=3e1-1

= 0.10364 u?

te
-

/N
7

—da

1. Identificamos la direccién de la paramétrica. Para ello ploteamos una tabla y trazamos una grafica

aproximada.
I- y= asen30 PUNTO

0 a 0 A
N 0.353553¢ | 0.353553a B
/2 0 a C
3m/, |-0.353553a | 0.353553a D
T —a 0 E
5T/, | —0.353553a|~0.353553a -
311'/2 0 —a G
"/, | 0353553a |—0.353553a H
n a 0 |
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2. Identificamost; y t,
Como en x se integra de izquierda a derecha y el area es simétrica respecto a los ejes decimos:
cuando x =0 6 ="/, (puntoC) ; cuando x=a 6 = 0 (puntoA)

01=T[/2 y 92=0

3. Procedemos a derivar el valor de x
x = acos30 g(0) =y = asen®0

dx
= —=094a *xCoS * —Sen
f'(0) 10 3 29 ]

4. Sustituimos los datos en la Ecuacion 4.4 y como es simétrica se multiplica la integral por 4.

0
Aencerrada = j g(e) * f’(@) do
[}

1

0 0
Acncerrada = 4 * j asen30 = 3a x cos’0 » —send df = —12a? J sen*@ * cos?0 do
/2 /2

T/,
Acncerrada = 12a2j sen*@ * cos?0 do
0

5. Resolviendo la integral

N =

[1+ cos(20)] ; sen?d =1—cos?8

s
/2
(1 — cos?0)? * cos?0 db = f (1 — 2cos?0 + cos*0) * cos?6 db
0

v A C

T/, /s
cos?6 do — ZJ- cos*0 do + J. cos®6 do
0

0

para ello se utiliza las identidades:  cos?8 =

T/ T/
j sen*0 x cos?0 df = f
0 0

T/ /s
= .[ c0s?0 — 2cos*@ + cos®0do = f
0 0

5.1. Resolviendo la integral 1 '

/2 1 ("2 1 sen(28)
f cos?0 do = —f 1+cos(20)df = -0+——— =
0 0

VA 0 _
2 2 4 4 N

N

5.2. Resolviendo la integral 2 A

/s /s /21 2 17"
f cos*0 do = f (cos?0)? do = f {E [1+ cos(ZO)]} = Zf 1+ 2cos(260) + cos?(20) do
0

0 0 0

5.2.1. Resolviendo la integral
"/ 1 ("2 1 sen(48) m
f cos*(20) do = —f 1+cos(460)d6 = -0 +——= — vertabla1l.2 a
0 2Jy 2 8 4
5.2.2. Regresando a la integral

1 ("2 11 1[1  sen(46 m mw 3m
f 14 2cos(26) + cos?(20) do = ZG + Zsen(ZG) + Zl 0 Ll =3 +—=
0

4

2 * 8

16 16
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5.3. Resolviendo la integral 3 (
3

T/, T/, T/, 1 1 "/,
f cos®0 do = f (cos%?60)3do = f {—[1 + cos(ZG)]} dg = —f [1+ cos(20)]3 db
0 0 0 2 8 0

Vs

1 2
= —f 1+ 3cos(20) + 3cos?(26) + cos3(20) do
0

8
1 1 3 1 1 sen(46) 1 ("2
—g@ + §*E*S€Tl(20) + g*3*<§ +T> + gj; cos3(26) do
T 3 1 ("2 5t 1 (-
- a1 _|— _ 3 2 — AR 3 2
16+8[4]+8L cos3(20) do 32+8f0 cos3(20) do
5.3.1. Resolviendo por aparte la integral
T/,
] cos3(26) do
0
5.3.1.1.  Se realiza una sustitucion
~26 derivando 2% =2 mnte 2 — 4o
u= erivando Tk por tanto > =

5.3.1.2. Realizando la sustitucidn
T

"/ 1 (™ 1 1 ("
j 2cos3(29) do = —f cos3(u) du = —j cos(u) * cos?(u) du = —J cos(u)[1 — sen?(u)] du
0 2 J 2 ), 2,

5.3.1.3.  Serealiza una sustitucion nueva

m dm
m = sen(u) derivando —— = cos(u) por tanto: =du
du cos(u)
5.3.1.4. Sustituyendo
1 (" 1(° dm 1(°
E_I; cos(w)[1—sen?(u)] du = E_]; cos(u)[1 — m?] cosGD) Efo 1—-m?dm
5.3.2. Laintegral 3 evaluada sera:
5t +1j'n/2 320)d0 = 57T+0 _ 5t
32 " 8), T 32 T 32
5.4. Retornando A toda la integral
fn/z 29 dg zfn/z 49d0+fn2 50 d0 AP L -
J— = —_— k¥ — — = —_—
. cos . cos . cos 7 TREY 37
6. Eldreaencerrada sera:
Vs
2 T /4
Aencerrada = 12a2f sen*@ * cos?0df = 12a? x 5 = 3a?=# §
0

3w

— 2
Aencerrada - ) a
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3.2.3. Longitud de arco

En la seccién 1.6 Se analizé y comprendié el tema de Longitud de arco para funciones expresadas de
formay = f(x) o x = g(y).
Ahora veremos la longitud de arco para una ecuacién paramétrica.

éDe donde se obtiene la formula?

1. Partimos del diferencial planteado en la seccién 1.6 dL dy
dl? = (dx)? + (dy)?

dx
2. Dividimos todo dentro del diferencial de t al cuadrado (dt)?

diZ2 _ (dx)*  (dy)?
dt? ~ dt? dt?

= (@) + (@)
az =) + (3) ] -e

= (Y42 @
— J\dt dt
2 |dx\?  /dy\?
L =f (—) +(—) dt Ecuacién 4.3
. \dt dt

1

3. Integrando

Ejemplo 1
Encuentre la longitud exactadelacurva: x =tsent, y=tcost 0<t<1

1. Derivamos xy Yy respectoat

dx d

—=sent+tcost ; —y=cost—tsent
dt dt

2. Sustituimos los datos en la Ecuacidn 4.3. Nétese que ya tenemos los limites de integracion.

1
L = f\/(sent+tcost)2+(cost—tsent)2 dt
0

1
L = f \/S€n2t + 2t cost sent + t?cos?t + cos?t — 2t cost sent + t?sen?t dt
0

1
L = f \/senzt + t?cos?t + cos?t + t?sen?t dt
0

1 1
L = fJ1+ t2cos?t + t2sent dt = f J1+ t2 dt
0 0
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3. Resolvemos la integral por el método de sustitucion trigonométrica

dt
t=tan 0 derivando: w0 - sec?6 por tanto:  dt = sec?0 do
cuandot=0 ; =0 y cuando t=1 ; 6=7T/4

4. Sustituyendo los datos

1 /s /s

L=j V14 t2 dt = j J1+ tan?0 sec?0do = f \sec?8 sec?6 do
0 0 0
T

/a /4
L= j secl0do = j secO * sec?6 d6
0 0

5. Seresuelve la integral por partes
u = sech dv = sec?’0 do

du = secO ~tan 0 dO V= J sec?0 d6 = tan@
judv = uv—Jvdu
jsecze x secO df = secO * tanf — J tan® * secO * tan 0 dO

f sec? x secd d6 = sech * tanf — j secO * tan?6 d6

6. Realizamos el siguiente cambio a través de identidades trigonométricas.

fsecze * secO df = secO * tanf — fsec@ * tan?0 do
f sec?0 x sec d8 = secB * tanf — f secO x (sec?0 — 1) dO

f sec?8 = secd dO = sec  tanf — f sec30 do + f secO do
7. Despejamos para secante al cubo.

2fsec30 dO = sech * tanb +J.sec0 do

2 f sec30 dO = secO = tand + In(sech + tanh)

2 2
8. Regresando a la evaluacién de la integral

1 1
f sec30 dd = = secB * tanf + —In(sech + tand)

i} /4
j; & sec30 df = % secB = tanf + %ln(sec@ + tanb) = g + %ln(\/f + 1)
0
9. Larespuesta sera:
L= g - %m(x/i +1) =1.1478
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Ejemplo 2
Encuentre la longitud del bucle de la curva x = 3t — t3 ; y = 3t?

1. Trazamos la grafica de dicha ecuacidn paramétrica

t x=3t—t3 PUNTO
-2 2 12 A
-1.75 0.109375 9.1875 B
-1.5 -1.125 6.75 C
-1.25 -1.796875 4.6875 D
1 -2 3 E
-0.75 -1.828125 1.6875 E
-0.5 -1.375 0.75 G
-0.25 -0.734375 0.1875 H
0 0 0 \
0.25 0.734375 0.1875 ]
0.5 1.375 0.75 K
0.75 1.828125 1.6875 L
1 2 3 M
1.25 1.796875 4.6875 N
1.5 1.125 6.75 e}
1.75 -0.109375 9.1875 P

2 -2 12 Q 4

2. Paraencontrar el punto R hacemos x cero

x=3t—t3>=0 y = 3t?
2
0=3—t? y =3x(V3)
+V3 =t y = R(0,9)
3. Derivamos x y y respecto al parametro t
dx ) dy o .
Prin 3 -3t Prin 6t Esto lo sustituimos en la ecuacion 4.3

4. Sustituimos

= J ) (@)
), J\dt dt

tZ tz t2
L=| JB-3t2)2+(6t)2dt = | +/9—18t2+ 9t* + 36¢2 dtzf VOt4 +18t2 + 9 dt
t

t1 t1
5. Podemos factorizar

1

tz tZ tz
L =f Jot* 4+ 18t2 + 9 dt =f (3t2+ 3)%2dt =f 3t2+3dt =1t3+ 3t
t t

1 1 51

6. Lalongitud general del bucle sera:
L=t,+3t,—t;°—3t;
7. Encontramos la longitud del punto que encierra el punto R

tr

t; = —V3 (PuntoR1) ; t, =3 (Punto R2) que salen de la ecuacién paso 2.

L=t,3+3t,—t°-3t, = (V3) +3(V3) = (—V3) —3(=V3) = 20.7846

L = 20.7846 unidades
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3.2.4. Area de una superficie a través de rotacion
En la seccidén 1.7 analizamos y estudiamos el tema de area de una superficie. Recuerde que se dijo que
esa area era el area superficial que genera una funcion al rotar respecto a un eje.

6 (X2,y2)

» y = f(x)

-

(x1,y1) j
ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9V 11

é¢De donde se obtienen las formulas?
1. Con este convenio se llegd al analisis donde ingresamos un diferencial de la siguiente manera:

(x2.y2) dL

2. Cuando el diferencial rote respecto a x formara la siguiente figura aproximada. Esta figura (la
de la izquierda) se iguala a la figura de la derecha.

dL dL
R2 e
R r=fx)
| — ‘a
\
N
3. Analicemos el diferencial del lado derecho. Para sacar el érea superficial de color [l decimos

lo siguiente:
dA; = 2m xradio * espesor = 2mydL
4. Recuerde que
x=f@) y y=g0)
5. Entonces pasando a paramétrica

dx\? dy z
dAg = 2w g(t) * (E) + <E> dt

ty

A =2 (t) (—dx>2 + (—d )2 dt E ion 4.4
= * .
s = 2T . g 1t 1t Qc cuacién

Ing. B Vel
ng. Brayan Veladsquez 170



[ROTACION RESPECTO A y ] &l (x2.y2)
=2
o y =f(x)
1. Sitenemos la siguiente funciény rota respectoay #
3
2
: (x1,y1)
2. Ingresando el diferencial sera: of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
/ X /
/ /
dy | n
3.
dL

4. Analicemos el diferencial del lado derecho. Para sacar el area superficial de color B8 decimos lo

siguiente:

dAs = 2 * radio * espesor =

5. Recuerde que

6. Pasando todo a paramétrica

x = f(t)

2m x dL

y y=g9@®)

on, =200 () +(2)

e [0 (&) (@

Ejemplo 1

Ecuacién 4.5

Encuentre el area exacta de la superficie obtenida al rotar la curva dada en torno al eje x.

x=t3 ; y=t?

0<t<1

1. No es necesaria la grafica puesto que nos dan los limites de integracién. Derivamos respecto a t

dx_

— = 3¢2
dt

d
ARy

; : _ 42
it viendo que: g(t) =t

2. Procedemos a armar la integral utilizando la Ecuacién 4.4.
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f2 dx\> dy\*
T j(a) () a

1 1 1
A = 2nf t2 + /(3t2)2 + (21)2dt = an t2y/9t* + 4t2dt = 2nf t2\/t2[9t2 + 4] dt
0 0 0

1
A = ZnJ t3J9t2 + 4 dt
0

3. Se realiza una sustitucion

5 ) du
=t derivando: —— =18t portanto: -—=dt

u=9t*+4 =>
9 dt

Cuando t=0;u=4 ycuando t=1; u=13
4. Sustituyendo datos

1 13 21T 13 T 13u
AS=2n]t3\/9t2+4dt=27Tf 3\/_—_— tZ\/ﬂdu=—J
0 18t 18 J, 9/,
i T (13 2
A=— 4 = — | ud/2—gy1/2 ——[— /2_4_/2]
s 81 (u Wu du 81 u du o T *3 u
5. Evaluando la integral
13
T 2 5 3 8 2 8
A = g>ku/z—§u/z] = 51 [—*169*\/13—5*13\/13—§*32+§*8]
4
494 __ 128
‘el 13+E 494 128
7T .
s = 81 E\/ﬁ-i_ﬁ = 4.93642 unidades?
Ejemplo 2
Encuentre el drea de la superficie generada al rotar la curva dada en torno al eje y.
x=3t2 ; y=2t3 0<t<5

1. Sederivaxyyrespectodet

dx dy

— =6t —— =6t t) = 3t

dt dt f®

2. Se sustituye en la Ecuacién 4.5

e[ 0 (4

5 5 5
AS=61Tf t%,/36t% + 36t* dt =6nf t2\/36t%[1 + t2] dt =67Tf t? * 6t/[1 + t2] dt
0 0 0

2

dy\* 5
(E) dt = an 3t2,/(61)2 + (6t2)2dt
0
5
AS=36nf t3{1+t2dt
0
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3. Realizamos una sustitucion

) du du
u=1+t* derivamos: — =2t portanto: —— = dt
dt 2t
u—1-=_t>

Cuando t=0 wu=1 ycuando t=5 u=26
4. Sustituyendo la integral

5 26 du 26 26
AS=36T[] t3V1 4+t dt =36Tlff t3\/ﬂ§=18nf t“Nudu= 187 | (u—1)\Vudu
0 1 1 1

26
26 3 1 2 5 2 3
AS=187T] u’l2 —ul2du = 18n[—u fa—Zuy /2]
) 5 3
1
796 4
A, —1871[—*676\/ 6——*26\/ 6——*1+—*1] = 187 —\/26+1—5
3796 4
As = 187 |—= \/%+1—5] = 72,985.021 unidades?

COMENTARIO: Recuerde querido lector que se continua integrando a x de izquierda a derecha SI ES
AREA. Ahora, se integra de atras para adelante siguiendo la direccién de curva paramétrica, SI ES
LONGITUD DE ARCO.

Ejemplo 3 0 a 0 A C

Analice t; yt, para el siguiente T/, | 03s3553a | 0353553 5

astroide entre el punto Ay C para T/, 0 a c

areay longitud de arco. 3/, |-0353553a| 0353553 5 A
T -a 0 E

sl

5/, | -0353553a|~0.353553a
3n/2 0 —a ‘
T/, | 0353553 |-0.353553a H

2m a 0 !
1. Paradrea:t; = 7T/Z y t, = 0 (Puesto que es de izquierda a derecha) A = 3—na2
tz 0 0
A=| gt)«f(t)+dt = f asen30 x 3a x —sen0 * cos’0df = -3 azf sen*(0) = cos?(0) do
4 /s T/,

2. Paralongituddearco:t; =0y t, = 7T/Z (sigue el trayecto de lacurva) L = %a

i

tz /s 2
= J (xN)2+ (y)2dt = J \/(3ac0520 x —sen@)? + (3asen20 cos0)?2do = 3af cos8 * senf db
ts 0 0
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Ejemplo 4

s
Encuentre el area y la longitud de la curva de Lissajous x = 4cost; y = 2sen(2t) ; 0 <t < 5
1. Setraza la grafica de curva utilizando la tabla 3.1.a s
t x=4 cos(t) y= Zsen(Zt) .
0 4 0
n 2.8284 2 '
71'/2 0 0 0.5
Area Encerrada B 0s 1 15 2 25 3 35 k4 45
(0,0) (4,0)
2. Se plantea el dreay resuelve la integral. “1t=11/2 t=0

ts 0 0
A= j gt) = f'(t)»dt = L 2 sen(2t) x —4sen(t) = dt = —SL 2 * sen(t) = cos(t) = sen(t) dt
tr 2 2
T

2
A= 16f sen?(t) = cos(t) dt
0

2.1. Seresuelve la integral por sustitucion

du T
u=sen(t) => T cos(t) ; cuando t=0 u=0 ; cuando t= 5 U= 1
2.2. Sustituyendo
1
T
2 1 u3 16 16
A= 16.[ sen?(t) = cos(t) dt = 16f u?xdu = 16*? = —[13-03] = 3
0 0
0
3. Larespuesta sera
L6
3

Longitud de Arco
4. Se plantea la longitud de arco (siguiendo la trayectoria de la paramétrica) y se resuelve la integral

ts L T
L= f JEDZ+ ()2 dt = fz \/(4 * —sen(t))? + (4 = cos(2t))? dt = jz \/16sen2t + 16co0s?(2t) dt
ts 0 0

7 71 1 11 7 1 1
L= 4[ \sen?t + cos?(2t) dt = 4f > + Ecos(Zt) + > + Ecos(4t) dt = 4[ 1+ Ecos(Zt) + Ecos(4t) dt
0 0 0

L = 4%1.524308968 = 6.09723587 unidades

4.1. Se resolvié la integral utilizando woélfram, debido a que no es posible realizarla con los métodos
vistos en nuestros capitulos anteriores.
5. Larespuesta sera

L = 6.09723587 unidades
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4-COORDENADAS POLARES

4. COORDENADAS POLARES

En este capitulo estudiaremos las coordenadas polares analizando:

éQué son?

¢Coémo representarlas o cdmo encontrar puntos en el espacio? Técnicas para el trazo de graficas entre
otras cosas.

Utilizando el plano cartesiano de referencia, pero se dejara de utilizar el (x, y) y ahora utilizaremos
(radio, angulo) = (r, 8), se trazaran graficas distintas a las acostumbradas hasta el momento.

Este sistema se lo debemos al gran Isaac Newton, llamado sistema coordenado polar, que se utiliza para
trazar un conjunto de puntos en el espacio, como se menciond anteriormente.

Es importante querido lector que comprenda este capitulo para que en el siguiente se le haga mas facil
las aplicaciones de dicho tema.

En la portada usted observa la furia del lobo, con su asechanza. De esta manera son las polares, se
observan feroces y temibles, pero no lo son, son bien utilices en el campo de la ingenieria, ademas que
su forma gréfica es bien hermosa, tal es el caso de los pétalos que nos entrega.
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éDe donde nace el andlisis?

Recuerde que el plano cartesiano es la referencia analitica de la ubicacidn de un conjunto de pares
ordenados con referencia al punto (0,0).

1. Observemos el punto A con coordenadas (6, 3) trazado en el siguiente plano cartesiano.
2. ¢Qué expresan esas coordenadas rectangulares?
Expresan que para llegar al punto A se debe caminar en el eje x 6 unidades y 3 unidades en y

y
Qpremmesnansssssssssesensnrsnns *A
2| E
11
X
4 0 1 2 3 4 5 6 7

3. ¢Hay alguna otra forma de poder llegar al punto A sin caminar rectangularmente?
Resulta que si existe otra forma y es caminando linealmente desde el punto (0,0) al punto A.

A

6 7

4. Se debe caminar una distancia inclinada  a un angulo de inclinacion 8. Para encontrar los valores
de ry 0 se utiliza trigonométrica y especificamente las funciones trigonométricas, note que se
utiliza tangente porque solo se tiene cateto opuesto y adyacente.

cateto opuesto 3

MY = Cateto adyacente 6 r + (pitagoras)
3
9= tan”t (7) = 265650° r =9 +36 = 6.7082 unidades

5. Parallegar al punto A debemos caminar 6.7082 unidades a 26.5650° degradianes llamandose a
estos datos coordenada polar.

(6,3) = (6.7082,26.5650°)

Forma general de la coordenada polar
1. Tomando nuevamente la referencia anterior, pero ahora con el punto general (x,y)

X
tanHzX ; cosf =— sen@zz y
X r L Attt E e R » A(x,y)
1.1. Despejando: r
x=rx*cosf ; y=r=xsend yi
0 0 X ! X
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2. Eleje x se le conoce como eje polar, asi como el punto 0 se le lama polo uorigen.

3. Larelacidon entre los puntos esta establecida por las siguientes ecuaciones.

=2

Ecuacion 5.1 Ecuacion 5.2 Ecuacion 5.3 Ecuacion 5.4.

El angulo tradicionalmente se trabaja en radianes. Para ello debe recordar que:

360° = 27 radianes

Ejemplo 1
Convierta la coordenada polar descrita por (4 , 77/6) en coordenadas cartesianas. Trace la grafica
1. Seidentifica que el radio r = 4 asi como el dngulo 8 = ”/6

2. Se traza una grafica para conceptualizar

3. Se aplican las ecuaciones 5.3y 5.4

X =1 cos6 y =1 senf
x =4 cos(”/6) y=4 sen(”/6) e 5
x = 3.4641 y=2 1

El radio puede ser negativo y para ellos veamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 2
Convierta la coordenada polar descrita por (—4, 77/6) en coordenada cartesiana. Trace la grafica

1. Seidentifica que el radio r = —4 asi como el angulo 6 = 77/6
2. Se traza una grafica para conceptualizar

(4,7/6)
NOTA: Como el radio es negativo se proyecta desde el punto A :

(donde el radio es positivo) a 180° y a partir del origen se traza el
radio de 4, o en caso contrario, en lugar de trazar hacia arriba a ™
partir de O se traza hacia abajo el radio. e e L iSO e )

3. Se aplican las ecuaciones 5.3y 5.4

X =7 cosh y =1 senf g
x =4 cos(™/g + ) y = 4sen("/¢ +m)
X = —3.4641 y=-2
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Radios y angulos negativos “8)
r!

Graficamente expresan los siguientes valores negativos:

0
El Punto 1 es la base de los otros tres puntos restantes. 0 —0
2 3
(-r.0) (r,-8)

Ejemplo 3
Convierta la coordenada cartesiana (—2,—3) en polar. - S — 1 -

o1 Y
1. Se traza una grafica ubicando el punto (—2,—3) |

ESuyzess

(—2,—3) é-one- -

2. Por trigonometria encontramos el angulo y el radio utilizando la ecuacién 5.1y 5.2
Cateto Opuesto

2 — 42 2 =
re=x“+y tand, Cateto Adyacente
-3
r2 = (=2)2 4+ (=3)2 tanb; = -
3
r = Vi3 6, = tan™! (E) — 5631°

3. Alangulo se le debe sumar 180°, por eso es importante realizar una grafica
60 = 6, +180° = 56.31°+ 180° = 236.31°
4. Larespuesta serd

(-2,-3) = (V13,236.31°)

5. También es vdlida la respuesta, tomando radios y angulos negativos.
(V13,236.31°) - (—/13,56.31°) - (V13,-123.69°)  Equivalentes

4.1. Curvas polares

Hemos aprendido a ubicar puntos en el espacio a través de un angulo y un radio, ya sea radio o angulos
positivos o negativos. Ahora aprenderemos a dejar el radio en funcién del angulo.

r=f(6)
Cuando se dejaba y en términos de x se armaban funciones como:
1
y=+x ; y=e*+2 ; y =5 5 V= sen(2x) +1 Por ponerle ejemplos
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¢Qué expresaba la relacion y = f(x)?

e Expresaba que al cambio de x cambiaba y.

e xeslavariable independiente y y la variable dependiente (porque dependia del cambio de
x). Para trazar las gréficas en la relacion y = f(x) se utilizaba el ploteo de puntos para
después ubicarlos en el plano cartesiano.

e Cuando x es tanto y sera tanto (utilizando lenguaje informal)

¢Qué expresa entonces la relacion r = f(0)?

e Relacién del radio r con el angulo 8

e Eldngulo 8 es la variable independiente y la r serd la variable dependiente.
e Cuando 8 sea tanto, entonces r sera tanto (utilizando lenguaje informal)

e Lacoordenada polar se expresa (r,0) = (f(68),6)

e Laforma de trazar las nuevas gréficas sera

r=2senf ; r=—4sen’0 ; r=1+senf ; 1?=9sen(260)

Ejemplo 1
Identifique la curva encontrando una ecuacién cartesiana para la curva.
r? cos(20) =1

1. Debe recordarse de la ecuacién 5.3y 5.4.
X =1 cos6 y =r senf

X y
cosO = — senld ==
r T

2. También debe recordarse de la identidad trigonométrica.
cos(20) = cos?*6 — sen’0
3. Sustituyendo en la curva polar original.
r?2 cos(20) =1 3
r?[cos?0 — sen?0] = 1
2| | 2
|6 - )] - 1

(.2 2

ve y

72 ——= =1 i [) 2 3 4
_T' T
-xz_yz 1

A

x? —y? =1 (Una Hiperbola)

Ejemplo 2
Encuentre una ecuacién polar para la curva representada por la ecuacion cartesiana dada.
y =2
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3

1. Utilizamos la ecuacién 5.4. (4,5m/6)  (2.309, 2m/3) (2.828, /4) (7.727 , T/12)

y =2
rsenf =2
2. Se despeja el radio
2 3R s
~ sen@ A
Ejemplo 3
Encuentre una ecuacién polar para la curva representada por la ecuacién cartesiana dada.
y =1+ 3x
1. Se utiliza la ecuacién 5.3y 5.4.
y=1+3x

rsend =14 3 xr cosf
rsend —3+rcosfd =1
r (senf — 3cos0) = 1
2. Despejando para el radio:
1

- senf — 3cosb

¢Como se trazan las graficas polares?

1. Despeje para r si en alguin caso no lo estuviera

2. Encuentre el periodo para trazar la grafica cartesiana con la ecuacion: k*t = 2nx
Donde k = periodo ; t = numero que acompafia al &ngulo

3. Verifique si la ecuacion es simétrica para trazar o comprobar graficas

r(6) = r(-06) simétrico respecto al eje polar (x)
r(0) =r(m+6) simétrico respecto al polo (0,0)
r(0) =r(mr—0) simétrico respecto al eje 77/2

4. Realice una gréfica cartesiana (0 , f(6)) para ver la relacién del dnguloy el radio 0 < 6 < 27

5. Enel paso 2 puede también realizar una tabla de ploteo. Lo que se necesita es la mayor cantidad de
puntos relacionados para poder trazar la grafica polar.

6. Teniendo el paso 2 o ya sea el paso 3 (cualquiera de ambos) se procede a trazar la gréfica polar, estd
siempre en el plano cartesiano x y y.

7. Paratrazar los puntos polares es necesario que usted conozca los angulos en radianes en una grafica
cartesiana (Es mas facil referenciarlas en el sistema radial)

Ejemplo 1
Trace la grafica dada por las coordenadas polares: A(2,0), B(3, ”/4), C(Z, 7T/Z), D(Z, 2”/3), E(4, 5”/4)
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1. Para cualquier punto, primero se traza una recta del angulo y luego en esa recta se ubica el tamafio

del radio.

2. Una vez trazadas las rectas y ubicados los puntos con sus respectivos dngulos procedemos a unir

punto con punto

AconB , BconC , CconD , DconE y EconA

3. La gréfica por tanto sera

Nota: Para las graficas polares los puntos se
unen mediante curvas. Realmente se deben unir
por rectas, pero para omitir el ploteo de
demasiados puntos se hace de esa manera, ya
gue se sabe que ubicando muchos puntos esa
forma va adquiriendo la gréfica.

Ejemplo 2

4

Encuentre la distancia entre los puntos con coordenadas polares (2, ”/3) v (4, 2”/3)

1. Setraza la grafica (no debe ser exacta) para ubicar los puntos en el plano polar.

2. Lafdérmula entre dos puntos es:

d= \/(xz —x1)%+ (y2 — y1)?

a3 /2
/4
B
A 0
-4 3 1 2 3 4
N
E = \\
5m/4 . X
\
\
-4
(4,21/3) 4
\>~ ~ 3
Mo \d
2 B o
(2,7/3)
4
2 -1 0 1 2 3
-1

d =./(rycos0, —r1c0s0,)? + (r,send, — rysend,)?

d= \/(4cos(2”/3) - 2cos(”/3))2 + (4sen(2"/3) - Zsen(”/3))2

d=vV9+3=+12

Ing. Brayan Veldsquez
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A continuacidn, se le presenta una grafica polar para que la relacione con los dngulos, por si en
este paso aun le cuesta ubicarlos.

Tabla 5.1.a

TTr” 2 - m

Esa grafica le servira para ubicar mas rapido los puntos polares. Los circulos son los radios
comenzando desde r = 1 hasta r = 6. Se dejaron los angulos mas famosos a cada ”/12 (15°)
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Ejemplo 1
Bosqueje la curva con la ecuacién polar dada: r = —2 senf

1. Iniciamos analizando el periodo de la funcidn
k*xt=2m t = nimero que acompafa al angulo
Periodo * 1 = 2m
Periodo =k = 21

2. Viendo la simetria (tomando cualquier dngulo de referencia)

T(n/4) =—V2 r(- 77/4) =2 (No es simétrica respecto al eje polar)
T(n/4) =—V2 r(m+ 77/4) =+v2  (No es simétrica respecto al polo)
T(n/4) =2 r(m— 77/4) = —/2 (Si es simetrica respecto al eje ”/2)

3. Se puede trazar una grafica cartesiana (6, r) o se puede realizar una tabla. En este caso se debe realizar
una grafica cartesiana, ya que es lo mds comun.
3.1. Setoma como base la funciéon r = senf
3.2.  Luego se traza la funcion solicitada utilizando transformacién de funciones.
3.3.  Como no es una grafica compleja, con referencia cartesiana, se analiza a cada ”/4

r = senf r = —sen26 5
(311/2,2) :
(5T1/4,/2) (7T114,2);
(C'O)/ ?T o
E i
S :
B D \“\i/// 5
(17/2,-2) E

4. Se utiliza la grafica 5.1.a de referencia para trazar la grafica polar.
4.1. Recuerde que se ubica primero el dngulo y luego el radio. Si el radio es negativo trazar a 180°
el radio.
4.2, Luego se unen los puntos A, B, C,D por curvas
4.3. Noteseque:A=E=1=0 Asicomo: B=F(enlapolar) ; C=G ; D=H
4.4. Se pudieron haber hecho mds puntos para mas exactitud

\71:/12 2
2mi3 \ Smi12 A

\ \51;1/6 o
Y e

1112 B

R /// . o
=S A \mn2 B D

m

0
1T12 / \\\
& S Bz
A N

7ni/6 V4

//// \\‘\\ C

11116 />
5m/4

/
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Ejemplo 2
Bosqueje la curva con la ecuacion polar dada: r = 2(1 + cos6)

Ing. Brayan Veldsquez

Como no hay ninglin numero que acompafie al angulo 8 se define el periodo (k) como 2w
Analizando la simetria, tomando cualquier dngulo de referencia.

r(”/g) =3 r(— 77/3) =3 (Si es simétrica respecto al eje polar)
r(®/3) =3 r(m+m/3) =1  (No essimétrica respecto al polo)
r(®/3) =3 r(m—=T/3) =1  (No es simétrica respecto al eje ™/,)

Se traza la gréfica cartesiana r = f(0)

3.1. Mi recomendacién, querido lector, es que primero trace la grafica cartesiana (por
conocimiento de matematica bdsica 1, utilizando transformacion de funciones) y en base a
ello decida a cada cuanto trazar sus dngulos de referencia. En este caso los haré a cada /4
una vez vista la grafica cartesiana.

A
(0.4) r =2+ 2cosf (2m,4)

B
(11/4,3.414)

c
(17/2,2)

(31/4,0.586)

6=0

La grafica sera, por tanto
4.1. Siusted considera que le hace falta algin punto, entonces no dude en plotearlo. Los siguientes
puntos sirvieron de referencia para trazar una mejor grafica.

r(n/6) =3.732 ; 7"(11”/12) = 0.068 ; T(237T/12) =3.932 (puntos extras)

/
\Zmnz (2 /
2m/3 Smi12

\

\

3m/4

131/ 2/////'//, F

s

Wi

511/4

/
1712 / 51/3
| amz| 19712\
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Ejemplo 3
Bosqueje la curva con la ecuacién polar dada: r = 4 sen360

1. Encontramos el periodo de la funcion.
21
k+*3 =2m  portanto: k=?

2. Analizando la simetria se toma cualquier dngulo de referencia

r(™/g) =4 r(=T/g) = —4 (No es simétrica respecto al eje polar)
r(™/g) =4 r(m+m/) =—4  (No essimétrica respecto al polo)
r(”/é) =4 r(m - 77/6) =4 (Si es simétrica respecto al eje /)

3. Ese periodo es util para trazar la grafica cartesiana.

3.1. Para definir a cada cuanto se deben trazar los angulos, se divide el periodo dentro den.
Donde n es la cantidad de partes que se desean. Tomemos n=8 (seis partes)
3.2. Recuerde que entre mds partes, mas exacta es la grafica polar.
2n _ 2n L
(3+8) 24 12
3.3. Para obtener los maximos y minimos solamente debe dividir el periodo dentro de 4.

27T/ 3 2m T L .
——= = — = — (acada ese valor hay un maximo o un minimo)

4 12 6
r(8)=4sen(30)

S (311/2,4)

:
1
1
c (M64) | K (5m/6,4)
1
:

B D
(17/12,2{83) (11/4,2.83) (311/4,2!83)

I
1
I
1

(1117112,2.83) T
(1911/112,2.83)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(2317112,-2.83)

(mi2-4) W (1i/6,4)
G ' @=211/3 19=21r
4. Siguiendo los puntos del paso 3.3. La grafica polar sera:
vn/2 f
= \71rl1 2 /5_”_” >
B\ |
I
; 17m12 \
Ing. Brayan Velasquez , f_3m2| 1emi2)

185



Ejemplo 4
Bosqueje la curva con la ecuacién polar dada: 12 = cos 46

1. Procedemos a sacar la raiz cuadrada para ambos lados de la ecuacion

r = +Vcos40
2. Analizamos el dominio de la ecuacién. Para ello se debe cumplir
cos46 = 0
2.1.  El periodo de la funcién sera:
T

k*4 =2m portanto: k= 5

2.2.  Los puntos criticos de la desigualdad
cos40 =0
cosTt0 "/, m _ ) )
0= 1 -4 °3 a partir de este dngulo podemos trazar los demas.

2.3.  Para mas referencias sobre la funcion, se procede a trazar la grafica y = cos46

(0,1) (wi2,1) (m,1)

/N SN N

(31/2,1) @m1),

JAN

(fﬁm) (WW,O) E(smsw,o) ](917/8W8,0) 5(13WW8,0)

I
|
|
|
|
+
|
|
|
|
|
I

2.4.  El dominio con la grafica anteriorserd: ~(4n—1) <0 <Z(4n+1) n=0,12.3..
8 8

3. Analizando la simetria se toma cualquier angulo de referencia.

r(”/16) = 1+0.841 (Si es simétrica respecto al eje polar)

r(m+7/1¢) = £0.841
r(mr—T/1¢) = £0.841

4. Procedemos a trazar la grafica polar r = f(0)
4.1. Se toma en cuenta el periodo k
4.2. Se toma en cuenta el dominio del dngulo 6

(Si es simétrica respecto al polo)
(S es simétrica respecto al eje ”/2)

. T[ . T[ s . s 71'
4.3. Seanaliza a cada /16 que es la mitad de /8' Los maximos estaran a cada /2 *Mn
A _ r = /(cos(40)) P x |=1FJ
()] H(Tr/2,1) (m,1 (3m/2,1) (2m,1)
(TI'I16,0.84) G | (1511'/16,0%4) ; (1711'/16,084) e v (31“’16,084)
(7/16,0.84) (iR, 0.88) i (237/16,0.84) (251/16,0.84)
c F J N 1 R \Y z DD
(/B,0) (31/8,0) (51118,0) (7(8,0) ‘ (91r/8,0)  (11mwI8,0) (131/8,0)  (15m/8,0)
D K cc AA
(1/16,-0.84) (977/16,-0.84) (23w/16,-0.84) (251/16,-0.84)
E (7mi16,-0.84) "¢~ (15m/16,-0.84) 7 SRS BB
(°|-1) (1TI2,'1)T s —\/(008(40)) (:11-,-1) (3."'/2,'1)

Ing. Brayan Veldsquez
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También pudo haber realizado el ploteo por una tabla como la siguiente.

Nimero ;] r = ./C0OS(48) | PUNTO | r = —/C0OS(46) | PUNTO

19 19?1'/16

20 5m/,

a1 | e

» | " 0 v 0 v
23 | 236 0.841 w -0.841 cc
24 3?1/2 1 X 1 BB
25 251?/16 0.841 Y 0.841 AA
76 13m/, 0 z 0 z
27 | e

28 A

20 | "6

30 151‘T/8 0 DD 0 DD
31 | 36 0.841 EE -0.841 KK
2 21 1 FF 1 ]

4.4,

Nimero| 6 | r =./COS(48) | PUNTO | r = —,/C0OS(46) | PUNTO
0 0 1 A -1 E
1 6 0.841 B -0.841 D
) A 0 C 0 C
3 31‘{/16
4 gn
5 5;1/16
6 3T/ 0 F 0 F
7 6 0.841 G 0.841 M
8 n, 1 H 1 L
o | e 0.841 I -0.841 K
10 | s 0 1 0 !
1 | M
12 | s
13 | e
14 7?7/8 0 N 0 N
15 | 7/ 0.841 0 -0.841 u
16 n 1 P -1 T
17 | Y7/ 0.841 Q -0.841 s
18 | /g 0 0 R

4.5,

Ya sea que trace su grafica cartesiana o plotee su tabla, le aconsejo, en esteproblema, que a
medida que los va ploteando vaya trazando la grafica polar.

5. La gréfica sera:
La grafica cumple con todos los puntos ploteados y con las simetrias respectivas.

5.1.

Ing. Brayan Veldsquez
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Existen muchas graficas polares que se pueden utilizar de referencia para trazar nuevas graficas, por tal
razon, a continuacion se le proporcionara una tabla con graficas de referencia.

Tabla 5.1. a

No. | Nombre | Ecuacion matematica Geometria Geometria Geometria Geometria
3 / / ™ A
- - I‘." r= {9.8696,1)
= / \B a i
1 2 ay b = constantes - I
c AN
o / 1
(@)
_ n2
60 =a r=»> r=20 r==0
— /_
AN /\
{ \
o r =a= bcosH x> ;’ /
6 \ //l
st N / /
2 © r =a =+ bsen@ ~ [ a—
©
© Caracol con bucle interior Cardioide Cahrsclc:;:n Caracol Convexo
a>0 b>0 Y
a a; _ a a
/b<1 /b_l 1< /b<2 /bzz
™ n=47 -"/'\: n=5 B .
n pétalos o _ S N )
(V)] . . hY ~ : N -
< (sinesimpar) — > “ _
3 4] e Ve ™
®) ) . (
oo 2n pétalos '\-/ - :
sinespar
( par) r = acos(nf) r =acos(nf) |r=asen(nf) |r = asen(nb)
p— (a,m/2)
—(a,Tm/4)
/7 o \\ ,//-7 ‘\\‘.
. 2 LS e
8 z 0,1/2) (a0 ‘(010)'" ',\\_7{/@/,“1‘&]\%7{/-‘
4 | 32
O E _ (0,0)
x
S 2 , , . .
O 5 Circulo Circulo Lemniscata Lemniscata
— 0 — 2 — 42 20| 1% = a? 20
r = a cos r=asenb r° = a“sen r a“cos

éSon las ecuaciones polares ecuaciones paramétricas?
Esta es una pregunta que muchos estudiantes se plantean. La respuesta es Si. Las ecuaciones polares son

paramétricas en donde la variable r (radio) estd dominado por el parametro dngulo. No siempre el
parametro es el tiempo, recuerde que el parametro es una variable que gobierna sobre otra variable. Su
trazo de grafica es distinto, pero al ser las graficas un parametro, llevan una direccién o sentido con flechas,

como en las ecuaciones paramétricas.

Ing. Brayan Veldsquez
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4.2. Tangentes a curvas polares

La tangente es la pendiente de la recta tangente a una curva dada. Ahora veremos cémo calcular
pendientes de ecuaciones polares, que siguen siendo funciones porque el radio esta en términos del
angulo.

éDe donde se obtiene la formula?

1. Similar a la obtencién de la férmula para ecuaciones paramétricas, se necesita saber que la
pendiente tangente estd dada por:

d
pendiente de la recta tangente = m = é

2. Se multiplica el numerador por 1/d0 y se divide por el mismo valor para no alterar

1 dy

mo @ _ & Jao _ a8

dx dx 1/ dx

do a0

3. Recuerde que x y y estdn expresadas polarmente por:
x =1 cosO =r(0)cosbh ; y=rsenf = r(6)send

4. Derivamos respectoa 0

dx_dr p 0 - dy_dr 0+ p
dH_dHCOS r sen ; dg—dgsen T cos

dx_dr p 0 - dy_dr 0+ p
dH_dHCOS r sen ; dg—dgsen T cos

5. Sustituyendo en el paso 2.

dy dr

5 == senf + r cosO
m= do _ db

dx dr

a9 @cose — r senf

6. Llegandoa laférmula

%sen@ + r cosf
m = Ecuacién 5.5

g—g cos@ — r senf

7. Paraencontrar rectas horizontales se utiliza d}//de =0
8. Para encontrar rectas verticales se utiliza dx/de =0
. _dy _
9. Paraencontrar rectas tangentes en el polo se utilizam = /dx = tanf
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Ejemplo 1
Encuentre la pendiente de la recta tangente para la curva polar r = 2 senf en el punto 8 = ”/6

1. En base alatabla 5.1.a se traza la grafica de r definiendo que es un circulo de radio 2.

/6)

1.1.  Setraza el punto a evaluar
r =2 sen@
r=2sen("/c) =1

1.2.  Se deriva respecto a 6
dr

de

= 2 % cos0O Bl

Recta
tangente

2. Utilizando la ecuacidn 5.5 se obtiene

r
JpSend + 1 cosé _ 2xcosO xsenf + 2 senf * cos6 4 cos@ senb

2 % cos0 * cos@ — 2 sen0 * senf - 2c0s%0 — 2sen?6

a0 cos@ — r senf

2 cos@ senf

m= Pendiente tangente general
c0s%0 — sen?0 & &

3. Seevaliaenm el valordelangulo 8 = 7T/6

1 V3 3
_ 2cosfsend 2 cos(™/¢) sen(/) AN A 3
M= 0520 —sen20 cos2(T/;) —sen?("/,)  3_1 — 1
6 6
4 4 2
m=13

Ejemplo 2

Encuentre los puntos sobre la curva dada, donde la recta tangente es horizontal o vertical.

r =1+ cosf

1. Trazamos la grafica en base a la Tabla 5.1.a, sabiendo que a/b = 1 la grafica es un cardioide.

(1,11/2)

1.1. Con tres puntos ploteados se
puede trazar la grafica
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2. Se procede a obtener x y y en térmi

teniendo:

inos de 6. Para ello se utiliza la ecuacién 5.3 y 5.4.

r=1+ cos@

x=rcos@ y y=rsenb

x=(1+cosf)cosd y y=(1+cos@)send

X = cosO + cos?0

y ¥y = senf + senf * cosO

3. Se procede a derivar x y y respecto a 0

dx d

a0 = —senO + 2cosf x —senf ; é = cosO + cosO * cosO — senf x senf
D seng—2sendcosd ;D= cos + cos?6 29
70 - sen send cos ; 0= = cos cos sen

4. Encontrando puntos donde la recta tangente es horizontal dy/de =0

d
& cos8 + cos?0 —sen?8 =0

do

cos8 + cos?0 — sen?8 =0
cosO + cos?0 — (1 — cos?0) =0

2c0s%0 +cos8 —1 =0

4.1.  Se realiza una sustitucion: u = cos@
T 2c0s%0 +cosfd—1 =0
2uP4+u—-1=0
J— 1 . p— 1
/;A\ u = ; u = 2
44 12 h 08 -6 o&oz 0 02 04 12 0 =TT ; u = T[/3
u:_’] 5“/3\0“
il r("/3) =3/, ; r@=0 T(Sn/g) =3/,
o Los puntos de curvas horizontales son

(/2. ™/3); O 5 (3/,57/3)

5. seencuentran los puntos donde la recta tangente es vertical dx/de =0

£ 1

02 04 06 08

Ing. Brayan Veldsquez

X send — 2sen cosd = 0
19 = ~sen senf cosO =
—senB — 2senf cosf =0
—senf[1+ 2 cosf] =0
1 2T
0 = cos™t (— E) =3 6 =sen 1(0)=0

Los puntos de curvas verticales son

(1/2;27T/3) ) (1/2'47T/3) )

(2,0)
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Ejemplo 3
Demuestre que las curvasr = a senf y r = a cos6@ se cortan en dngulos rectos.

1. Se utiliza la tabla 5.1.a.

1.1. Se sabe que senoy coseno interceptanen 8 = ”/4
1.2.  Paraencontrar el otro angulo es mas factible trazar den(0)
las graficas y ubicar el otro angulo

al\/2 , wi4)

2

r = acos(0) r = asen(0)

2 NNE N

r = acos(6)

/ i \>4 H ) T
4

X=T1/4 X=51/4

-2

1.3.  Las evaluaciones en los angulos seran

r(”/4) = % (para ambos) r(5"/4) = — % [mismo punto que ”/4]

2. Encontramos la pendiente de la recta tangente para r = a senf

r
dgsent +rcosd  acosO send + a send cosd 2a senf cosf
%cos@ — 7 send a cosO cosf — a senf senb a cos?0 — a sen?0
2 senf cos6 - 1 1 ) )
M = e sonZd evaluando ml( /4) =17 1-) (pendiente vertical)
2 2
3. Encontramos la pendiente de la recta tangente para r = a cos6
r
_aqpsendtrcost  —asend senf + a cos6 cosd _ —a sen?6 + a cos?6
M2 = Z—gcose _rseng  @sent cosd —acosfsend  —2asenf cosd
1 1
_cos?8 — sen?6 luand (T )_7—7_ 0_0 diente horizontal
my =5 o g evaluandomy /a) = — == (pendiente horizontal)

4. Como una pendiente es vertical y otra horizontal se demuestra que entre pendientes hay angulos

rectos.

5. También se puede demostrar utilizandom; *m, = —1
2 senf cosf  cos? n-0 2 senf cos6

c0s%0 —sen?6 " _2senfcosd  —2sendcos

—1 = —1 (Demostrado)
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ECUACIONES
POLARES

4.3. APLICACION DE ECUACIONES POLARES
En este capitulo se analizaran las aplicaciones de las ecuaciones polares. Debe recordar que las

ecuaciones polares son también paramétricas, ya que el radio esta en funcién del angulo 6. Al ser una
ecuacion paramétrica tiene también una direccién como la siguiente forma.

r = a sen(56) r =1+ cos(20)

Esta direccidn de las polares nos servira para las dos aplicaciones que son: longitud de arco y area
encerrada por una polar. Ambas aplicaciones son del tema de integracién.

En la portada usted observa a la nifia siendo protegida por el lobo. Esto simboliza que, en este punto
de este texto, usted ya debe saber trazar graficas y tener el conocimiento claro de las polares.
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4.3.1. Area encerrada

Las curvas polares encierran areas, a veces entre una curva polar sola o a veces entre dos curvas polares.
En ambos casos aprenderemos a calcularlas.

éDe donde se obtiene la formula?

1. Pensemos en la siguiente curva polar que encierra un area desde un angulo 81 a un dngulo 62

(r2,02)

£l

2. Lo que se hace es ingresar un diferencial de drea como la siguiente imagen.
(r2,62) r = f(0)

ds

(r1,01)

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

(0,0)

3. Como puede observar, el diferencial de drea es un sector circular con el radio r = f(6).

T
do ds
0,0) ® .
(0,0) r
4. Llaférmula de un sector circular es:
2 6 2 6 2 2
Acirculo = TIT Asector circular = W nr- = E nre = - 0r
5. El area del diferencial sera:
1 1
dA=—=dfr? = = r?df r=f(0)
2 2
6. Integrando el drea en términos del angulo
92 1
A= f Erz do Ecuacién 6.1
01

Ejemplo 1
Encuentre el drea de la regién acotada por las curvas dadas y que estdn en el sector especificado.
r?=9sen20 r>=0 0<6<T/,
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1. Lacondicién r = 0 serviria para encontrar los dngulos de integracidn, en este caso se establecen.
2. Nos referenciamos a la tabla 5.1.a para verificar la grafica, donde es una lemniscata. No es necesaria,
pero para mayor referencia indicaremos la grafica y drea a encontrar.

(9,1/4)

r? =9 sen26

(0,m/2)
0.0)
3. Sustituyendo datos en la ecuacion 6.1.
92 1
A =f -r?do
0. 2
1
"/

p j%l 0 con26) do 91”/2 20dn < 2 —cos(20) 911 -1
= — X = — = — %% - = —_-— —
, 20 2), " 2 2 2127 2

0
9
A= 5= 4.5 unidades?

Ejemplo 2
Trace la curva y encuentre el drea que encierrar = 3 + 2 cosf

1. Tomamos de referencia la tabla 5.1.a para el trazo de la grafica e identificacidén del area.

(3,11/2)
2
1
(1,m) (5,0) Para una vuelta
° % P 0 <6< 2m
(3,3m/2)°
2. Utilizando la ecuacién 6.1. planteamos la integral de area
6, 1 21 1 1 21
A= f —r2do = f =(3+ 2c0s0)?do = —f 9 + 12c0s6 + 4cos?0 db
0, 2 0o 2 2J,
2.1. Integrando por aparte
1 sen26
A=4f00520d0 =4fz[1+c0520] d0=2[9+ > ]=29+sen29
2.2.  Volviendo a la integral
2
1 (2" 1 1
A= Ef 9+ 12c0s60 + 4cos?6 dO = 5[90 + 12senf + 20 + sen260] | = 5[187'[ + 47|
0
0

A=11rn
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Ejemplo 3
Encuentre el drea de la regién encerrada por uno de los bucles de la curvar = 4 cos 360

1. Trazamos la gréfica referencidndonos a la Tabla 1. 5.a. Como n es impar significa que tendremos tres
pétalos.

1.1.  Setraza la grafica cartesianar = 4 cos 360
1.2.  Superiodosera

3xk=2m
_2m
k=2T/s
1.3.  Lagrafica se analizard en cuatro partes:
2m /3 I
4 6
/ (0,4) (2m/3,4) (41/3,4) (2m,4)
(17/8,0)  (1/2,0) \(s-rr/s,m /
(7/6,0) (3m/2,0) (1171/6,0)
x=211/3 x=4m/3 x=21
(r/3,-4) (,-4) (5T7/3,-4)
2. La gréfica polar serd, por tanto:
\2n/3 [
3. Si planteamos la integral obtenemos el area: /3
621 1 92 (4,2w/3 ;
A= f —r2d60 = —=| (4cos36)?de 511/6
61 2 2 61 , . e
4. El 4rea que se ,, T ) 4.0 2w
planteara sera: ' [ N W G 2/ AN S S | '
2 (4,0) 7\
Luego se multiplicara - 71/6
por 2 117/
: (-4,1/3 "
81/6 \‘\
51r/3 \,
5. Portanto, el area del bucle es:

"/

1 6 /6
A=2 *Ef (4 cos 30)? dO = 16f cos?(30) do
0 0

6. Realizamos una sustitucion

=30 Deri du =3 tant du =df
u= erivamos: —» =3 portanto: —-=
ciando #=0u=0 ycuando 8=T/, u="7/,
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A [

6 /2 du 16 (/2 16 (/21
A= 16f cos?(30) do = 16[ cos?(u) — = — cos?(u) du = — —[1 + cos2u]du
0 0 3 3 0 3 0 2

/2

p 81”/21+ o d 8[0+sen2u] 80yt s 8 m 4m
= — = — = — — = —% == —
3], cos2u du 3 > 3 3 sen2u 3*3 3
0
4
A= == 4.1888 unidades?
Otras formas de resolver el problema
F\ i K ‘\ Emz S (4,217/:«1\)‘*\ -mz :
K \: = _mile “\\

m«gm |

= (0;91/6) 0,1¥2)

X / 7=
/
/ // -6
A

(-4,11/3)
1 7t/6 1 311/2 1 311/2
A= —f (4 cos 360)% do A= —f (4 cos 30)? dO A= —f (4 cos 30)? do
2) = 2 Jn 2 Jn
/6 /6 /6
A= 1 A= i A= 4
3 R 3
[
Ejemplo 4

Encuentre el area de la regidn encerrada del bucle internode r = 1 + 2senf
1. Comenzamos trazando la grafica de la funcidn cartesiana con transformacién de funciones

1.1.  El periodosera: k = 2m

(. . . 2 _ W
1.2. Los maximos/minimos estaran a: T = E

. Y o 7T
1.3.  Analizaremos la grafica a cada >

1.4. Para encontrar la raiz resolvemos la ecuacion.
0=1 + 2sen®
send = ~1/,  Portanto: sen!(—1/,)=-"7/,
1.5.  Paralos angulos

g = 2 T 117
- T T e

6 _ T[_I_ _ 777: w/e6+mw=71/6
“ 6" T %

08 -06 -04 | -020
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B

(/2,3)

P —

A c G
0,1) (m,1) (2m,1) B(3,1/2)
D
(-11'/6,0/ (771r/6,0) (117r/6,0)
E(3172,-1)

2. Trazamos la gréfica polar

E (3™/2,-1)
3. Debemos encontrar el drea que encierra elpunto polar Dy
F, los que forman el Bucle interno.
4. Procedemos a utilizar la ecuacion 6.1 c(1,m)  D(0,ym/6) (1.0)
F (0,1111/6)

0, 1 117'[/6 111'[/6
A= j —r2do = —f (1 + 2senB)?do = EJ 1 + 4senf + 4senf? db
0 7

3 2 2 77.'/6 71'[/6
117t/6 1 111'[/6
Az—f 1+4sen0+4*—[1—c0529]d9=—j 1+ 4senf + 2 — 2cos26 db
2 ) 2 2 T/
117t/6
1171'/6 1
A= —f 3 + 4senf — 2cos20d6 = —=[360 — 4cosO — sen28]
2 7/ 2
77r/6
A= 111lm A (11n> (117r>] 117w 4 (7n) (7n)]
=513 cos (¢ sen|—3 513 cos (¢ sen (3
1 [11m V3] 1 [7n V3
4=3 T‘m+7l ~3 7”@‘7]
117 V3 7m V3
A= - B - By
V3
A = m— 2\/§ + 7
3V3
A=m— — = 0.54352 unidades?

Ejemplo 5
Encuentre el drea de la regién que esta dentro de la primera curva y fuera de la segunda curva.

r? = 8 cos26 r=2

1. Podemos obviar la grafica cartesiana y directamente trazar la grafica polar, tomando de referencia
la tabla 5.1.a. Siendo una lemniscata y otro circulo de radio 2 con centro en el origen.
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1.1. Necesitamos encontrar los puntos de interseccién
r =2 portanto: 7
1.2. Sustituyendo el radio al cuadrado del circulo en la lemniscata.
r2=8c0s20 con r?=4
4 = 8 cos20

2:

1
Despejando 5= cos20 por tanto el 4ngulo 20 serd: 260 = cos™! (E)

el
0=c0521(2)= m

1.3. Encontrando el otro angulo.

1
cos260 = 5 Encontramos el angulo 26

06 08

s
El primer angulo: 26 = 3

T
Por tanto: 0 = 3

. 5
El segundo angulo: 26 = 5

5n
Por tanto: 0 = 3

(2,m/6) r2=8 cos26

(2,51/6)

1.4. La grafica polary area seran:

p . . (v/8,0)
NOTA: Esta area no la solicitan,

pero se quiere ensenarle a
calcular esa parte.

2. Laintegral estard planteada por:

2.1. Para ello es importante seguir la direccion del pardmetro. Vea que, para integrar la primera
region, el circulo se define entre 7T/6 < 6 < m /2 pero para la lemniscata, el angulo para el

primer cuadrante se encuentre entre 7T/6 < 6 < m /4. Luego se multiplicard por 4.

Area = Area mayor — Area menos

Vs YA Vs Vs
1 /2 1 /4 2 /4
A= —f (2)%2do — —f 860529d0=f 2do — 4[ c0s20 df
2 T 2 T s A
6 /6 / /6
T/ /4
sen26 T T T T 21
A=20| — 4« > =2% E_E]_4 sen(Z*Z)—sen(Z*g)]=?+\/§—2
s s
/6 /6
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2.2. Solose encontré el area del primer cuadrante, por lo que se debe multiplicar por 4 para

encontrar el area total.
AT = 4‘ * A

21 8r
AT= 4*[?4'\/5—2] = ?+4\/§—8
8m
Ar = —+ 4+/3 — 8 = 7.3058 unidades?

3. Calculando el area solicitada
3.1. Analizamosde: 0 < 8 < m / 6 para luego multiplicarla por 4.

r=2

(2,5T1/6) (2,m6) r2=8 cos26

{0,1/4) (+/8,0)

15 25 3 3.5 4 45

(2,771/6) (2,1171/6)

3.2. Laintegral sera

Area = Area mayor — Area menos

1 (e 1 (/e /e /e
A = —f 8 c0s260 df — —f (2)2do = 4f c0s26 do — J. 2do
2, 2 ), 0 0

"o

sen20 V3 m T
— 20 = 2[sen20—0] | = 2 T_El = «/§—§

3.3. Solo se calculé el primer cuadrante, por lo que el area total sera:
Ar = 4x*A

Ap = 4[@—%] = 4#‘—4?”

4
Ap = 4V3 - 5 = 2739% unidades?

Ejemplo 6
Encuentre el drea de la regién que esta dentro de ambas curvas.
r =sen20 r = cos20

. - . . . . 2m
1. Se comienza trazando la gréfica cartesiana de ambas funciones. El periodo sera: k = ry =T

1.1. Laintercepcidn sera:
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sen20 = cos20
Sustituyendo: u = 26 senu = cosu
Alresolver: u="/, 6= T/g

El otro dngulo serd: 6 =T/, + /g = 57T/8

2. La grafica polar se encuentra a la derecha

r = cos(20) E
¥ 8 r = sen(20) 1 E B(1,m/4)
0,1)  (W/4,1) — SR |r,1) \
(0.707,Tr/8)
(m;
B9, A (1,0)
(0,0) :
A :
c(m/2,-1) D(3m/4,-1)

La gréfica cartesiana para ver la direccién Las graficas polares con sus direcciones y area encerrada

3. Como puede ver, las areas no se restan sino se suman

4. Por tanto, analizamos un area encerrada y luego la
multiplicamos por 8. Recuerde que se toma en
cuenta la direccion del parametro.

1 ("/a 1 "/s
A= E,f (cos26)%d6o +§f (sen26)?d6o

/g 0

1 "/a 1 "/s 1 ("4 1 "/s
A =—f cos?20 dé +—f sen?20 df = —f 1+ cos46 do + —f 1 — cos46 do
2 A 2, 4 /e 4,
/4 /g
A—1[6+Sen40] +1[ sen40] _ 1[n+0 T 1]+1[n 1 m 1
4 4 4 4 414 8 4] 4I[8 4 16 8
/g 0
5. El area total serd (Vea que se forman 8 bucles y nosotros calculamos 1. por ende, la multiplicamos
por
A 8xA 8 [n ! r 1
= * = ¥ | — — — — ——
T 16 8 2
s
Ar = 5 1 =0.57079 unidades?
I
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4.3.2. Longitud de arco

Nuevamente se vera este tema, solamente que ahora orientado a las ecuaciones o graficas polares.
Recuerde que la longitud de arco es encontrar la distancia de una curva.

é¢De donde se obtiene la formula? dL
1. Partimos del diferencial planteado en la seccién 1.6 dy
(dL)? = (dx)* + (dy)?

2. Recordando que: dz
X =1 cos6 y =1 senf

3. Derivamos respecto a @ utilizando la regla del producto.

dx dr dy dr

a0~ Ecosa —rsen@ a0 = a0 senf + r cosO

4. Retornando al diferencial de longitud
(dL)? = (dx)* + (dy)?
(L) _ (dx)?*  (dy)*
(d9)? ~ (dh)? * (d6)?

(@) = () +(2)

diN?>  /dr 2 dr 2
(—) (— cosO — r sen0 ) + (— senf +r cose)

a0 do a0
(dL)Z = dr)z 29 _ 2rsenfcosd o + 20 + (dr)z 29 1 2rcossend o + 29
d9 = d6 coS rsenovcos d0 T‘ sen d9 sen rcososen d9 T' COoS
(dL) (dr)z 20 + (dr>2 29 _ 2rsenfcosd o + 2rcosOsens o + 29 + 29
—_ =\ coS —_— sen — 4TrSenocosv — rcososenv —— T' COoS T' sen
<Z§)2 = (Zf)z 20 + (d§> 29 ZWMZ%M 20 + 29
d9 = 6 coS sen s S d@ r en T' COoS T' sen

(dL)2 (dr)z[ 29 4 20]+(dr
78) = \qg cos sen 70

(&) = (@) +

) + 12[cos?0 + sen?8]

5. Se saca raiz cuadrada de ambos lados

dL (dr)z_l_ ,
a0~ J\ag) 7T

2

dL = (dr) + 12 do
ao) 7T

6. Lavariable ahi es el angulo 6, por lo que se integra desde 6, a 6,

b2 dr\?
L =f (—) +7r2 do Ecuacién 6.2
0, dég
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Ejemplo 1
Encuentre la longitud exactade lacurvapolar: r = 2cos6 0 < 08 <«

1. Trazamos la grafica utilizando la tabla 5.1.a
Note que para darle una vuelta completa a la

grafica el angulo estd en e
0<6<m

(0,11/2) (2,0)

o 05 1 15

2. Derivamos r respecto al dngulo 6

3. Utilizando la ecuacién 6.2

T s
L= f \/(—2 senB)? + (2 cosO)? do = J \/4 sen26@ + 4 cos?6 do
0 0

T s s
L =f J4[sen20 + cos?6] do = f V4 do =f 2d9 =20 |=2m
0 0 0
0
4. Larespuesta sera: Siendo un circuloy de radio 1 (S = 2w * radio)
5. Larespuesta sera:
L=2m
I
Ejemplo 2
Encuentre la longitud exacta de la curva polar: r = 62 0< 6 <2rn
1. En base a la tabla 5.1.a trazamos la gréfica para mejor referencia.
(2.4674,11/2)
2. Se deriva el r respecto a 8 M T Bz
dr 20
E N = 92

3. Se sustituyen los datos en la ecuacién 6.1.

92 d,r 2 2T
L= f (—) +r2do = | /(20)2+(62)2d6

21 21 21
sz 402 + 64 dezf 02[4 + 62] d@zf 04+ 6% do
0 0 0

(22.2066,31/2)
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3.1. Serealiza una sustitucién

=4 + 6% Derivand dm—ze t t-dm—de
m = erivando a0 - por tanto: 28 =
4 + 4772
21 444> 4+4m?
dm 1 1
sz 94+92d0=f Qx/m—=—f ym dm = =m’/
4

4. Llarespuesta serd

J@& + 423 — %\/E %[,/(4+4n2)3 — 8]

Wl =

L =

1
L=7 [,/(4 ¥ 4m2)3 — 8] — 92.8962 unidades

A continuacién, veremos dos ejercicios planteados y resueltos por el Ingeniero Humberto Osvaldo
Hernandez Sac orientados a la vida real cotidiana en Quetzaltenango.
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Ejemplo 1
Un herrero desea saber cuantas varillas de hierro debe comprar para hacer 24 ventanas con la siguiente
forma y medidas. -

a) Sabiendo que una varilla de hierro equivale a 6 metros -
de longitud, calcule cuantas varillas necesitarda el 1
herrero. 0.20

b) Sicada varilla de hierro tiene un valor de Q20.00 de 3/8” 1.20 0.80
y corrugado de grado 40. ¢{Cudnto saldra la materia
prima?

0.20
1.00
= H
0.10 0.80 0.10
1. Lalongitud por cada ventanal estara definida por:
2m(0.50)
L = 2(1.20) + 2(1.00) + 2(0.20) + 2(0.10) + 0.50 + — + Lrosa
L = 7071 + LRosa
2. Calculando la longitud de la rosa
2.1. Para modelar la ecuacion polar de la rosa necesitamos referenciarnos a la tabla 5.1.a
r =acos20 debido a que tiene cuatro pétalos
r = 0.4 cos20 el valor de a que es la mitad de 0.8
2.2. Se traza la grafica
2.3. Se calcula la longitud de la rosa entre
0<6< ”/4 Luego se multiplicara por 8

2.4. Laderivada de 7 es: ”

I _0.8sen26

— = —-0.8sen

de 01 h

0,1/4) (0.4,0)

2.5. Laintegral de longitud sera: B N O G A R S A

L fez ’(dr>2 +72 do
= —) +r
1 91 d9 -03

Vi
/a
L, = f J(—0.8 sen26)% + (0.4 cos20)2 dg
0

/4 /4
L, = f \0.64sen?20 + 0.16c0s226 d = 0.4[ J4sen?26 + cos?26 df
0 0

Ing. B Vel
ng. Brayan Veladsquez 205



La integral anterior no se puede resolver por métodos directos, sino por métodos de aproximacion.

Lrosa = 8 *L; = 8 % 0.484 = 3.872

3. Retornando a la longitud completa
L =7.071 + Lgresa
L=7.071+3.872
L =10.943

4. Elproblema nos indica que son 24 ventanas, por tanto:
Lt =24 %10.943 = 262.632
5. Calculando la cantidad de varillas

1 varilla
262.632 m * m = 43.772 varillas

6. Larespuesta se tendra al aproximar una cantidad util
44 varillas

7. Para el inciso b) donde nos solicitan averiguar el precio:

44 varill Q20.00 880.00
* — = .
vartias 1 varilla Q

Q880.00

Ejemplo 2

Radiacion de una antena: La radiacion proveniente de una antena de transmisidén no es uniforme en
todas las direcciones. La intensidad de la transmision proveniente de una determinada antena se
describe por medio del modelor = a cos?8.

a) Transformar la ecuacién polar a la forma rectangular.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar el modelocona = 4ya = 6

c) Hallar el drea de la region geografica que se encuentra entre las dos curvas del inciso b).

Inciso a)

1. Teniendo la ecuacion modelada
r = acos*0
2. Recordamos que:
x=rcosd ; y=rsend ; r*=x?+y? portanto: r =./x% + y?
3. lgualando radios
r=r

Jx% +y% = acos?*0

2

x
VX2 +y?=a = Despejando: 72,/x2+y2 = ax?
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r¥Jx?+y? =ax?

(2 +y)Jx2+y2 =ax? => (x%+ y2)°2 = q x?

4. Elevando ambos lados a la 2/3 para poder despejar y
2/
|62+ 92| 7 = [ax?)s
x2+yt=al3x"s
y2=al3x"s— x?
5. Sacando raiz cuadrada

y = i\/az/3 x5 — x2

Inciso b)

6. Para la grafica debemos ver la tabla 5.1.a
6.1. Demostrando simetria
Verificando: (r,0) = (r,—60) simetria respecto al eje polar
r = acos?(—0) = a(cos(—0))? = acos?d  Siloes

Verificando: (r,0) = (r,m—60) simetria respecto a ”/2

r =acos*(rt —6)
7 = a [cosm cosO + senm senf)?
r = a[— cos8]?
r = a cos?*(0) Silo es

6.2. Lagraficasera

Inciso c)
1 (% 1 (% 1 (% 1 (%
A = —f 2 df — —f r°d0 = —=| (6c0s?’0)>2d8 —=| (4cos?6)?do
2 91 2 91 2 91 2 91
/s T/, /s 15
A= 18f cos*0 do — Sf cos*0 do = 10f cos*0 do = 3"
0 0 0
15
A= 5= 5.8905 unidades? I
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5=SUCESIONES
Y SERIES

5. SUCESIONES Y SERIES

El ser humano aparecié como un bebe en un canasto que dejan en un orfanato. Sin saber ¢Coémo
aparecimos aca?, éQuiénes somos? ¢ Como aparecio el universo?

Tuvimos que dilucidarlo. Nuestra ventaja fue nuestra inteligencia y sobre todo la habilidad de reconocer
patrones. Quienes eran buenos para detectar presas y depredadores y para distinguir las plantas
venenosas de las nutritivas, tenian mas opciones de vivir y reproducirse. Con la lectura del cielo se
referenciaban los antiguos para saber cuando sembrar, cuando cosechar y cudndo vendrian épocas de
refugiarse.

En este capitulo aprenderemos a identificar patrones y a predecirlos. Un ejemplo podria ser 1,2,3,4,5...
Es evidente que ese patrén es a cada nimero y que el siguiente nimero a 8 sera 9. Con esa prediccion
podemos realizar una sucesion.

Posterior a ello aprenderemos a calcular series que no son mds que las sumas de las sucesiones.

En la portada se observa los defines volando entre las nubes de manera hermosa he imaginaria. Pues
€50 mismo pensamos con las series y sucesiones, que son algo imaginarias y dificiles de entender. En
este capitulo usted comprenderd que no es asi y que son amistosas y divertidas.
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Supongo que usted habra visto este tipo de publicaciones en Facebook o cualquier otra red social.

F > |

¢PUEDES DECIR

3,4,7,16,43,124, _ ?

11, 23, 48,99, _ , 409 ?

) —

Algunas personas comienzan a adivinar, en ese proceso de adivinar se distraen y comparten un rato
lindo. Pero estas publicaciones tienen una ciencia llamada sucesion. A continuacién, veremos la teoria'y
ejemplos de estas.

5.1. Sucesiones

Una sucesion es una funcién como las estudiadas en precalculo, donde se relaciona una variable
dependiente (dominio) con una variable independiente (contradominio). En el eje del dominio
tendremos n que seran enteros positivos y en el eje del contradominio tendremos elementos.

Dominio: {1,2,3,4,5,..n} Enteros positivos de una sucesion
Contradominio: {a;,a,,as,as, as,...a,} También llamados elementos

Esta relacion es a la que se le llama sucesiéon expresada matematicamente como:

an = {f(n)}

Otra forma de expresar una sucesion es con la forma:

an = {f(l)lf(z)lf(3)lf(4)lf(5)l f(n)} = {al ,az, a3l a4-l a5' "-an}

Al ser una funcién, también tiene una gréfica trazdndose de igual manera con referencia a un plano
cartesiano y ubicando en el eje de las abscisas n y en el eje de las ordenadas a,,.

Las sucesiones las clasificamos en finitas e infinitas. Para ello vea el siguiente ejemplo, notdndose que
una serie infinita es la que no tiene limite.

Sucesiones finitas: {2,4,6,8,10,12}

Sucesiones infinitas: {2,4,6,8,10,12,...2n}

Ejemplo 1
Describa y trace la grafica de los primeros 8 términos de la sucesion
{2113 - 9%+ 19n + 6}
a, =

6

1. Como una funcidén, podemos trazar una tabla que relacione y ubique los puntos.
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@ 2n® —9n’+19n+6
6
1 3
2 4
3 6
4 11
5 21
6 38
7 64
8 101

2. Teniendo la imagen podemos contestar

¢PUEDES DECIR
Viendo nuestra tabla, el nimero siguiente a 11 es 21

ya que con (1,3) (2,4) (3,6) (4,11) (5,21)

NUMERO QUE SIGUE?

3. Procedemos a trazar nuestra grafica, ubicando nuestros puntos de la tabla del paso 1.

120

100

80

60

40

Eje de elementos (an)

20

Eje n (enteros)

[
5.1.1. Secuencias

Una secuencia es utilizada como la Unica diferencia que utiliza funciones por partes para poder trazar
una secuencia como:

O ®

2 4 6
an:2:§ 121512;7121

En el ejemplo anterior puede notar como es una sucesion, pero combinada con una secuencia. Para
poder predecir nimeros y darle un lenguaje a este tipo de sucesiones, se realiza una funciéon por partes.

Ejemplo 2
Analice la secuencia dada por:
1 sin es impar
a, = n—1

sin es par

1. Comenzamos a evaluar con n = 1. Siendo n ndmero impar y respetando la funcién
a1 = 1
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2. Continuamos la evaluacién con n = 2. Siendo n nimero par y respetando la funcién
2—1 1

a,=f@)=""==

3. Continuamos la evaluacion con n = 3. Siendo n nimero impar y respetando la funcion
a3 - 1

4. Continuamos la evaluacion con n = 4. Siendo n numero par y respetando la funcidn

-1 3

Cl4—f(4)— Z

5. Continuamos la evaluacién con n = 5. Siendo n nimero impar y respetando la funcion
as = 1

6. Continuamos la evaluacion con n = 6. Siendo n nlilmero pary respetando la funcion

1 5
A = 6) = -z
6= f(6) = =2
7. Procedemos a armar la secuencia
) 1 L 3 n 5 1 . si n es impar
an = ) ) - - . n-— .
" 27747776’ sin es par
8. Su gréfica sera:
2
(.1) (3,1) (5,1) 7.1) (9.1)
1 ® 212 ° 4 * e ° e ° .
¢ (4,3/4) (6,5/6) (8,7/8) (10,9/10)
0 1 2 3 4 5 6 7 3 5 7

5.1.2. Convergenciay divergencia en las sucesiones

Hemos visto que las sucesiones son funciones, por tanto, al ser una funcién también se pueden evaluar
por medio del limite. Recuerde que un limite es ver qué pasa antes y después de un punto a evaluar
expresado como:

lima, = L (L esellimite)
n-a

Un limite en especial que nos interesa evaluar es el limite al infinito. Este limite sirve para ver la tendencia
de una funcién cuando se va haciendo demasiado grande (asintota horizontal), expresada
matematicamente:

lima, = L (L esellimite)

n—->oo

1. Siellimite existe: Dando un numero racional o un nimero en concreto se dice que la sucesién a,, es
converge

2. Siel limite no existe: Dando como resultado infinito (o) o que no exista definitivamente (#) se dice
que la sucesion a,, es divergente.
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Para resolver este tipo de limites debe recordar las identidades de limite:

1 _ 1\" _ sen(n) _ sen(n)
1. lim —=0a>0 2.11m(1+g> =e 3. lim =0 4. lim =

n-tocon n—oo n—oo n n—-0 n

Para resolver este tipo de limites debe recordar las propiedades de limites:
5.lim ca, =clima, 6.lim a,b, = lim a, * lim b, 7. lima, b, = lim a, + lim b,
n—-oo n—oo n—oo n—oo n—-oo n—-oo

n—oo n—oo

Ejemplo 1
Escriba los cuatro primeros términos de la secuencia y determine si es convergente o divergente. Si

converge, encuentre su limite.
3 — 2n?
a, =3———
n nz -1

1. Procedemos a evaluar los primeros 4 términos.

3 —2(1)2 . . 3—-2(2)? 5
a, = (1)2—_1 = 6 (Forma indeterminada) a, = (2)2—_1 = —§

3 —2(3) 15 3—2(4)? 29
“BEBEE-1 78 “Twr-1 T s

2. Evaluamos el limite para verificar si converge o no la sucesién.
. 3 —2n?
im ———
n-o n? —1

2.1.  Multiplicamos y dividimos por el inverso del término principal (1/n2)

3 _ o2 1 3 2n? 3 2 5

c3-2n* w2 W onZ 4 RZT A -2

7’1Ll—>oo nz—1 * 1 rl;,l—>oo n2 1 7111—>oo 1 1 rlll—>oo 1 1/ 1 2
w 7 @ 5

2.2. Al haber evaluado el limite y al haber obtenido un nimero racional como respuesta, se dice
que:

La sucesion es convergente
Ejemplo 2

Escriba los cuatro primeros términos de la secuencia y determine si es convergente o divergente. Si
converge, encuentre su limite.

= {ﬁ}

1. Procedemos a evaluar los primeros 4 términos solicitados.

1 1 1 1
a, = = a, = =
LVIZri-1 V2-1 fV2ZZ¥1-2 V5-2
1 1 1 1
aA, = = a, = =
U V32+1-3 10-3 YV r1i-4 V17-4

2. Evaluamos el limite para verificar si converge o no la sucesioén.
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1
lim ———
neeynZ+1-n

2.1.  Racionalizamos el denominador utilizando a? — b? = (a — b)(a + b)

. VnZ+1+n
= iIm —=

y 1 Vn?2+1+n y vn2+14+n
im * = lim ———
n-o\m24+1—n Vn2+1+n n-o n? + 1—n? n—-oo 1

limyn2+1+n= o

n—oo
2.2.  Larespuesta nos ha dado infinito. Por no ser un nimero en concreto se dice que:
La sucesién es divergente

Ejemplo 3
Escriba los cuatro primeros términos de la secuencia y determine si es convergente o divergente. Si

converge, encuentre su limite.
1 n
a, = 1+ —)
n {( 3n }

1. Se plotean los cuatro primeros términos

_(1+ 1)1_4 _(1+ 1)2_49
“=T3m)) T3 2=\""312)) T 36
__(14_ 1 )3__L000 __(1+_ 1 )4__28561
3@/ T 729 “=\""31)) T20736

2. Evaluamos el limite para verificar si converge o no la sucesion.

1 n
lim (1 + —)
n—oo 3n
2.1 Procedemos a transformar.

3n 1

1 n 1 T 1 3n 3 l
lim (1 + —> = lim (1 + —) = |lim (1 + —) = (e)3
n—oo 3n n—-oo 3n n—-oo 3n
2.2.  Tomamos como base la identidad del limite que expresa.
: 1" : : , "
7{1_{210 (1 + ;) =e Siendo que es igual que: 111_)1‘{)10 (1 + E) =e
1 8n 1 2n 1 \/fn
7{1_{210(1+%> =e 1}11_1)‘5)10<1+%> =e 111_)1‘{30<1+—\/En) =e

2.3. Larespuesta sera:
Ve = 1395612
La serie converge
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5.1.3. Sucesiones mondtonas y acotadas

Algunas sucesiones tienen caracteristicas especiales. Las caracteristicas a juzgar seran:
1. Siescreciente

Si es decreciente

Si es mondtona

Si no es mondtona

Si es acotada

Si no es acotada

o kwnN

A. Sucesion creciente o decreciente

e Se dice que una sucesion es creciente si se cumple que:
a, < QApyq paratodan

e Se dice que una sucesion es decreciente si se cumple:
a, = a,y; paratodan

e Sjla sucesidon se mantiene para todo valor de n creciente o decreciente entonces se dice que la
sucesion es mondtona (se mantiene) y si por intervalos es creciente y por otros es decreciente,
entonces se dice que es no mondtona.

Ejemplo 1
Determinar si la secuencia dada es creciente, decreciente o no mondtona.

{3n — 1}

a, =

n 4n+5

1. Debemos comparar a,, con a,.;. En nuestro problema tenemos ya a,, por tanto obtenemos a,,

3(n+1)—1}_{3n+3—1}_ {3n+2}
4n+1)+5) Un+4+5 WUn+9

Apn+1 = {

2. Debemos verificar que los valores de n la desigualdad se cumple o no.

a, < a,,; (comparacién creciente)

3n—1 < 3n+2
in+5 " 4n+9

Bn—-1)(An+9)<(Bn+2)@n+5)
1%42—4n+27n—9 < 12A% +8n + 150 + 10
23n—9 < 23n+ 10
-9 <10
Se cumple para cualquier valor, por tanto, concluimos que la sucesion es creciente para todo valory

al ser creciente para todo valor también es monétona.

Creciente y mondtona
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Ejemplo 2
Determinar si la secuencia dada es creciente, decreciente o no mondtona.

1 —2n?
y =\

1. Debemos comparar a,, con a,.,. En este problema tenemos ya a,, por tanto obtenemos a,,

_(1-2m+1D*)  (1-2*+2n+1)) (1-2n°—4n—-2) (-2n*’—4n-—1
i1 = (n + 1)2 B nZ+2n+1 B n2+2n+1 | | n2+2n+1

2. Debemos verificar ¢ para qué valores de n ? la desigualdad se cumple.
a, < a,,; (comparacién creciente)

1 —2n? - —2n>—4n—-1
n2 T n242n+1

(1-2n)(n*+2n+1) < (-2n°—4n—1)(n?)

n?2+2n+1-2n*—4n3 - 2n? < —2n* — 4n3 — n?

ot — 4~ 4 2n 41 < —M—W—J/

2n+1 <0

3. Para que la sucesién sea creciente, n debe ser igual o menor a —0.5 pero recuerde que n debe ser un
entero positivo, por tanto, concluimos que la sucesion es:
Decreciente y monodtona

Ejemplo 3
Determinar si la secuencia dada es creciente, decreciente o no mondtona.

= feos3m]
Gn = jCOSZNT

1. Debemos comparar a,, con a,.q. En nuestro problema tenemos ya a,, por tanto obtenemos

Apnyq1 = {cos (g(n+1))} = {cos (gn+g)} = {cosgn*cosg — sengn*seng}
1 T V3 T
an+1 = {E COS§T’L — 7 sengn}

2. Debemos verificar para que valores de n la desigualdad se cumple o no.
a, < ay,, (comparacidn creciente)

1 < 1 T V3 T
cosgnn < 2cosgn 5 sen3n
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1 1 T V3 T
cos—nmw <

< —cos—n — — sen—n
3 2 3 2 3
1 1 T < V3 T
COS—Nm ——=CcosS—Nn < — — sen—n
3 2 3 2 3
1 T V3 T
—cos—n < ——sen—n
2 2 3
T T
cos§n < —\/§sen§n
2.1.  Paraencontrar el intervalo podriamos realizar una sustituciéon
T
X==n
3

cosx < —+/3senx (paraque sea creciente)

2.2. Paraun intervalo aproximado, se realiza una grafica de ambas funciones
y=cos(x) y=-1/3*sen(x)
%6,\/3/2) (1111/6,~/3/2) (2311/6,+/3/2)
5 5 T 12 13 14N
(1711/6,-+/3/2)
2.3.  Lasucesion es creciente en
5< <11T[ _17< <237r ent
cT=x=— Cg 7r3_ X = — (para que sea creciente)
x
Entonces despejando paran: n =—
5 11 17 23 _
> <n< > <n< > (para que sea creciente)

3. Paraque seacreciente se debe cumplir con intervalos. Para que sea decreciente se debe cumplir con
otros intervalos también, por tanto, al tener de ambas clasificaciones se dice:

No mondtona

B. Sucesion acotada

Se dice que una sucesidn es acotada si y solo si tiene una cota superior y una cota inferior. Ahora
veamos qué es una cota superior y una inferior.

e Elnumero C recibe el nombre de cota inferior de la sucesién si se cumple que

C <a,

e Elndmero D recibe el nombre de cota superior de la sucesién si se cumple que

D =a,
A continuacion, veremos que el valor de cotas depende si la sucesidn es creciente/decreciente
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an
Cota Superior

an

Cota Inferior

Cota Inferior

n — elementos n-elementos

Imagen sucesién decreciente Imagen sucesion creciente

Con ambas imdagenes podemos deducir:
e Siuna sucesion es creciente y supongamos que D es una cota superior
lim a, <D

n—->0o
e Siuna sucesion es decreciente y supongamos que C es una cota inferior de la misma.
lima, > C

n—-oo

De estos dos teoremas de cotas se obtiene un teorema general que indica que

e Una sucesién mondtona acotada es convergente.
e Una sucesién mondtona convergente es acotada.

Ejemplo 1
Determine si la secuencia que se indica es acotada.

3 n®+3
n = n+1

1. Procedemos a evaluar el limite al infinito para ver

3
n*+3 4 nt+o oo
lim * = = lim ==
nooo n+1 1 n—>001 1 1
— +_
n n

2. Al no converger el limite, se dice que la sucesiéon no es acotada. Debido a que tiene cota inferior
siendo a; = 2 pero no tiene cota superior porque es infinita.
No acotada

Ejemplo 2
Determine si la secuencia converge identificando si es acotada y si es monétona.

3 —2n?
= V21

1. Este problema se habia resuelto en el ejemplo 1 del tema convergencia/divergencia. Ahora se debe
utilizar el teorema de serie acotada y monotonia

_(3=2m+1*) _ (3-2*+2n+1)] (—2n*-4n+1
DT VT mr02—1] " | n2+2n+1-1 | || n?+2n

a, < a,,1 (teorema de creciente)
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3 —2n? - —2n? —4n+1
nz—1 — n2+2n

B-2n)(n*+2n) < N*-1(-2n*—-4n+1)

3n24+6n—-2n*—4nd < -2n*—4n¥4+n?+2n*+4n-1

n< 4n-1
2n< —1

< 1
=73

2. Debe recordar que el valor de n debe ser en todo momento positivo y entero, por lo tanto, la
sucesion es creciente y mondtona.

3. Lacota superior, al saber que es creciente, sera:

3-2(1)% 1 _3-2(2? 5
M=o 1 T 0 2= -1 T3
(forma indeterminada) (convirtiendose en la cota inferior)

3 —2(50)% 3 — 2(100)?

= —1.99959984 = —1.99989999

@100 = T50) — 1
(convirtiendose — 2 en la cota superior)

950 =50y — 1

4. Hemos identificado que esta sucesion es mondtona y que posee cota inferior y cota superior, por
lo tanto, podemos concluir que esta sucesidn converge en —2
Converge en —2

5.1.4. Formula de una sucesion a partir de datos

Recuerde apreciado lector que la sucesion es el conjunto de puntos ordenados de numeros, uno detras
de otro en cierto orden, lo cual hasta este momento se nos habia dado la sucesion establecida, por tanto,
se podia predecir cualquier nimero deseado.

Ahora el aprendizaje se enfocara en encontrar la sucesion que describa los puntos ordenados que se nos
daran. Esto es muy importante que lo repase, apoydndose de este manual y de otros textos porque tiene
mucha aplicacién en la matematica. Un ejemplo directo que veremos en este manual serd en los
polinomios de Taylor y Maclaurin.

A. Sucesiones aritméticas
La sucesion aritmética es aquella que su comportamiento es lineal y expresado de la forma

a, = {mn + b} donde m y b son constantes
m = pendiente =a, —a; = a, —a; = g — dsg ... b=a, —m n = variable
Ejemplo:
3,6,9,12,15... noteque: 6—3=3 ; 9—-6=3 ; 12—9 =3 (siemprees3 =m)

b=a;—m =3-3=0
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Ejemplo 1
Encuentre la sucesién a,, que describa los siguientes puntos:
4,7,10,13,16, ..
1. Significa que
a,=4 ; a,=7 ; a3=10 ; a,=13 ; as=16 debemosencontrara,

2. Debemos restar las sucesiones y comprobar que para toda resta sea igual a m.

a, —a; =m 5 az; —ad, =m ; A, — a3 =m ; Ag — Ay =M
7—4=3 ; 10-7=3 ; 13-10=3 ; 16—13=3
2.1.  Notese que la desviacion de cada sucesion es 3 y es constante.
m=3

3. Unavez encontrado m se procede a encontrar b.
a, = {mn+ b}
3.1. Se puede encontrar con cualquier punto ordenado
(1,4); (2,7); (3,10) ; (4,13) ; (5,16)
3.2.  Sustituyendo
a, =mn+b

4=03)(1)+b
b=1
4. Sustituyendo los valores en la sucesion.
a, = {mn+ b}
a, ={3n+1}

B. Sucesiones geométricas

Este tipo de sucesion es de forma de monomio. Es una secuencia en la que cada término de la secuencia
se obtiene del nUmero anterior multiplicandolo siempre por un mismo nimero. Debe saber que la razén
entre las secuencias vecinas siempre sera una constante.

3,15,75,375,1875 ...

Note que:

15 . 75 . 375 . 1875 5 (1 ) . ) 5)

— = — = —= —= arazon entre sucesiones es

3 15 75 375
La férmula es la siguiente

a
ap = {a, ™} 5 r= s
aTl
a, = primer término r= % = razon entre secuencias n = término
n

Ejemplo 1
Encuentre la sucesién a,, que describa los siguientes puntos.
2,8,32,128,512, ..

1. Debemos comenzar por dividir cada uno de los valores de la sucesion

8_4 32_4 128_4 512
N N N 128

> 3 EV) 4 portanto: r =4
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1.1.  Porlotanto, la razén serd (r = 4):
1.2.  Elvalorde a; sera 2.

2. Lasucesion que describa los puntos anteriores sera:
a, =2 x4n"1

a, = 2 * 41
C. Sucesiones cuadraticas

Este tipo de sucesién tienen el valor de n principal elevada a la dos (cuadrado). La férmula general de la
sucesion cuadratica sera

a, = {an? + bn + ¢}

Donde: a, b y c son constantes
Suponga que tiene la siguiente sucesion. ¢ Como verificar si es cuadratica?

(se restan los valores)
4 4 4 (se restan nuevamente los valores)

Notese que al restar dos veces las diferencias de valores se llega a una desviacién constante (4). Este
procedimiento sirve para saber si es 0 no una sucesién cuadratica. Una vez afirmado si lo es, se procede
a plantear las ecuaciones.

Ejemplo 1
Encuentre la sucesion a, que describa los siguientes puntos:
2,11 ,28 ,53 ,86 ,..

1. Comprobamos si la sucesién es cuadratica, para ello debemos restar dos veces las diferencias.

2 11 ,28 ,53 ,86
\/\/\/\\/

17 25 33 (serestan los valores)

\/\/\/

8 (se restan nuevamente los valores)

2. Comprobado, se procede a plantear las ecuaciones.
sabiendoque: a; =2 ; a,=11 ; a3=28 ; a, =53 ; a; =286

Sustituyendo: 2 =a(1)?+b(1)+c 11=a2)?+b(2)+c 28=a3)*+b3)+¢c
(D2=a+b+c (2) 11=4a+2b+c (3) 28=9a+3b+c
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3. Seresuelve el sistema de ecuaciones.
3.1. Sedespeja la ecuacién (1)
2—a—b=c

3.2.  Sesustituye el despeje de (1) en (2)
11=4a+2b+c
11=4a+2b+2—-a—->b
9=3a+b
9—-3a=b (4)

3.3.  Sedespeja la ecuacién (2)
11—-4a—-2b=c
3.4.  Sesustituye el despeje de (2) en (3)
28=9a+3b+c
28=9a+3b+11—4a—2b
17=5a+b (5)
3.5. Sesustituye (4) en (5)

17=5a+b

17=5a+9 —3a
8 =2a
4=aqa

3.6.  Sesustituye el dato de a en la ecuacién (4)
9—3a=b>b sustituyendo: 9—3(4)=b portanto: b= -3

3.7.  Sesustituye el datode a y b en la ecuacién (1)

2=a+b+c
2=4—-3+c¢
c=1

4. Alresolver la ecuacidon obtenemos la sucesion.
a, =an’+bn+c
a,=4n*>-3n+c

D. Sucesiones alternadas

Este tipo de sucesidn tiene como objeto alternar el signo de la sucesién a medida que varia el nimeron
del elemento. Vea el siguiente ejemplo de las sucesiones alternadas

6 ®
2,-3,4,-5,6,-7,8,-9,.. &
4 'S
3
2 'Y
La grafica que expresa esos puntos es: 1
11 1 2 3 4 5 6 I 8
Como puede notarlo, los valores van intercalados ]
-2
£ .
-4
£ .
6
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La férmula para una sucesion alternada es:

an = {b,(=1)"}

b,, = cualquier sucesion como las antes explicadas (aritmética, geométrica, cuadraticas ...)
e Siel primer término de la secuencia es positivo, se utiliza
(_1)n+1
e Siel primer término de la secuencia es negativo, se utiliza
Gk
Ejemplo 1

Encuentre la sucesion a, que describa los siguientes puntos.
-1 4 ,-7 ,10 ,—-13 ,..

1. Vemos que los signos van intercalados, por tanto, van multiplicados por: (—1)"
2. Nos enfocamos ahora en los nimeros (ya sin el signo)

b, =1 4,7 ,10 ,13 ,...

4—-1=3 ; 7—4=3 ; 10-7=3 ; 13—-10=3

2.1. Laprimera resta es constante, por lo tanto, es secuencia aritmética (lineal)

y=mn+b»
y=3n+b
2.2. Setiene que encontrar b
1=3(1)+b
b=-2
2.3.  Lasucesion b, sera
b, = {mn + b}
b, ={3n—2}
3. Portanto, la sucesion sera
a, = b,(—1)"

ap =@Bn—-2)(-D"

E. Sucesiones oscilantes

Este tipo de sucesidn se utiliza cuando se requiere que, a cada ciertos valores ploteados en la sucesién
se regrese al valor original y que el valor de n siga aumentando. A continuacidn, se le presenta una forma
en que se repiten los valores

La férmula que las describe es:

s s
a, = asen (En) a, = acos (—n)

Donde: a = amplitud o valor mas grande
Se utiliza seno cuando se comience con un niumero. Se utiliza coseno si se inicia con 0
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Ejemplo 1
Encuentre la sucesién a,, que describa los siguientes puntos.
3/2 JO'_B/Z IO I3/2 IOJ_3/2J0)3/2 )0;_3/2;0)"-

1. Se observa que la secuencia se repite con los valores
3/2 :0:_3/2 ;0 ;3/2 ,0,_3/2,0;3/2 ;0;_3/2r0r"'

2. Notando que la secuencia cambia a cada 3/2 asi como el signo, por lo tanto

a, = asen (gn)
an = 5 sen(3n)

Ejemplo 2
Encuentre la sucesion a, que describa los siguientes puntos:
O l_3/2 IO I3/2 IOI_3/2 ;0 ;3/2101_3/2 10 13/21

1. Se observa que la secuencia se repite con los valores
0 ;_3/2 !0 !3/2 ;0;_3/2 )0 )3/2101_3/2 ;O )3/2;

2. Notando que la secuencia cambia a cada 3/2 asi como el signo, por lo tanto

a, = acos (gn)

Q
3
|
N| W
(%)
@]
I
—
]
S
N

F. Sucesiones de fracciones

Este tipo de sucesion es utilizada cuando se tengan niumeros seguidos de fracciones. Lo que debe hacer
es identificar independientemente la secuencia para el numerador e independientemente para el
denominador. Este tipo de sucesidn es muy importante, ya que se puede combinar las sucesiones vistas
anteriormente; por ejemplo, puede colocar en el numerador una sucesidon aritmética y en el

denominador una sucesion oscilante.

| =

5
Analicemos la sucesion: 1

)

N w
O

2
I5 )

erador.

S w

1. Se analiza las sucesiones del nu
1,2,3,4,5,..

Evidentemente responde a la sucesién b, =n

2. Se analiza la sucesién del denominador.
3,5,7,9,11,..
La resta entre sucesionessera: 5—-3=2 ; 7—-5=2 ; 9—-7=2 : 11—-9=2
¢, =mn+b
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¢, =2n+b

2.1.  Encontrando el valor de b se sabe que ¢; = 3

3=2(1)+b
b=1
2.2.  Lasucesion ¢, sera
chb=2n+1
3. Lasucesidn a,, sera
b, n
= T

Ejemplo 1
Encuentre la sucesion a, que describa los siguientes puntos:
1 31 7 9 11

2°'5’2 17 '26 '37 "’

1. Se analiza la distribucién de la sucesion donde se nota que tanto en el numerador como en el
denominado van en aumento, excepto por la tercera evaluacion que vuelve a ser 1/2. El 1 del
numerador deberia estar entre 3y 7.

3. Se arma la sucesion del numerador (sin utilizar el tercer dato)
1,3,x,7,9,11..
3—-1=2 ; 9-7=2 ; 11-9=2

3.1.  Todas las restas producen 2, por lo tanto se puede deducir que es una sucesion aritmética

b,=mn+b
b,=2n+b
3.2.  Elvalorde b sera
1=2(1)+b
-1=5b
b,=2n-1 b; =5
4. Laserie sera, por lo tanto:
1 31 7 9 11 1 3 5 7 9 11
2°'57’2 17 '26 '37 "’ 2’57’10 17 '26 '37 "’

5. Planteando la sucesion del denominador

2,5 ,10 ,17 ,26 ,37,..
\/\/\/\/\/

5 7 11
6. Comprobado, se procede a plantear las ecuaciones.
sabiendoque: ¢; =2 ; ¢, =5; ¢3=10 ; ¢, =17 ; =26 ; ¢4 =37
Sustituyendo: 2 =a(1)?+b(1)+c 5=a)?*+b(2)+c 10=a3)?+b(3)+c
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7. Resolviendo el sistema de ecuaciones.

()2=a+b+c (2) 5=4a+2b+c (3) 10=9a+3b+c

8. Resolviendo el sistema de ecuaciones.

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

Despejando de la ecuacién (1)
2—a—b=c

Sustituyendo el despeje de (1) en (2)

5=4a+2b+c

5=4a+2b+2—-a->b
3—3a=b (4)

Despejando de la ecuacién (2)

5—4a-2b=c
Sustituyendo el despeje de (2) en (3)

10=9a+3b+c

10=9a+3b+5—4a—-2b

5=5a+b (5)
Sustituyendo (4) en (5)
5=5a+b
5=5a+3-3a
2=2a
l1=a

Sustituyendo el dato de a en la ecuacion (4)

3—3a=b sustituyendo: 3—3(1)=b portanto: b=0

Sustituyendo el dato de a y b en la ecuacién (1)

2=a+b+c
2=14+0+c
c=1

9. Alresolver la ecuacion obtenemos la sucesion.

¢, =an®’+bn+c
¢, = n?+1

10. La sucesién por tanto sera:

b, S 2n—1
a —_— — p— a p—
"o, " on%z+4+1

G. Sucesiones factoriales

Este tipo de sucesidn utiliza el simbolo matematico n! llamado factorial. El simbolo factorial expresa la
multiplicacién del nimero n por sus seguidos

nl=nxn-1)«xn-2)x(n—-3)x(n—4)*..1

Algunos ejemplos:

51=5%4x3%x2x1=120 ; 3'=3%x2«x1=6 ; 0'=1
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Las formas de resolver este tipo de sucesiones:
an = {n!}
a, ,a, ,as; ,0a, ,0qg ,..0Qy

an
a,= 1,21 ,3!,4!,5,..n!
a,=1,2,6,24,120 ,..n!

Ejemplo 1
Encuentre la sucesion a, que describa los siguientes puntos:
1 1 2 6 24

T2 30% 5
1. Claramente la sucesién de fraccion, asimismo es evidente que el denominador es muy evidente

identificar en términos de n.
b, = n!

2. Paraidentificar el numerador es un poco mas profundo.
1,1,2,6,24,..

Note que a; = 1 ya, = 1y son los Unicos que se repiten, luego comienza a incrementarse

2.1.
la sucesidén. Para ellos:
1,1,2,6,24,... = 0!,1! 2! ,3! 41, ..
2.2. Como seinicia con n = 1 se plantea:
c, =1,1,2,6,24,. => ¢, =mn-1)
3. Lasucesion sera:
b, n!
= W= D)

Ejemplo 2
Encuentre la sucesion a, que describa los siguientes puntos:
4 16 64 256 1024
2 741 6! 7 8 7100 7T

1. Sedividen los valores de numerador para identificar sucesiéon geométrica
16_4 _ 64_4 . 64_4 _ 256_4 _ 1024_4
4 ’ 16 ’ 16 ’ 64 ’ 256
1.1.  Elnumerador por tanto serd
bn — blT'n_l = 4 x (4)n—1 = 4n-1+1 — y4n
2. Los valores del denominador son:
2! ,4! 6! 8! ,10!,..
2.1.  Lasucesién que describa esos puntos sera:
(2n)! yaque avanza de par en par
3. Lasucesion sera:
_ by s 4"
In = Ch B Gn = (2n)!

227
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5.2. Series

Una serie es la sumatoria, limitada por cotas de una sucesion, se tiene en su resultado un nimero que
puede ser finito o infinito.

El simbolo matematico que expresa la sumatoria de una sucesion es:

b
Sp = Zan Ecuacion7.1.1 ;0 Sp=a;+a,+as+ - +a,
n=a

n = a indica el punto de partida (indica la variable)

b indica el punto final a evaluar
a, indica la sucesion a sumar en terminos de n ; S, = Serie en términos de n
Ejemplo 1

Resuelva la siguiente serie:

5
Z n

n+1
n=1

2
13 )

1. Se evalla la sucesion
n

n+1

a, = =

n+1

N -
o w
SIS
N v
N o

2. El 1 indica que comenzaremos a sumar desde que se evalia n = 1 la sucesiéon. El nimero 5 en la
parte de arriba indica que terminaremos de sumar hasta el nimero evaluado en n = 5.

5

Zn _1+2+3+4+5 q .
T1-3t3tztctg sumando sera:

n=1
3. Larespuesta sera:

+4+5_71
5 6 20

N =
+
Wl N
+
W

ZS: n _71 _ 355
n+1 20 7
n=1

Un concepto real de series

Una paradoja de las cuatro famosas que planted Zendn de Elea, quién fue un fildsofo griego que vivio
cuatro siglos antes de Cristo, fue la de la separacidn entre dos puntos A y B, por lo cual se caminaria la
mitad de distancia y nunca se llegara.

1. Suponga que se le pide apagar la luz y que se encuentra a una distancia de 1 metro.

{
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2. Usted inicialmente caminara la mitad de 1 metro.
| 1/2 I
1/2
3. Luego caminara la mitad de lo que queda, o sea —= = "
| 1/2 | |
1/4
4. La persona continuard de esta manera, como
lo muestra la imagen.
| 1/2 Il ‘
[
5. Observando la imagen diremos que la sucesién es en base a los pasos (n) 8 H
b 1186
a, = — notandose que b,, = "
CTl
5.1. Eldenominador sera
c, =2 ,4,8,16 ,32,
5.2.  Lasucesién sera una sucesion geométrica.
=2 x 2n—1 — 2n—1+1 — 2n
6. Lasucesion que describa el tamafio de avance en funcidn a los pasos sera:
1
a, = Z_n
7. Al querer encontrar la distancia totaI sesumala sucesién, deberiaser1 (S, = 1)
Z 1 4 1 4 1 4 1
T R R TRV BT
8. Se procede a generar una sucesion de S, en términos de la cantidad de suma
S—l S_1+1_3 s 1+1 1 7 5 1+1 1 1_15
175 %2757 T Tty teTe P 2T 271 8 16 " 16
s 1+1+1+1+1 31 5 1+1+1+1+1+1_63
2 4 8 16 32 32 ’ ©72"478 16 32 64 64
9. Lasucesionde S, sera
¢ 1 37 15 31 63
" 2’4’8 '16 '32 ‘64’

10. Encontrando la sucesién de S,, (por sucesion de fracciones)

b
S, = —
Cn
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10.1. Encontrando b,
, 7,15, 31,63,...b,

\/\/\/\/\/

32 (Primer resta)
10.2. Se dividen valores de resta
4 _ 8 _ 16 _ 32 _
2 ’ 4 ’ 8 16

b, = br" 1 —x
b,=2%2"1—x
b, =2"—x

10.3. Para el valor de x simplemente se encuentra restando los valores de la resta.
2—-1=1 ; 4-3=1,; 8-7=1 ; 16—15=1 ; 32-31=1
b,=2"-1

10.4. Encontrando ¢,
2 ,4,8,16 ,32 ,64 ,
10.5. Se procede a dividir las secuencias.

4_2 8_2 16_2 32_2 64_2
2_ ) 4_ ) 8_ ) - ) -

10.6. Siendo una sucesion geométrica, sera:
=2x 2"t = c, =2"

11. La Sucesion S, sera:
2" -1

Zn

Sp =

12. Aplicando el limite para n — oo para evaluar la distancia cuando la persona haya dado infinitos pasos.
n

lim S,, = lim
nooo N nooo 2 n—ooo n

13. Quedando demostrado la utilidad de las series.

Hemos visto que una serie es una sumatoria de una sucesion, pero que también una serie se puede
analizar por sucesion para llegar a una funcién de la serie.

5.2.1. Serie convergente y serie divergente
Al igual que una sucesion, las series también convergen o divergen.

oo

Si la serie infinita z a, esconvergente, entonces lim a, =0

n—oo

n=1

Si la serie converge, entonces se puede encontrar un ndmero en concreto, si no la suma de dicha
sucesion (serie) serd infinito (o0)
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Ejemplo anterior
i 1
— 2"

1. Esta serie se demostrd anteriormente. Observe que al aplicarle el limite a su sucesion original se
llega a cero, por tanto, se sabe que si converge y si se llega a un numero en concreto a la serie.

A continuacidn, querido lector, se le presentan tres ejemplos.

Ejemplo 1

Encuentre los primeros cuatro elementos de la sucesién de sumas parciales {S,,} y obtenga una formula
para S, en términos de n. Determine también si la serie infinita es convergente o divergente; si es
convergente halle la suma.

Z 2n — 1)(2n +1)

Cuatro elementos de la serie

1. Procedemos a plantear

1 1 1 1 4
=a1+a2+a3+a4 = 3+E %'*’@:6

1
- ; 2n—1@2n+ 1)

¢ 4
79
Verificando convergencia
2. Se procede a analizar el limite de la sucesién
li ! li —1 luando => ! 1 0
e (2n—1D2n+1)  nowdnZz—1 o onauande == gy —1 " w

La Serie Converge
Obteniendo la formula
3. Se obtienen las sumas parciales de los elementos de la serie.

5—1-5—1+1—2-s—1+1+1—3-5 1+1+1+1 4
1/3 > "273"15" 5 > 373715 '35 7 ’ 3 15 35 63 9
1 1 1 1 1 5 1 1 1 1 1 1 6

Ss=-+—+-+—5 — ; Se=g5t+—t ottt —=

3 15 35 63 99 11 3" 15 35 63 99 143 13

4. Lasucesion de la serie sera:

5. Planteando la sucesion del numerador:
1,2,3,4,5,6,...,b,
b,=n
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6. Planteando la sucesion del denominador
3,5,7,9,11 13,...,¢c,
5-3=2; 7-5=2 ; 9-7=2 ; 11-9=2 ; 13—-11=2

cp,b=mn+b sucesion aritmética

c,=2n+b sustituyendo m
3=2(1)+b encontrando b
b=1 el valor de b
c,=2n+1 La sucesién ¢,

7. Lasucesion de la serie sera:
Sy =2 Sp = ——
", " 2n+1

Corroborando el dato
8. Para corroborar con el paso 1, se sustituye n = 4.

S 4 4
YT 20 +1 7 9
Hallando la suma total
9. Se evalua el limite al infinito
1
lim S I lim —" w1 = im — !
= ¥ — = _— =
oo T pSe2n+l  mew2ntl 1 mowy, 1 2
- n n
Z 1
L (2n— 1)(2n +1) 2
- I

Ejemplo 2
Encuentre los primeros cinco elementos de la sucesion de sumas parciales {S,,} se obtiene una formula
para S, en términos de n. Determine también si la serie infinita es convergente o divergente; si es

convergente halle la suma.
©o
ln
Z n+ 1

n=1

Cuatro elementos de la serie
1. Procedemos a plantear

- 1 2 3 4 5
)— a, ta, t+az+a,+as= ln( >+ln< >+ln< )+ln( >+ln<6>

S, = Zln(
_ln(l)—lr%//+ll%4)—ln}/{)+ln>/—ln}/4)+ln )—1n(}’{+ln>%)—ln(6)

S, =1n(1) — In(6) => = —In(6)

Verificando convergencia
2. Se procede a analizar el limite de la sucesién
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1
. n _ . n _ E _ _
i in (=) = [l ()] = i | e \ ln[m —7||=mii=o
La serie converge (Corroborar con eI resultado)

Obteniendo la formula

3. En el paso No. 1 quedd evidencia de la serie. Hay términos que se van eliminando a medida que
avanza la sumatoria.

Z n+1 a1+a2+a3+a4+“'+an_1+an
5—11+121314 (") 4 (2
w=in(g) i (5) #n(g) +in(g) + -+ (5) + ()
In(1) — ln(/Z/) + ln(/{) — ln%/) + lng,Z/) — ln%) + ln/é) — ln;(é) + -+ In(n 7/1) - ln/(/é) + ln%) —In(n+1)
. .

Se eliminara con el siguiente se eliminara con el anterior

=iln(n:1)

n=1

= In(1)—In(n+1)=—-In(n+ 1)

4. Llaférmula de la serie sera:

- 1
| |
Znn+1 n(n+1>

n=1
Hallando la suma total
5. Se evalua el limite al infinito.

1 1
lim S,, = lim ln( ) = In (—) = —0
n—oo n—o n+1 (e0]
La Serie Diverge

NOTA: Este tipo de serie se llama serie armdnica, que finge converger y al analizar su férmula resulta no
hacerlo.

Ejemplo 3
Escriba los primeros cuatro términos de la serie infinita. También encuentre los primeros cinco términos
de la serie y si la serie converge encuentre la suma.

[ee)

S, = Z cos(nm)

n=1
Cuatro elementos de la serie
1. Procedemos a plantear
4
S, = Z cos(nm) = a; +a, +as+a, = cosw+ cos2m + cos3m + cos4n

n=1

S, = cosm + cos2mw + cos3m+cosdn = —-1+1—-1+1=0
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4

z cos(nm) =0

n=1

Cinco elementos de la serie

2. Procedemos a plantear
5

Ss = Z cos(nm) = a; +a, +a;+a, +as = cosw+ cos2m + cos3m + cos4dw + cos5n

n=1
S5 = cosm + cos2m + cos3m + cos4m + cosSm= —-1+1—-1+1—-1=-1

5

z cos(nm) = —1

n=1

3. Se puede concluir que la serie cuando n es par, la respuesta es 0. Cuando el valor de n es impar la

respuesta sera —1
La serie es divergente

5.2.2. Otros métodos de solucion de series

A. Series geométricas
Similar a las sucesiones geométricas, las series geométricas se presentan cuando la variable n se

encuentre como exponente.

[oe]
= z ar*l=aga+ar+ar?+ar®+--+ar™! formaestandar

n=

=

[ee]
= z ar* l=a(r+ r2+r3+..+ 1 factorizando

n=1

Utiliza la identidad
1-r=0Q-rmA+r+r2+r3+.+rv1)

1—r"

— — (1 +r+ rz + T3 + o4 rn_l) Despejando
= a(1 —r™) _ _

E -1 = — sir+1 Sustituyendo

Sars- 240
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Ejemplo 1
Determine también si la serie infinita es convergente o divergente; si es convergente halle la suma.

b 2n—1
Sn = Z 3n
n=1

1. Notese que no tiene la forma de una serie geométrica, por lo tanto, se transforma a su forma
estandar.

had 2n—1 had 2n—1 3~

1 d on-1 21 L

— — — -1 _

=) 5 = Lt~ L e _ZE*(i)
n=1 n=1 n=1 n=1

2. Se procede a identificar datos

3. Obteniendo la serie

i % . (%)”"1 ~ %[1 - (2%)”] _ %[1 _1@)"] _ [1 _ (%)nl
> 5= 1-()

Hallando la suma total
4, Se evalla el limite al infinito.

B. Series geomeétricas inversa
Similar a las series geométricas, solo que la razén ira como denominador y su forma estandar sera:

> a a a a
S, = Zr”‘l :a+_+_2+r_3+ +— Forma estandar
n=1
[o9)
a 1 1 1 .
S, = ZT”‘l =a <1 + ;+ﬁ +ﬁ+ et rn—l) factorizando
n=1

1 1 1 1 1 1 .
1——= (1——) <1+—+—+—+---+ — ) caso de factorizacion
T r r¢ r3 rn-1
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1
l-mw L1101 1 Despeiand
1-1 = (14 et ) Despefando
T
1
1_T_n 1 ]
1 =(1+?+ﬁ+_3+ +— 1) Despejando
r
Entonces
0 1
a I-2% _
Sp = Zr"‘l =aqax* 1_1 factorizando
n=1 r
Teniendo la férmula
o 1
a 1-%
n=1 1_7

Ejemplo 1
Determine también si la serie infinita es convergente o divergente; si es convergente halle la suma.

n=1
1. Seidentifica valores
a=2 r=>5
2. Sustituyendo valores
o0 1
a 1-=
Z n-1 _ a 1
n=1r 1-=
0 1
2 5 -z 2 Loy 5t
S = () - 408 - 309
n=1 5 5
o 2 5 1
an—l - §<1_57>
n=

3. Aplicando el limite para evaluar la suma.

y 5(1 1)_51_ (1 1)_5
new 2\"51) T Zabe\ 5n) T 2

S 2 5
Z sn-1 ~ 2
n=1
I
236
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5.2.3. Series de potencia

Las series analizadas en el capitulo 7.2.1 y 7.2.2. son de términos constantes. Ahora estudiaremos un
tipo de serie que es muy importante, sobre todo en aplicaciones (polinomio de Taylor y Maclaurin)
llamada serie de potencia.

Se llama serie de potencia debido a que se incluird una nueva variable x que tendrd como exponente n,
dando la apariencia de una funcién polinomial, multiplicada por una secuencia a,. Basicamente una
serie de potencia es una suma de una secuencia de un polinomio, donde sus coeficientes variardn segun
n cambie, pero que su variable independiente sera x.

Su forma sera:

fx) = Z a, x" =ay + a;x + a,x?>+ -+ a, x® | (funcién polinomial)

Note querido lector que la Unica variable sera x y n vendria siendo una constante al igual que a,. A
medida que se vaya variando n se ira construyendo como suma la polinomial de grado n

> n —  5n (x +2)" - 4"+1

> ey s
n— n' (n + 1)21’1

n=1 n=1 n=1 n=1

Convergencia
La convergencia de una serie de potencia depende del intervalo de x donde la haga posible. Por tanto,
se debe evaluar el intervalo a través de la prueba de la razén para determinar los valores de x.

Apy1
an

lim

n—-oo

<1 | paraque converga

Ejemplo 1
Determinar los valores de x para los cuales la serie de potencia es convergente.
[00]

1. Aplicamos nuestra prueba de la razén

xTL xn+1 xn+1
Identificando: a, = a = =
" n+1 LT 4141 n+2
xn+1
| |mEz| o [t Dar (n+ i+ x (it D)
lim = lim — = lim [——F—| = =
n-owo | a, n-oo X n-oo (n + 2) xn n—oo (Tl + Z)Q_Cn n—>oo (n 2)
n+1
n+1
lim x*(—) =|xlim = |x*x1]| = |x|
n-o (n+2) n—con + 2
2. Comparando con la restriccidn
|x] <1 portantoelintervalosserd —1<x<1

Ing. B Vel
ng. Brayan Veladsquez 237



3. Teniendo el intervalo se debe evaluar las fronteras.

3.1. Seevalualasucesiéon en x = 1 en la serie
DT YT <
n+l1 ZLin+1 n+1
3.2. Debe recordar que existian series armdnicas que aparentaban ser convergentes al aplicar el
limite, pero realizando la serie ya no convergia. La serie anterior no converge, ya que:
D )
= © no converge
n+1 &
n=0
3.3. Seevallalasucesion x = —1 en la serie
(o] (o]
D 1= Dt
n+l1 ZLin+1
n=0 n=0
3.4. Elvalor de esa serie es:
(o]
D =in2 (eonvergo)
=In converge
n+1 &
n=0
4. Portanto, el intervalo de convergencia es:
-1<x<1 o [-1,1)

Ejemplo 2

Determinar los valores de x para los cuales la serie de potencia es convergente.

xn

;(—1)" s

1. Aplicamos nuestra prueba de la razén
n

Identificando: a, = (—=1)"

ap+1 = (_1)n+1

1) 32n—1

xn+1

2n—1) 3271 2+ 1) — 1) 320+ D1
1 xn+1

I Any1| =1 (2n+1) 327+ y (—D)M L x™ % (2n — 1) 32771

novoh a, | n-w (—1)n x" ~ a0 (D)™« x™x (2n + 1) 32n+1
(2n—1) 32n-1

. (—/1/)”*(—1)*;/1*x*(2n—1)*%"*3‘1 i (—D*x*x(2n—-1)

oo (—/1/)"*/(4*(2n+1)*3”*3 ~ a0 9+ (2n+1)

" x*(1—2n) x*(1—2n) | -2 | -1

_— = _— = *k — = k ——
now [0 x 2n+ 1)|  nbe| (18n+9) 18l T
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2. Comparando con la restriccion

x*—|<1

1< xet oy
— *_
¥

-9<—-x<9
9> x >—-9 Siendotambién —9< x <9

3. Teniendo el intervalo se debe evaluar las fronteras.
3.1. Seevalualasucesion en x = 9 en la serie
(o) (o]
n n

X 9
;(_1) @n-13mT ;(_1) @n—1) 370

3
2" (converge)

3.2. Seevalualasucesion x = —9 en la serie

n

N = =9 |
;(_1) (2n—1) 3271 ;(_1) n—1 31 — @ (diverge)

4. Portanto, el intervalo de convergencia es:

-9<x<9 o (-9,9]
|

Otra forma de expresar las series de potencia es trasladando el valor de la sucesién de la forma

o)

f(x) =Zan (x—a)*=ay+a;(x—a)+a,(x—a)>+-+a, (x—a)*

n=0

Ejemplo 3
Determinar los valores de x para los cuales la serie de potencia es convergente.

S €

1. Aplicamos nuestra prueba de la razén

(X _ 1)71 (x _ 1)n+1
el . — (1 \n+1 — (—1\nt+2
Identificando: a, =(—1) - a,.1=(-1) Thiil
w2 (k=D
lim |an+1 = lim ( 1)n n+1 = lim (_1)n+2 T (x _ )n+1
el @y Lol gy T noe [(—1) T« (x — D7+ (n+ 1)

lim

n—-oo

(=" (1% *n * (x~D"(x — 1) 1*n(x—1)_ _|Fn(x—1)
W(—1)*M*(n+1)‘ n—»oo n+1) _ninc?o| n+1
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lim

n—»oo

R I RV Rt

n+1

2. Comparando con la restriccion
[1—-x|<1
-1<1—-x<1
-1-1< -x<1-1
-2 <-x<20
—2*x—=1>—-x*x—-1> 0x%x-—1

2> x>0 oqueeslomismo: 0<x<?2

3. Teniendo el intervalo se debe evaluar las fronteras.

3.1. Seevalualasucesion en x = 2 en la serie

i(—l)“*l S i( s 20 i(—n"“ Q) i(—l)" (- -

n=1 n=1 n=1 n=1

C -1 < -1
2(—1)” ¥ (D) * — = Z(—l)" * —=1In2  (converge)
n=1 n n=1 n

3.2. Se evalualasucesion en x = 0 en la serie

2(—1)7%1 (x—n—l)" — 2(_1)n+1 g _ z(_l)n+1 # z( 1w (= 1)( 1"

Z( D™ * (— 1)” Z(l)" 1 (No converge)

4. Portanto, el intervalo de convergencia es:

0<x<2 o (0,2]
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5.3. APLICACION DE SUCESIONES Y SERIES

En el lenguaje de las matematicas algunas integrales no se pueden resolver de manera exacta, como
acostumbra la matematica a resolver todo tipo de problema. Entonces comienza a hacerse una
aproximacion numérica, haciendo tan exacto el resultado como el calculista lo desee. Para utilizar dicho
método tactico se debe conocer la serie de Taylor y la serie de Maclaurin, que hacen que cualquier
funcién se aproxime a una funcién polinomial en cualquier punto de la variable, ya que es mucho mas
sencillo integrar una polinomial que cualquier otro tipo de funcién.

La siguiente integral no se puede realizar por ningin método de integracion (Capitulo 1)

2 2n+l

2 g - . 2x4 x6 8 °°x2nd B X
e dx = |14RaGbggtet ) Thode = ) S
n=0

n=0

Teniendo ambas integrales es facil deducir que la integral de la derecha es mucho mas sencilla de
resolver puesto que solamente son polinomios. Como se ha dicho antes, su valor dependerd de la
precision del calculista o la exactitud que se le solicite.

A continuacidn, aprenderemos a aproximar cualquier funcién en una polinomial utilizando los métodos
ya mencionados.

En la portada usted observa al nifio contemplando al delfin, pero lo hace sin miedo y viendo que el delfin
ya no esta en los cielos, ahora ha bajado al nivel del suelo. En este punto usted debera hacer lo mismo,
ya no contemplar al delfin en los cielos sino hacerlo aterrizar, justo como debe hacer con el tema.
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5.3.1. Polinomio de Taylor

Comencemos por recordar la seccidén 7.2.3, donde se analizé una serie de potencia y se indicd que la
variable seria x y practicamente n es una constante y su forma matematica es:

1. Derivando la serie de potencia

[0e]

flx) = Z a, x™ =ay +a;x + a,x®>+-++a, x® (Serie Original)

n=0
[ee]

f'(x) = z a,*nx" 1! = a;+2a,x+3az3x* +4a,x3++a, ~nx*1
n=0

[0e]

f'(x) = Z:an*n(n—l)x"‘2
n=0
=2x1a,+3*2a3x+4*3a,x*+5+4asx3+--+a,*n(n—-1)x"1!
f"(x) = Zan*n(n—l)(n—Z)x"‘3 =
n=0
=3x2x1az+4+3*x2a,x+5*4x3asx*+6x5x4agx3+-+a,*nn—1)(n
_2)xn—3

[0e]

f(“’)(x)=Zan*n(n—l)(n—Z)(n—S)x"“*=
n=0
=4x3x2+x1a,+5*4x3x2a5x+6+x5+x4x3a,x*+7x6x5x4a,x3+ -
+a,*nn—1)(n—2)(n
_S)xn—4
2. Se procede a evaluar x = 0 en cada funcién.
f®=a, ; f0)=ay ; f'(0)=2x1a, ; f"(0)=3x+2x1la; ; f(0)=4*3+2+1a,

fQ0) _ f’(O)_a - f"(0) " - fo) B ™) "
1 % Ty Tho g TR " 3azx1 B " 4+3%2+1 M
3. Haciendo la analogia utilizando el simbolo factorial.

fQ) - f1(0) ~f0) o) - f™(0)

or % gy T Ty T ® T3 T VTR

4. Una sucesion del valor a,,.
_ ™)

n!

5. Sustituyendo en la serie de potencia

- ()
LT W s U

n!

n=0 n=0
6. Llegando a la férmula de Taylor.

M (o
zf (0) x™ Ecuacién 7.3.1.

7. Desarrollada

e} n) 17 " (iv) n
@ = YLD gy proy x4 Ly L0 SOy SO
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Ejemplo 1
Hallar la serie de Taylor para e*.

1. Se obtiene cada una de las derivadas y se evaltan el x = 0.

f(x) =e* f(0)=e=1
f'(x) =e* fl(0)=e’=1
fll(x) = eX f”(()) — 80 —
flll(x) — ex flll(o) — e() — 1

f(iv)(x) = e¥ f(iv) (0) =0 =

2. Identificando la Ecuacion 7.3.1.

f(”)() e , 0 f(”’)(o) O .,
flx) = ; — X" = f(0) 4 f1(0) # x b
() n
eX = Zf (0) —1+1*X+%X +%X .|_4‘1 +...+1¥xn
. o0 f(n)(()) B 1 1 1 ™(0) .
e” = ; 1 =1+x +;X +;X +4 +---+Tx

3. Note que para cualquier valor de n
f™(0) =1 (siempre)

4. Lla serie sera, por tanto:

RN " 1 1 1, X"
e _ZF 1+X+;X +?x +4!X +"'+m

n=0
Recuerde que siempre partimosden = 0

=

Conceptualizando

Aproximemos el valor de:

eZ

1. Sacando el valor en la calculadora diremos:
e? = 7.389056099

2. Calculando el valor aproximado con 6 valores
*=14+x+ ! + = ! +— ! x* + Lys
e* = X +—x? x3 —X
2! 3! 4! 5!

e? _1+2+—(2)2 3'(2)3 4|(2)4 5'(2)5

z —1+2+4+8+16 52 _ 1+2+2+4+2+4 = 5+6+4 —7+4
¢ = 2624120_ 3 3 15 3 15 15

_ 109 7.266667
15 7
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3. Paratener una mayor aproximacion se debe incrementar el valor de n, o sea que se debe utilizar

mas polinomios.
X 1 1 1 1 1 1 1 1
e —1+X+TX +§X +HX +;X +ax +;x +§X +ax

2 2 3 4 54 L1641 )7 4 L8 4 L (29
e.4+2+—@)+ @)+ @)+!@)+a@)+ﬂ@)+ﬁg)+50)

s _ g, 8,16 32 64 128 256 512
¢ 2767247120 " 720 T 5040 T 20320 T 362880

4 2 4824
e? =14+2+2+2 t3t e

3 15 T 25 7315 7315 T 2835
, -+1102

¢ = 777835

= 20’947——738871252

2835

Note que entre mas polinomios se utilicen mas aproximado sera el valor al valor real.

También puede utilizar identidades de series para obtener nuevas identidades de series como en el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 2
Hallar la serie de Taylor para ex’

1. Para evitar los pasos anteriores de solucion de la serie podemos utilizar una identidad base para
obtener otra identidad de serie. La que utilizaremos serd la del ejemplo 1

x E:n 1+ +1 +1 +1 *+ +xn
et = — = x +—x? —X e —
n! 2! 3! 41 n!
n=0
2. Se realiza una sustitucion:
x = x?
(o]
(xZ)n .X'2 n
e’ = — =1+ x? +—(x2)2+ '(xz)s (x2)4+ +( )
P .oo !
2n 2n
X 1
x2 _ s 243 A4~ .6 8 -
e _Zn'_1+x +2|x +3!x +4'x+ + '
n=0

3. Teniendo como respuesta:

Ejemplo 3
Hallar la serie de Taylor para cos(x).

1. Se obtiene cada una de las derivadas y se evaltan el x = 0.

f(x) = cos(x) f(0) =cos(0) =1
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f'(x) = —sen(x)
f"(x) = —cos(x)
f""(x) = sen(x)
f@(x) = cos(x)
f@(x) = —sen(x)

f@9(x) = —cos(x)

f'(0) = —sen(0) =0
f"(0) = —cos(0) = —
f'""'(0) = sen(0) =0
F@(0) = cos(0) =1
@ (0) = —sen(0) = 0
£@D(0) = —cos(0) = —

2. ldentificando la Ecuacién 7.3.1.

co (Tl) 0 " 1 (w) (v) 0 n 0
f@ = E 2@ o~ £0) + /0 2+ f;? +f3T) +f4f” f5f> 4““+f;3xn
E:f(n)( ) o —1 0 1 0 1) ,
Z“’ f™o) 1 1, -1 1,
cos(x) = ” 7 X =1—2 2+EX +6 x6 + .o o X

3. Armando la sucesion de potencia se nota que el exponente de x va de dos en dos asi como el valor
del factorial. También nétese que en el numerador el 1 va intercalado de forma positiva, negativa,

positiva, negativa...

Para ello utilizamos lo que se vio en la secuencia alternas (—1)"

2n
1 n
4. Lllegando a la respuesta:
(o] _1 n
cos(x) = ((Zn;! xn
n=0
Ejemplo 4
) cos(x)
Hallar la serie de Taylor para
1. Utilizamos de referencia el resultado del ejemplo 3
NG 1 1 1 D",
cos(x) 0(Zn)!x” = 1—fx +Zx —ax +- +(2n)!xn
n=
2. Se procede a dividir por la izquierda y por la derecha de la ecuacién por el valor x.
cos(x 00—1” 1 1x% 1x* 1x —1)n x2n
(x) D" L, _ 11X 1xt 1xf (Dt
x (2n)! x 2!'x 4!x 6!x 2n)! x
n_
cos(x) i B ST SO P SO o o Lo
X L ot — ox 20Ty e ez

3. Teniendo como respuesta
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5.3.2. Polinomio de Maclaurin

Algunas funciones no se pueden aproximar utilizando la serie de Taylor. A continuacion, se le presenta
una funcién que no puede ser aproximada de tal forma

f(x) =Inx f(0) =1n0

1 1
f(x)=; 1 f(0)=6
fro=-=  FO="&p

Nétese que esta funcidn no puede aproximarse a un polinomio por la serie Taylor. Para ello est3 la serie
de Maclaurin.

1. Debemos recordar la férmula de serie de potencia trasladada.

fx) = Z a, x—a)"=ag+a;(x—a)+a(x—a)?+-+a, (x—a)

n=0
f’(x)=zan*n(x—a)"‘1=a1+2*az(x—a)+3*a3(x—a)2+---+n*an(x—a)"‘1

n=0
/0= ayxnm -1 - "2

" =2+1la;+3*2a3(x—a)+4*3a,(x—a)’>+--+nn-1a, (x—a)* 2
f(x) = z a,*nn—1)n-2)(x—a)*3 =
=3*2*nioa3+4*3*2a4(x—a)+5*4*3a5(x—a)2+---+n(n—1)(n—2)an(x—a)"‘3

oo

F® (x) = z a,*nn—1)n-2)(n-3)x—a)**=
n=0
=4+3x2+x1a,+5%4*3+x2as(x—a)+6*5x4+3ag(x—a)’+ -
+tnn-1)n-2)(n-3)a, (x—a)**
2. Se procede a evaluar x = a en cada funcion.

f@=ay, ; f(@=a, ; f'l@)=2+1a, ; f"(@=3+2x1a; ; fP(a)=4+3+2+1a,

f(a)_a _ f’(a)_a f"(a) " - f"a) a o f®a) "
1 1t 2.1 ' 3x2x1 3 ' 4x3%2x1 O *
3. Haciendo la analogia se utiliza el simbolo factorial.

fla) _ ~f'(a) f"(a) f"(a) M)
A W N R PT3r T T T M

4. Una sucesion del valor a,,.

_f™@

n!

n

5. Sustituyendo en la serie de potencia
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[ee)

= fm
F=Y ap-ay =y 1D o ap
n=0

n=0
6. Llegando a la férmula de Maclaurin.

© £
flx) = Zf n(a) (x —a)™ | Ecuacién7.3.2.

n=0
7. Desarrollada
ARG
f) = Y I -ay
n!
n=0 i )( ) "
" a " a v a
—f@+ @ -+ D ap 1 T D o LW e L@y
El valor de a puede ser arbitrario y es de referencia. Usted como calculista lo toma con su criterio
Ejemplo 1
Halle la representacion en serie de potencia para la funcion: f(x) = In(x)
1. Identificamos el valor de a
a # 0 debidoaqueln(0) =2 (no conduce a nada)
a =1 (se toma el siguiente entero)
2. Se comienza a derivary a evaluar en a
f(x) =1In(x) f()=In1=0
1
Flo0 = F=1
14 1 144
HOEEE 1) = -
i 2 nr
10 =2 =2
. 6 .
f@) =-— f(1) = -6
24
FP(x) = = @) =24
3. Sustituyendo datos en la ecuacién 7.3.2.
2 £ (1
In(x) = Zf @ gy
n!
- @) (1) &
i 1 1 1 [4% n
=f()+f(DHx-1) +f ( )(x— 1)2 +f 3(| )(x— 1)3 +f 4'( (x —1)* +---+f (x—-1"
24 &
In(x) = 1(x—1) +—(x— 1)* +—(x— 1)3 +—(x— 1)* + ( — 1)’ +- +f d )(x— "
-1 1
In(x) = (x1| )——(x—1)2+—(x—1)3——(x—1)4 f()

4. Debemos realizar la analogia de los nimeros acompanados de la factorial. También debe notar que
los valores van intercalados en cuanto a su signo.
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1 1 2 6 24
11’21’31 ’41 '51 * "

1 1 2 6 24

1X1 ’2X1 '3X2X1 ’'4X3X2X1 ’'5X4X3X2X1 '™

v oy 2 6 24

1X1 '2X1Y ' 3X2X1 '4X3X2XT ’5X4X3X2Xt '™
11111 1
1°2’3’4°'5"n+1

Como puede observar querido lector, al operar los nimeros evaluados en las derivadas con

4.1.
los niumeros factoriales obtenemos que la sucesién es igualan + 1.

Para ajustar las otras secuencias debemos saber que se decidid iniciar en n = 0. Como el

4.2,
primer numero parte del positivo:
-
(X _ 1)n+1
n+1
5. Llegando a la respuesta
NGk
In(x) = x — 1)n*t
€)= 1 & D

n=

NOTA: Algunos textos inician la serie de n = 1. Es correcto también, pero al iniciarla en n = 1 cambiard
la forma de su secuencia (respetando los mismos calculos realizados hasta el paso 3.)

1 1 2 6 24
10’21’31 ’41 ’51 "

1 1 2 6 24
1X1 '2X1 ’3X2X1 ’4X3X2X1 '5X4X3X2X1 '™
vy 6 24

1XY ' 2X1 ' 3X2X1 '4X3X2XT ’'5X4X3%2X1 '

1 1
1 27

1 1 1 doden = 1
3 21’ 5 (arrancando den = 1)

4.1. Para ajustar las otras secuencias debemos saber que se decidié iniciar en n = 0, como el

primer nimero parte del positivo:
(_1)n+1
e Gl

5. Llegando a la respuesta

e _1 n+1
In(x) = z % (x— 1"

n=1
Observe que ambas series son equivalentes, lo Unico que cambia es la forma de verlas, por asi decirlo.

Usted como calculista debe estar seguro de su procedimiento, recuerde lector, confianza en usted.
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Ejemplo 2
Halle la representacion en serie de potencia para la funcion:  f(x) = In(x + 1)

1. Simplemente debemos tomar de referencia el resultado del ejemplo 1

(D"
1 — -1 n+1
()= ) = (x—1)
n=0
2. Se debe sustituir la variable por:
x=x+1
ol G Ol
| — — 1\n+1
()= ) = (x-1)
(o] n=0 (o]
(=" ="
1 1) = 1 -1+ = n+1
n(x+1) n+1(x+ ) n+1(x)
n=0 n=0
3. Larespuesta sera
(%) _1 n
In(x+1) = D" xt1

Ejemplo 3
Halle la representacién en serie de potencia para

1. Se debe identificar el valor de a

puedeser: a =0 porque

2. Obtenido las derivadas y siendo evaluadas en

— n+1

n=0
la funcién: f(x) = sen?(x)

cos(0) =1 (viendo el paso 2.)

x="/,

f(x) = sen?(x) f£(0) = sen?(0) =0
f'(x) = 2 sen(x) cos(x) f'(0) = 2sen(0)cos(0) =0
f"(x) = 2 cos?(x) — 2sen?(x) = 2 cos(2x) f""(0) = 2 cos(0) =2
f""(x) = —4sen(2x) f""(0) = —4sen(0) =0
@) (x) = =8 cos(2x) F@)(0) = —8 cos(0) = -8
@ (x) = 16 sen(2x) F@(0) = 16 sen(0) =0
£ (x) = 32 cos(2x) £@(0) = 32 cos(0) =32
O (x) = —64 sen(2x) fED0)=—-64sen(0) =0
fEED (x) = —128 cos(2x) fED(0) = —128 cos(0) = —128
) (x) = 256 sen(2x) £@(0) = 256 sen(0) =0
F®)(x) = 512 cos(2x) F®(0) =512 cos(0) =512
3. Sustituyendo datos en la ecuacién 7.3.2.
I 1(0) "
sen?(x) = Ef n!(O) x=0)" =f0)+f'(0)(x—-0)+ fz ! (x — 0)? +f3—(!0)(x -0)3
(iv) ) m) (n)
+f 2 '(0) (x _ 0)4 +f5—(!0)(x — 0)5 + .- +f n!(O) (x _ O)n + .+ f n!(O) (x _ O)n
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3.1. Sustituyendo datos.

™M (o _
sen?(x) = Zf ()( » = 0+0(x—0)+%(x—0)2+%(x—0)3+4—?(x—0)4

n=0
(x—0)5+ (x—0)6+ 0 im0+ 22 0+ L0+ 2 —oyro 4
7! 8! 9! 10!
f<”>(0) _2 8 32 128 512 f(">( )
2 — n — ___ _ o .h .6 _ .8 - 10 n
sen?(x) = Z (x) x e e (x)
4. Planteando la sucesion
(=) para intecalar signos e iniciaren: n =0
x2n+2 para la potencia e iniciar en: n =0
(2n + 2)! para el factorial e iniciaren: n =0

4.1. Planteando la sucesién en el numerador (identificando una sucesién geométrica)
2,8,32,128 512,
32 128 512

8
24 gFhs gy =4 Tt

2% (4)™ 1 iniciandoconn =1 (necesitamosn = 0)
2 % (4)" iniciandoconn =0 (lo necesario)

5. Laserie que represente: sen?(x)

sen®(x) = (1) > 2+ (@) * x2Nt2 = (D" x 2+ (2+2)" * x2n+2 = L*ZZM * X
(2n + 2)! . (2n + 2)! s (2n+2)!

2n+2

b (_1)n % 22n+1
2 — 2n+2
sen®(x) = Z n+2)!

5.3.3. Obtencion de otras identidades de series utilizando la derivada e integral
Se puede obtener identidades de series a través de la derivada o de la integral. Vea el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1
1
Obtenga la serie de la funcién: y = p

1. Sabiendo que:

dl _1
dxnx_x

2. Teniendo la identidad de serie:

- (—1)"
n+1
0

In(x) = (x — 1)ntt

n=

3. Derivando respecto a x la serie del paso 2.
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(x — )" = z(_ (1)« (x — 1ym- 1—2( D" * (x — 1"

n=0

= i(—l)"* (="
n=0

Pt
d —_—

4. Nuestra respuesta serd

Ejemplo 2
Obtenga la serie de la funcion: sen(x)

1. Para no utilizar directamente la serie de Maclaurin se puede encontrar la serie solicitada sabiendo:

% sen(x) = cos(x)

d(sen(x)) = cos(x) dx despejando diferencial

jd(sen(x)) dx =jcos(x) dx integrando

sen(x) = j cos(x)dx integrando

2. Teniendo la identidad de serie:

o (—1)"

— 2n
cos(x) = — X
() Z (2n)!

n=0

3. Integrando la identidad, recuerde que la sumatoria se toma como constante

j- ( 1" o gy d (—1)n x2n+1
s (2n)! YT L 2+t

4. Analizando el niUmero con factorial.
Cn)!«(2n+1)
41. Sin=4
(2%4)!'%(2(4)+1) = 8!'+*9 puedeserigual a 9!

9= (2(4)+ 1)
4.2, La identidad del valor factorial:
2n)!'+*2n+1)= 2n+1)!

5. Laintegral por tanto quedara:
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A continuacioén, se le presenta una tabla con las series mdas importantes utilizadas para la transformacion.

Tabla 7.3
FUNCION SERIE DESARROLLADA
. 1 . x x? x3 1
e z;x 1+E+§+§+“‘+mx
n=0
© L x2 x* x6 L
cos(x) Z) )] X 1_E+I_E+"'+ ! X
n=
N (=" 2n+1 x x® X D" 2n+1
sen(x) Z)—(Zn_l_ D! X X_E-I_E_W-I_“.-I_ 2n)! X
= (—1)" « 220 2 8 32 128 (—1)" « 227%1
2 2n+2 L2 O a4 2% 6 2429 8 2n+2
sen(x) ZO Cn+2) * 2 T e T T T T
= (—1)" x3 x> x7 —1"
tan—l(x) ( ) x2n+1 x__+___ "'+ ( ) 2n+1
n=02n+1 3 5 7 2n+1
1 C n n 2 3 n n
p Z(—l) *(x—1) 1-(x—1D+@x+1) " —(x+1)°+ -+ D"+ (x—-1)
n=0
1 (o]
— Zx" T+x+x> 4+ +xt+ - +x"
n=0
o (1" x-1? (x—1)3 (-1)"
1 Z _ n+1 _ _ . _ n+1
n(x) 0n+1(x 1) (x—-1) > + 3 + +n+1(x 1)
n=
® (_1)71 x2 x3 x4 (_1)71
1 1 Z n+l1 R TS T TR SICARNPOY (& |
nx+1) 0n+1x X 2+3 4+ +n+1x
n=
h(x) i Lo 1+x2+ 4+xG+ + Ly
coShix O(Zn)!x 21 41 " gl )™
n=
- 1 x3 x> X7 1
h Z— 2n+1 I T T 2n+1
senh (x) L (2n+ Dr* yts Tttt oy
n=
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6-ALGEBRA
MATRICIAL

6. ALGEBRA MATRICIAL

El dlgebra matricial tiene una alta importancia dentro del mundo de la matematica y dentro de la
ingenieria. En esta parte de la matematica nos enfocamos en los temas de matrices, comenzando con
responder a ¢qué es una matriz?, tipos de matrices, operaciones entre matrices como lo es la suma,
resta y la multiplicacidn, determinantes entre otros temas que veremos en este capitulo.

Usted como matematico se enfrenta a diversidad de calculos, desde los mas sencillos hasta los mas
complejos como se ha visto en los capitulos anteriores. En ocasiones es necesario almacenar y ordenar
estos mismos datos, como en ecuaciones por ponerle un ejemplo directo, en donde se tienen muchas
variables y muchos coeficientes. Entonces lo que hace las matrices es ordenar en base a columnas los
coeficientes de cada una de las variables y en base a filas la cantidad de ecuaciones disponibles a
resolver.

Un ejemplo directo de este orden de datos que hacen las matrices se puede observar en los ambitos
graficos de videojuegos, esto debido a que las tarjetas de video de las computadoras realizan todos los
procedimientos y orden de la informacién programada en forma matricial.

En la portada usted observa al hermoso y magnifico san bernardo. El bello animal es un simbolo de las
matrices, puesto que no cualquiera tiene un san bernardo y asi mismo no todos comprenden las
matrices. Debemos luchar para tener un san bernardo, debemos luchar para comprender las matrices.
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6.1. Matrices
Una matriz es un conjunto de numeros ordenados en filas y en columnas. Lo que hace la matriz es
ordenar los datos para que el calculista tenga un mejor control y pueda operar de forma directa las

mismas matrices sin utilizar expresiones algebraicas y solo llevar secuencia de sus nimeros.

Donde:

Filas (horizontales) Columnas (verticales)

1. Contemple la siguiente ecuacién (1)

2x +4y =10
2. Contemple la siguiente ecuacién (2)

5x —2y =13

3. Una forma de representar que la x de ambas ecuaciones, asi como la y de ambas ecuaciones es la
misma variable o que se relacionan las ecuaciones, expresando de la siguiente manera:

{2x+4y=10
5x —2y =13

4. Otraforma de expresay ordenar esa ecuacion seria colocandola en una matriz (conjunto de

numeros)
X y igualdad
A = 2 4 10 ecuacion (1)
15 -2 13 ecuacion (2)

5. Notese querido lector que las columnas expresan las variables y las fila expresan la cantidad de
variables. Entonces eso es una matriz, un conjunto de puntos ordenados por filas y columnas.

6.1.1. Datos de una matriz
e La matriz se representa con letras mayusculas.
e Se pueden escribir entre paréntesis o entre corchetes (este simbolo es el mas comun)
e Cada numero que lleva dentro se le llama elemento.
e Una matriz se juzga por su cantidad de filas y cantidad de columnas.

Identificacion de elementos
Los elementos se colocan con letra minuscula e indican por coordenadas de forma

a;j donde i = numero defila ; j = nimero de columna

A = 2 4 10] _ [all aq2 a3
|5 -2 131 lay, a,, a,;
a;;1 =2 =elementoafilalycolumnal ; a,3; =13 = elemento afila 2y columna 3
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6.1.2. Dimension de una matriz

Otra forma de clasificar una matriz es saber a través de una multiplicacidn cudntas filas tiene y cudntas
columnas.

A.n | A= Matriz ; m = cantidad de filas ; n = cantidad columnas

A 2 4 10
15 -2 13
e La matriz A tiene dos filas y tiene tres columnas, por tanto, se dice que:
A2*3
Ejemplo 1
Se tiene la siguiente matriz. Identifique:
a) Dimensién
b) Elemento by, ; bzy ; baz ;5 bsq
4 5 7
_|-5 15 3
B=lg -6 1
-4 8 -7

1. Seidentifica la dimension de la matriz

Se tiene cuatro filas y se tiene tres columnas, por tanto la dimensién es de:
B4X3

2. Identificando los elementos solicitados
b, =5 (filal columna 2)
b;; =8 (fila 3 columna 1)
b,; = —7 (fila 4 columna 3)
bs, = A (fila 4 columna 3)

6.1.3. Tipos de matrices

Matriz fila
Este tipo de matriz estd formada por una sola fila y muchas columnas, por tanto, serd una matriz de 1x n.
A=lan a; a3 ay . Gyl
Matriz columna
Matriz formada por una sola columna y muchas filas, por tanto, serd una matrizdenx 1
a1
o=
A=|as|
ani
Matriz nula
Todos sus elementos son de valor cero.
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Matriz cuadrada
Tiene el mismo numero de filas y columnas. Esta es de las mas importantes. Por tanto, su dimensién es

denxn
Ci1 Ci2 C13 Cyg

A=]4az1 QA dazs

az; A3y 04szz

a;1 A1 Qi3
_[b11 b1z . C21 Cp Cy3 Cp4
) B_ ) C

b,y by, €31 C32 (33 C34

Ci1 Cap Cu3 Cyy

A esta matriz cuadrada se le debe juzgar por su diagonal

Diagonal mayor o diagonal principal
Esta diagonal esta formada por: a;;, az;, d33,044,0Ass5 ... Apy

Diagonal menor o diagonal secundaria
Formada por los elementos a;; donde se cumple que:

i+j=n+1
A= ;
Diagonal mayor Diagonal menor
En la matriz A En la matriz B En la matriz C
A3x3 B2x2 C4x4
n=3 n=2 n=4
Ejemplo en: a3 by, C3y
i=1 j=3 i=2 j=1 i=3 j=2
Sustituyendo en ecuacion:
i+j=n+1 i+j=n+1 i+j=n+1
143=3+1 2+1=2+1 3+2=4+1
4 =4 3=3 5=5

Notese que para cada valor dentro de la diagonal menor se cumple i +j =n+1

6.1.4. Operacion entre matrices

Una matriz es un conjunto de puntos ordenados, como ya se ha dicho, que muchas veces viene de
ecuaciones lineales, por tanto, esos valores los podemos operar entre otros mismos valores (operacion
entre matrices)

Las operaciones que se veran son:

1. Suma de matrices

2. Resta de matrices

3. Multiplicacion de una constante por una matriz
4. Multiplicacién de matrices.
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A. Suma de matrices

Para la suma de matrices, las mismas deben ser de la misma dimensién

Donde A, By C son matrices.

a1 Qi
az1 Qzz; daAzj

{
A =| a.31 a;z ass

Ejemplo 1

Sume las siguientes matrices

1. La suma de ambas matrices sera:

2. Larespuesta sera:

B. Resta de matrices

Amxn + Bmxn = Cmxn

Para la resta de matrices, las mismas deben ser de la misma dimension.

Donde A, By C son matrices.

Ejemplo 1

Sume las siguientes matrices

1. Larestasera:

2. Llarespuesta sera.

Ing. Brayan Veldsquez

A+B=C
biz bi3 [ @11+ b11 @z + by
by, b3 I | azq +byy  azy + by,
b;z b33 | 5 C=] a3 + b3y as; + bs,
S [ .
an bn3 J lanl + bnl anZ + an
5 -3 i _ [0 =2 2
1 4 ] ; B= [1 3 6
A+B=C
54 (-2) —3+2] _ 3 -1
14+ 3 446 -1 4 10
I3 3 -1
€= -1 4 10]
Amxn — Bmxn = Cmxn
A—B=C
b1z b3 [ @11 — b1 a;z — by,
by, by I I az; —byy  az; — by,
bz, b3 | 5+ C=| @31~ b3y  as; — bs,
: _ I
an bn3 J [ anq1 — bnl (15) an
5 -3 ) [0 =2 2
1 4] ’ B = [1 3 6
3—0 5—(-2) —-3-2 _ [3 7 =5
1-3 4—-6 -3 -2 =2
. 3 7 =5
€= [—3 -2 —2]

a3+ by3 |
az3 + by
aszs + b33

e e e e

A3 + bn3
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C. Multiplicacidon de una constante por una matriz

Recuerde que en un sistema de ecuaciones al multiplicarla por una constante se multiplican todos los
valores.
2*{29c+4y=10 _ {2*2x+2*4y=2*10 _ {4x+8y=20
5x —2y =13 2%5x—2%x2y=2%13 10x — 4y = 26

Al multiplicar una constante por todo el sistema de ecuaciones se multiplica cada valor por la constante.
Asi mismo sucede con las matrices
[G11 @12 @3 [k*ajr kxa;; kxags)
| @21 Q22 Q3 k*xay; kxaz, kx*ay;l
kxA = kx| Q31 Qs a33| k*xas; kxaz, k*6133|

|
|
|
Ap1 QAuz Qu3 [k*anl k*a,, k*anSJ

Ejemplo 1
Encuentre 5D
Donde
[—3 8 3
D=]| 4 5 1]
| 7 -2 0

1. Se multiplica la matriz por 5.
-3 8 3 5(-3) 58 53)] [-15 40 15
5«xD = 5*[ 4 5 1] = | 5(4) 5(5) 5(1)|= [ 20 25 5]
7 -2 0 | 5(7)  5(=2) 5(0) 35 =10 O
2. Teniendo como respuesta

-15 40 15
5D =] 20 25 5
35 =10 O
I
Ejemplo 2
Encuentre la suma de 5A + 2B
3 2 —4 [ 0 4 6]
donde: A=|-1 1 5 B=| 3 -2 8
4 3 7 -1 -2 11
1. Se multiplica las matrices por las constantes
3 2 —4 [ 0 4 6]
5A=5%|-1 1 5 ; 2B=2x| 3 -2 8
4 3 7 -1 -2 11
15 10 -20 0 8 12
5A=|-5 5 25 2B=2%x| 6 —4 16
20 15 35 -2 -4 2

2. Lasuma de las matrices ampliadas sera:
5A+ 2B
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15 10 -20 0 8 12 15+0 10+8 —20+12 15 18 -8
-5 5 25| + 6 —4 16| = —5+6 5+(=4) 25+16|=|(1 1 41
20 15 35 -2 -4 2 20+ (—2) 15+ (—4) 35+ 2 18 11 37

3. Teniendo como respuesta

15 18 -8
5A+2B=11 1 41
18 11 37

D. Multiplicacion de una matriz con una matriz

Para poder multiplicar dos matrices es necesario que el nimero de columnas de la primera matriz sea
igual al numero de filas de la segunda matriz, o sea que se debe cumplir:

Amn X Bnp
mn * np

Iguales
Az.3XBsuy A5 X Bsay ;0 C3.3XDsuz 5 Egus XGuus

El resultado o la matriz C sera de dimension m x p (filas my columnas p)
e Sino se cumple lo anterior no se puede multiplicar las matrices.

También debe saber querido lector que en matrices no es lo mismo A - B que B - A, solo si ambas
son matrices cuadradas, ya que:

Amn X Bnp Bnp X Amn
mns*np (cumple) np *mn (no cumple)

¢Como se opera la multiplicacion?

El elemento que se encuentra en la fila i en la columna j de la matriz C (C = A- B) se obtienen
multiplicando los elementos de la fila i de la matriz A por la columna j de la matriz B y sumando sus
resultados.

1. Compruebe si se puede hacer la multiplicacion (mn * np)
2. Ubique la dimensidn de su matriz C, donde C = A-B
3. Identifique cada elemento de la matriz C (¢y4, €21, C31 - )
4. Encuentre el valor de cada elemento, multiplicando filas y columnas.
a;1 ag2 Qg3 bi1 byz €11 C12
A=|az1 ap azs} ; B=|by bzz] A-B=C= [C21 sz]
az; azz; QAazzl; b3y b3y 1, , C31 C32

4.1. Se obtiene c;; multiplicando la primera fila con la primera columna. El 1 del subindice indica la
primera fila y el otro 1 indica la primera columna.
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[a11 Ay QAg3 bi1| b1
A=|[az1 az; azs B = ||b21| b2
az; Qazz; Qaszzl,., bsz4| b3,

3x2
€11 = Q11 *byg + @45 x by + a3 * b3y

4.2. Se obtiene c,; multiplicando la segunda fila con la primera columna. El 2 del subindice indica la
segunda filay el otro 1 indica la primera columna.

a;; Qg2 Qg3 bi1| b1
A=Az az; a3 B = | |by1| by
az; az; ass 3x3 b31 b32 3x2

€21 = Qg1 *byq + Ay * by + ay3 x b3y

4.3.  Se obtiene c3; multiplicando la tercera fila con la primera columna. El 3 del subindice indica la
tercera filay el otro 1 indica la primera columna.

ap;y 412 Qg3 bi1| b1
A=]0z1 Ay Qy3 B = | |bz1| by
[a31 32 Q33fl3y3 bs1| b3 3x2

€31 = azq * by + azy * by + asz x bsy

4.4.  Se obtiene c;, multiplicando la primera fila con la segunda columna. El 1 del subindice indica la
primera fila y el otro 2 indica la segunda columna.

@11 a;; aq3) bi1 b1z
A=|az1 Gz a3 B=| by b2
@31 A3z A3z iy, b3 b3 3x2

Ci12 = Qg1 * b1y + a4 x by + 43 * b3,

4.5.  Se obtiene c,, multiplicando la segunda fila con la segunda columna. El 2 del subindice indica la
segunda fila y el otro 2 indica la segunda columna.

a;; agz Qg3 bi1 |b1z
A=|(az1 az a3 B =| by |by;
az; Qazz Qaszzl,., b3y |b3a| 15,

4.6. Se obtiene c3, multiplicando la tercera fila con la segunda columna. El 3 del subindice indica la
tercerafilay el otro 2 indica la segunda columna.

Caz = Qg1 * b1y + Ay * byy + ay3 * b3y

a1 A1z Qi3 by |bs2
A=|0y1 Qy; Qz3 B =| by; |ba
az; Qas; a33] 3x3 b3y |b3z| 1;5,,

C32 = Q31 * b1y + as; * byy + ass x bs,
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Ejemplo 1
Encuentre la multiplicacidén entre las matrices

=53 el

1. Se comprueba si se pueden multiplicar
2x3; 3x1 (cumple con A - B)

Se tendra una matriz resultante de 2x1 (2 filasy 1 columna)

2. Se dice que la multiplicacién dara:

c
C=A-B Donde C= [Ci] (2 filas y 1 columna)
3. Identificando elementos de C.
3.1. Identificando c,; se multiplica la primera fila y primera columna

S
B 6

c;1 =(1*4)+(=2%5)+(3*6) =4—10+18 =12

3.2. Identificando c,; se multiplica la primera fila y primera columna

1 -2 3 4
e |

;1 =(1%4)+(0*5)+(=1%6) =4+0—6=—2

4. Sustituyendo valores

€11 12 12
C= [021] - [_2] €= [_2]
Ejemplo 2
Encuentre la multiplicacién entre las matrices
1 2 3 1 -1
A=|0 1 0] B = [ 0 2]
3 2 1 -2 0

1. Se comprueba si se pueden multiplicar
3x3; 3x2 (cumple con A - B)

Se tendra una matriz resultante de 3x2 (3 filasy 2 columnas)

2. Se dice que la multiplicacién dara:

€11 C12
C=A-B Donde C=|C21 C22| (Zfilasy1 columna)

C31 C32
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3. ldentificando elementos de C.

3.1

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

A=

1 2 3 1 -1
0 1 0 B=] 0 2
3 21 -2 0

Identificando ¢;; multiplicando la primera fila y la primera columna

Identificando c,; multiplicando la segunda fila y la primera columna
c;p =01+ (1*x0)+(0*-2)=0+0+0=0

Identificando c3; multiplicando la tercera fila y la primera columna
33 =@B*D+2*0)+(1x-2)=34+0-2=1

Identificando ¢y, multiplicando la primera fila y la segunda columna
2 =(@*-1D+2*2)+(B*0)=-14+4+0=3

Identificando c,, multiplicando la segunda fila y la segunda columna
Cip =(0*x—=1)+(1*2)+(0*0)=0+2+0=2

Identificando c¢3, multiplicando la tercera fila y la segunda columna
c32 =B*x—1)+(2%2)+(1*0)=-34+44+0=1

4. Sustituyendo valores

6.2.

€11 C12 -5 3 -5 3
C=]C1 Cxl=] 0 2 C=| 0 2

C31 C32

Determinantes

Una determinante o la determinante de una matriz es un nimero que representa una matriz cuadrada,
mismo numero de filas que de columnas. Recuerde que una matriz se expresa con letras mayusculas,
pues bien, una determinante se representa entre valores absolutos que indica el tamafio de una matriz
o con la simbologia de t(Matriz).

|A| = det(A)

Sus aplicaciones directas son: simplificar calculos del rango o de la matriz inversa que lo veremos mas
adelante. Las determinantes mas comunes por obtener en este curso seran para matrices de:

Matrices de 2X2
Matrices de 3X3
Matrices de 4X4

2 3 -2
4 1 0

A=(2 3 -2

. . Al =
4 1 0) Indica Matriz |A] |

| Indica Determinante
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6.2.1. Determinante de matriz 2X2
Las determinantes de 2X2 serdn a las matrices de forma

a;1 Qg2
detA = | |
a1 Qdp

La manera de resolver estas determinantes es bien sencilla, ya que solo se tienen que restar a la diagonal

mayor y la diagonal menor.
detA = @Q
o = | e

detA = aq; * Ay — Ay * Ay

Ejemplo 1
Evaluacion de determinante de orden 2.

5 _dl
3 -4
1. Se multiplican los valores de forma cruzada
|§ L= @en-0e) = -8-3= -1

Determinante = —11
I
Ejemplo 2
Evaluacién de determinante de orden 2.
|—3 -2
0 -1
2. Se multiplican los valores de forma cruzada
|70 Y = D -0 =3-0= 3
Determinante = 3
I

6.2.2. Determinante de matriz 3X3

Las determinantes de 3X3 seran a las matrices de forma

a;1 Q12 Qg3
a1 Az Qp3
31 dszz dasz

A=

Los métodos de solucion seran:
e Meétodo por menores y cofactores
e Regla de Sarrus
e Regla de Cramer
e Meétodo de cofactores
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A. Método por menores y cofactores
Este método puede utilizarse no solo para determinantes de 3X3, sino para dimensiones mas grandes.

Utiliza un cofactor ¢;; de la entrada a;; donde el cofactores ¢;; = (=1)™*/
ai1 A2 Qg3
Al =] @21 Az A3
azy 4azz d4zs

1. Se selecciona el primer elemento de la primera columna

a1
2. Ubicando el elemento se eliminan la columna y fila que ubica ese elemento.

11 | Q12 A3 ] a a
Q1| Az Q23 | = | 22 23 |
a3, dszz
a3y | A3z d4szs
, —/
3. Elcofactor para a;; serd
a a
_ 1+1 | 22 23| _ 1+1 _ 2
c11 = (1) | = (=1D)'"'ay, * azz — azs * az;] = (=1)?[ay, * azz — azz * as,]

as; Qdszs

4. Se selecciona el segundo elemento de la segunda columna

a2
5. Ubicando el elemento se eliminan la columna y fila que ubica ese elemento.

a1 |41z a13]
[ a1 dzz

Az |A22| d23 | =

a asz; dsz

31 |d32 ds3
6. Elcofactor para a,, sera
a a
_ 1+2 21 23 _ 1+2 _ 3
¢z = (=1) | =(-1) [az; * azz — ay3 * az1] = (=1)*[ay; * azz — a3 * azq]

asz; Qass

7. Se selecciona el primer elemento de la tercera columna

Qi3
8. Ubicando el elemento se eliminan la columna y fila que ubica ese elemento.

a;; Q12 Q13
[ a1 4z

a1 QA |Q23 || =

asz; ds;

asz; dsz; |ds3

9. Elcofactor para a3 serd
a1 Ay
C13 = (—1)1+3 | | = (—1)1+3[a21 * G3p — Gpp * A31] = (—1)4[6121 * Gy — Gpp * O3]

asz; dasp

10. La determinante por tanto sera:
Determinante = a;,¢q1 + @43 €12 + A13C13

Ejemplo 1
2 -1 3
3 0 -5
2 1 1
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1. Se selecciona el primer elemento de la primera columna.

a;; =2
1.1.  Ubicando el elemento se eliminan la columna y fila que ubica ese elemento.
2 |—1 3
_ 10 =5
30 =5 | = |7 73|
2) 1 1

1.2.  Elcofactor para a,, sera
e =D Y T = G2 L@@ - WED]=15[0+5] = 5

2. Se selecciona el primer elemento de la segunda columna

a12 - _1
2.1. Ubicando el elemento se eliminan la columna y fila que ubica ese elemento.
(2 -1 3 13 s
3 o[ =5 | = |5 73|
2 _1) 1

2.2.  Elcofactor para a,, sera
¢ = (=1 | ; _15 | = (=13 [3)(1) = (-5)(2)] = =1 % [3 + 10] = —13

3. Seselecciona el primer elemento de la tercera columna

a13 - 3
3.1. Ubicando el elemento se eliminan la columna y fila que ubica ese elemento.
(2 -1 3
30
30 5| =5 %
2 1|1

3.2.  Elcofactor para a3 sera
=D |5 =DM IEOW - @@]=1x[3-0]=3

4. Eldeterminante sera
Determinante = ai1€11 + a1y C12 + a13C13
Determinante = (2)(5) + (—1)(—13) + (3)(3)
Determinante =10+ 1349
Determinante = 32

Se prefiere utilizar la primera fila para no equivocarse, pero también puede utilizar otro orden como la
segunda columna (ya no la primera fila)

Determinante = a,,¢1; + Ay, Cp + A3,C37
: — 1y (1 1+2 |3 =5 _1y2+2 ]2 3 _1y3+2]2 3
Determinante = (—1)(—1) |2 1| + (0)(-1) |2 1| + (1)(—1) |3 _5|
Determinante = (—1)(—1)(13) + 0(1)(—4) + (1)(—1)(—19)
Determinante = 13+ 04 19 = 32

Asimismo, pudo tomar de referencia cualquier columna o fila. Recuerde utilizar mejor la fila 1
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Ejemplo 2

12 -1 3
-3 1 -1
-10 2 -3

1. Ladeterminante toma de referencia la primera fila
determinante = a;; * €11 + @43 * €13 + Q43 * Cq3

2. Se sustituyen valores. Para la matriz de c¢;; se elimina la primera fila y la primera columna y asi
sucesivamente con los demas datos.

-3 1

det = (12) « (D[] Y+ (-1 = (~D12 PP

VRO CE NS

det = (12)(=1)(=3 +2) + (=D(=1)(9 = 10) + (3)(=1)(=6 + 10)
det= (12)(-1)(~1) + (-D(-1D(-1) + B)(-D@) = 12-1-12

Det = —1

B. Regla de Sarrus

Este método es especial para matrices de 3X3, nada mas. El método consiste en operar la matriz como
si fuera de 2X2 y para ello agrega dos filas de la misma matriz o agrega dos columnas de esta. En este
texto se utilizara la metodologia de agregar dos filas.

a1 412 Qg3
a1 Az dzz
asz; dsz; dsz

|Al =

1. Se agregan por debajo de la tercera fila las dos primeras.

i1 Qg2 Qg3
az1 Qzz Qzj
az; das; dass

e az; das; dasg

2. Setrazan las diagonales mayores y diagonales menores.

Diagonal Mayor = aq; * Gy, * G33 + Qpq * A3y * Q13 + A3q * Qqp * Qg3
Diagonal Menor = aq3 * @y, * Az + QAy3 * A3y * Aq1 + Q33 * A1y * Aypq

determinante = Diagonal mayor — Diagonal menor
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Ejemplo 1

0 1 1

2 3 2

0 -1 3

1. Se une las dos primeras filas por debajo de la tercera fila

0 1 1
0 1 1 2 3 2
2 3 21 — ] 0 -1 3
0 -1 3 0 1 1
2 3 2

2. La determinante se obtiene restandole a la diagonal mayor la diagonal menor
0. 1 .1
282
031037
0" 4L
277 3 2

=(0*3%3)+2*—1*1)+0*x1%x2)—[(1x3x0)+2*—-1%0)+ (3*1x2)]

determinante = 0—-2+0—-[0+0+6] = —2—[6] = —8
determinante = —8
Ejemplo 2

5 2 -3

0 8 -1

—4 5 2

3. Se une las dos primeras filas por debajo de la tercera fila
5 2 -3
5 2 -3 0 8 -1
0 8 -1 »| —4 5 2
—4 5 2 5 2 -3
0 8 -1

4. Ladeterminante se obtiene restandole a la diagonal mayor, la diagonal menor
| 5.2 =3
\G\Y:8<:;'I
—4 5 2.
5’/2%133\
0 8 -—t-
=(5x8%x2)+(0*5+x—3)+(—4*2x—-1)—[(—3*8x—4)+(—1x5%x5)+ (2%2x0)]
determinante = 80+ 0+8—-[96—-25+0] = 88—[71] = 88—-71=17

Determinante = 17
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6.2.3. Determinante de matriz4 X 4

Existen muchos métodos para encontrar la determinante de estas matrices. Los mds reconocidos son:
e Meétodo por menores y cofactores
e Método de Gauss
e Reglade Laplace

A. Método por menores y cofactores

Similar al procedimiento de la matriz 3X3, este método reduce la matriz en tamafo y complejidad,
primero la de 4X4, luego la de 3X3 y por ultimo la de 2X2. De igual manera, se toma referencia cualquier
fila o columna para los cofactores.

Ejemplo 1
2 0 01
0 1 03
0 0 12
1 2 30
1. Se selecciona el primer elemento de la primera columna
a;; =2

1.1.  Ubicando el elemento se elimina la columna y la fila que ubica ese elemento.

210 01
0f1 0 3
00 1 2
1)2 30
1.2.  Elcofactor para a4, sera
1 0 3
cii=CD" 0 1 2|=(1)?%*-12 = —12
2 3 0
1.3. Encontrando la determinante de la matriz 3X3
1 0 3
0 1 2
2 3 0

1.3.1. De forma practica la determinante sera
=@+ L 2l @+ 02| 2+ @)« nr ) ]
30 2 0 2 3
determinante 3X3 = (1) *x(—=6) + 0 + (3)(-2)= —6—-6 = —12
2. Se selecciona el primer elemento de la segunda columna

alz = 0
2.1. Ubicando el elemento se elimina la columna y la fila que ubica ese elemento.

( J

—_ OO
W = OoO|Io
SO NW(E

[NOb—\O

2.2.  Elcofactor para a,, sera
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0 0 3
c, =D 0 1 2/ =(-1)%*-3 =3
1 3 0
2.3.  Encontrando la determinante de la matriz 3X3
0 0 3
0 1 2
1 3 0

2.3.1. De forma practica la determinante sera
— |l 2 _1y1+2]0 2 _1y+3]0 1
e ORI Ve N N (O RY G Vil W O O RY G Vil bl

determinante 3X3 =0 + 0 + (3)(—1) = -3

3. Se selecciona el primer elemento de la tercera columna.
a;3 =0
3.1. Ubicando el elemento se elimina la columna y la fila que ubica ese elemento.

(2 o0 [o]1}
0 11/0]3
0 0|1]2
1 2 (3]0
3.2.  Elcofactor para a3 sera
0 1 3
ci; =DM 0 0 2 = (-D*x2 =2
1 2 0
3.3. Encontrando la determinante de la matriz 3X3
0 1 3
0 0 2
1 2 0

3.3.1. De forma practica la determinante sera
_ _y+1|0 2 _qy+2|0 2 _q+3]0 0
S ORGSO PR Vel M B ) R CE D] bl

determinante 3X3 =0 + (1)(—1)(—2) + (3)(0) = 2

4. Se selecciona el primer elemento de la tercera columna.
a;q =1
4.1. Ubicando el elemento se elimina la columna y la fila que ubica ese elemento.

(2 0 01

0 1 0|3

0 0 1|2

1 2 3\0]

4.2.  Elcofactor para a,3 sera
0 1 0
cia =D 0 0 1] = (-1)°*x1 = —1

1 2 3
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4.3, Encontrando la determinante de la matriz 3X3
0 1 0

0 0 1
1 2 3

4.3.1. De forma practica la determinante sera
_ 1|01 _qy+2(0 1 _1y+3]0 O
S ORI Va sl B CVRY G Dl i Y O RY G i Ml

determinante 3X3 =0 + (1)(—-1)(-1) + (0)(0) = 1
5. La Determinante serd
determinante = ¢ * @y, + €12 * Ay + C13 ¥ Ay3 + C14 * Aqs

determinante = (—12)(2) + (3)(0) + (2)(0) + (-1)(1) = —24—-1=-25

Determinante 4X4 = —25

Esta es la forma de encontrar la determinante. Querido lector, el método mas sencillo sera la practica, y
vera que conociendo el algoritmo podra facilmente encontrar la determinante.

Ejemplo 2
1 2 -3 4
—4 2 1 3
3 0 0 -3
2 0 -2 3
1. La matriz utilizando el método de cofactores
2 1 3 —4 1 3 -4 2 3
det = (1)(-=1)1 0 0 =3|+@D*?| 3 0 =3l+(-=3)(D"*3| 3 0 -3
0 -2 3 2 =2 3 2 0 3
-4 2 1
+)(-D*] 3 0 0
2 0 =2
2. Resolviendo las determinantes 3X3
2 1 3
Y 0 0 -3
0 -2 3
oy ] O =3 _qye2 [0 =3 _qyal0 O
=@ |2 )+ e T+ o) D
= (2)(=6) + (=1)(0) + (3)(0) = —12
—4 1 3
3 0 -3
* 2 =2 3

=oEH ) T e T @coe]) )
=(—4)(-6) + (-1)(15)+ (3)(-6) = 24—-15—-18 = -9

Ing. B Vel
ng. Brayan Veladsquez 270



-4 2 3
* 3 0 -3
2 0 3
= EoED ) ) @co]) Pl oo )
= (-8(0) + QDS + (3)(0) = -30
—4 2 1
* 30 0
2 0 -2

= HED) O+ @En) Ol e
= (=90 + AD(D(=6) + (1)(0) = 12

3. Sustituyendo los datos en el paso 1.

2 1 3 -4 1 3 -4 2 3

det= (D)D" 10 o0 =3|+@QFD™?| 3 0 =3/+3)HEEDH3 3 0 -3
0 -2 3 2 =2 3 2 0 3

-4 2 1

+@)(D™] 3 0 0

2 0 -2

det = (1)(=12) + 2(=1)(=9) + (=3)(=30) + (4)(=1)(12)
det=-12+18+90—48 =48

4. Larespuesta serd
Determinante = 48

B. Método de Gauss Jordan
Lo que hace este método es convertir la matriz original en una matriz triangular superior.

Matriz triangular superior
Una matriz triangular superior es aquella matriz cuadrada cuyos valores por debajo de la diagonal Mayor
son todos igual a cero.

2 2 53 -2 2 53

2 3 =2
[21_045,0312_0012
o4 7|5, S/ j00a7 o0 37
00 01 00 07

Matriz triangular inferior
Una matriz triangular inferior es aquella matriz cuadrada, cuyos valores por encima de la diagonal Mayor
son todos igual a cero.

20 0
[;2;[240];
4 3 2

w Ul b N
N =W O
_ OO O
NNJIENToORNN
= NN O

0
0
0
7

N SO O
B wWwo O
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¢Como se resuelve?

1. Suponga que tenemos una matriz de 4X4
A11 Q12 Q13 QAyg
A1 Az Q3 Qgq
31 Q3zz Q33 d3g
Qg1 Qgp Qg3 Qyq

2. Cada elemento de la diagonal mayor serd el pivote para transformar la matriz. La fila 1 se comienza a

dividir dentro del valor a,;
A1z A3 Q14

A1 Qi Qg3 Qqq o 1 - — —
Az1 Qzz Q23 Qpg v az; 211 311 211
az; Qazy (33 Q3 - ia azz a23 a24
Gar Qup Gus Gag 31 Q3p (33 Q3q

Qg1 QAygp Qy3 Ay

2.1.  El1nos servird para transformar a,; ,az; yas; a 0
A1z Q13 Qg4 A1z A3 Q14

] 2 B 1 2 B

a1 411 QAqq : : a1 411 Q4qq
asq * (a,; * Fila1l —Fila 2 A azy
Ay Q3 Ay e ) 0 Az Q3 Agy

a3y A3z A3z d34 a3 dzz A3z Q3g
Qg1 Qg Qu3 Ay Qg1 Qg Q43 Ay

Fila2 —a,; *Filal

2.2. Lo que se hace es comenzar a operar las filas con las formulas indicadas, cualquiera de las dos
para la segunda fila.
a,; * Fila 1 — Fila 2 = Fila 2 Nueva o Fila2 —a,; *Filal = Fila 2 Nueva
a1 *(1) —a; =0 0 Gy —ap(1)=0
Esta formula también aplica para los demds valores de la segunda fila y para cada columna.
a,; * Fila1l — Fila 2 o Fila2—-a,; *Filal

a2 B a2\
Ay1 * | =) — Qa2 = AyaN O Qpp — 0y *|—7— ) = AN
ajq aq
Asi se continua con todas las columnas de la fila 2.
2.3.  Paralafila 3 se realiza el mismo procedimiento
1 Az A3 Ay Az A3 A4
a1 a1 4y 5 0 Ay a1 dg
Q2N d23N Q24N . . AoN Q23N A24N - .
* (a4 * Fila 1 — Fila 3 Fila3 — a5, * Fila 1
a3y A3z Q33 Q3 (as, ) a3y A3z A3z Oz 31

Ay Qg2 A3 Qyq Ay Ay Ay3  Qyq

2.4. Lo que se hace es comenzar a operar las filas con las férmulas indicadas, cualquiera de las dos
para la tercera fila.
as;, * Filal — Fila 3 0 Fila3 — a3, * Fila 1l
azy* (1) —az; =0 0 az; —az1 (1) =0

Esta formula también aplica para los demas valores de la tercera fila y para cada columna.
as, * Fila1l — Fila 3 o Fila3—a;; *Filal

a2 - A2\
Azq *|—— ] — Q32 = A32N O dzp; —0Qzq *|——) = 32N
ajq aq
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2.5. Quedando:

2.6.  Paraconvertira,; en 0

aq;
aiq
az2N
0 asn
Ag1 Qg

2.7.

ag3

aiq

A4

aiq

23N AaN
Q33N A34N

Q43

Ayq

* (a4, * Fila 1 — Fila 4)

S O

a4

A13 Q4

a1 aqq

A2oN Q23N QAgyuN
3N Q33N 434N

a,, * Filal —Fila4
a4 * (1) —ay =0

Qg3 Qag
1
6 0
0
Ay1

aqs

a1
az2n
as3aN

Ay

ags3
aqq

Aq4

aqq

23N AaN

a33N
Ay3

a3saN
Ayg

0 Fila4 — a4 * Fila 1

o A4 — ay1(1) =0

Fila4 — a4, * Fila 1l

Lo que se hace es comenzar a operar las filas con las férmulas indicadas, cualquiera de las dos
para la cuarta fila.

Esta formula también aplica para los demas valores de la tercera fila y para cada columna.
o Fila4—a, *Filal

a,, * Filal —Fila 4

a,

Ay * (_) T Q42 = Q42N

a,

2.8. Quedando ahora la matriz

3. Se debe dividir la segunda fila por a,,y

SO O

ai;

ai
az2N
aszzN
42N

a13  Qqa

a1 aqq
A23N  dz4n

azsn A34N
ag3n Q44N

SO O

aq»

az2N

a2\
0O 4y — Ay * 2. )= QA42N

A13  Qqq4

a, aiq
A23N  QyuN

a33zn 434N
ayu3n Q44N

ap»

aiq
1

asoN
A42N

11

a3

aq
az3N

azoN
as33N
A43N

Aq4

aq
A24N

az2N
A34N

Q44N

4. Asipues, se continua con el mismo proceso, para poder llegar a una matriz triangular superior

Ing. Brayan Veldsquez

1 %

0 11

1

0 O

0 O
Determinante

a3

ajq
az3N

azoN
1

0

Ay4

aj
A4N

azoN
A34N

AgaN2

= 1x1%*1 *x aguy

273



Nota: No siempre los valores de la diagonal deben ser 1. Eso sera solo en caso de que los valores por
debajo de los pivotes no sean proporcionales. Estoy seguro querido lector que con los siguientes 3
ejemplos se comprenderd a fondo lo solicitado.

Ejemplo 1

O rRR O
D RO u

a columna a,;. En base al 1 haremos cero los valores

W o -
O NN -

-

1. Nosenfocamos en el 1de la primerafilay prime
bajo el y para ello se plantean las nuevas filas

1 1 0 5
1 2 1 0 * [Fila 2 — Fila1]
0 2 1 1| (Nosecambia porque ya esta en cero)
3 0 0 —4 * [Fila 4 — 3 = Fila1]
Fila 2: 1 2 1 0 Fila 4: 3 0O 0 -4
—Filal: -1 -1 0 -5 —3xFilal: =3 -3 0 =15
Fila2 —Fila 1: 0 1 1 -5 Fila4 — 3 = Filal: 0 -3 0 -19
1.1.  Sustituyendo nuevas filas
1 1 0 5 1 1 0 5
121 0 _ |0 1 1 =5
0 2 1 1 0 2 1 1
3 0 0 —4 0 -3 0 -19

2. Ahora nos debemos enfocar en el 1 de la segunda fila y segunda columna, pues sera nuestro pivote
para transformar a los valores de abajo en cero.
1 1 0 5

0 1 1 =5
0 2 1 1| * [Fila3 — 2 * Fila2]

0 -3 0 —19/x«[Fila4 + 3 = Fila2]

Fila3: 0 2 1 1 Fila4: 0 -3 0 -—-19
—2x*Fila2: 0 -2 -2 10 3xFila2: 0 3 3 -—15
Fila3 — 2Fila 2: 0 0 -1 11 Fila4 + 3 * Fila2: 0 0 3 -—-34

2.1.  Sustituyendo nuevas filas

1 1 0 5 1 1 0 5
0 1 1 =5 _ |0 1 1 -5
0 2 1 1 0 0 -1 11
0 -3 0 —19 0 0 3 =34
3. Ahora nos enfocamos en el -1 que sera el nuevo pivote para transformar el 3 en cero
1 0 5
0 1 1 -5
0 0 -1 11
0 O 3 =34
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3.1.  Sustituyendo nuevas filas

1 1 0 5
0 1 1 -5
0 0 -1 10

4. Elvalorde la determinante sera:

determinante = (1)(1)(-1)(-1) =1

Determinante = 1

I
Ejemplo 2
1 2 -3 4
-4 2 1 3
30 0 -3
2 0 -2 3

1. Nos enfocamos en el 1 de la primera fila y primera columna. En base al 1 haremos cero los valores
bajo el nimero y para ello se plantean las nuevas filas

1 2 -3 4
—4 2 1 3| *[Fila2+ 4 *Filal]
30 0 —3| = [Fila3 — 3 *Fila1]
2 0 =2 3! x[Fila4 — 2« Filal]
Fila2: -4 2 1 3 Fila 3: 3 0 O -3
4 « Fila 1: 4 8 —12 16 —3%*Filal: -3 -6 9 -—12
Fila2 + 4 x Fila 1: 0O 10 —11 19 Fila4 — 3 * Filal: 0 -6 9 -—-15
Fila 4: 2 0 -2 3
—2 x Fila 1: -2 —4 6 —8
Fila4 — 2 * Fila 1: 0 —4 4 =5
1.1.  Sustituyendo nuevas filas
1 2 -3 4 1 2 =3 4
-4 2 1 31 _ |0 10 —11 19
30 0 -3 [0 -6 9 -15
2 0 -2 3 0 —4 4 =5
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2. Ahora nos debemos enfocar en el 10 de la segunda fila y segunda columna pues sera nuestro pivote
para transformar a los valores de abajo el cero. Nétese que los valores por debajo no son
proporcionales al 10, por tanto, se saca un factor comun en la segunda fila, siendo 10.

1 2 -3 4 1 2 11—3 19 4
0 10 -11 19|_10xf0 1 “Y50 /10
0 -6 9 —15 0 —6 9  _1s5|*[Fila3+ 6+ Fila 2]
0 —4 4 -5 0 —4 4 —sl* [Fila 4 + 4  Fila 2]
Fila3: 0 -6 9 —15 Fila4d: 0 -4 4 -5
6+Fila2: 0 6 53 >7 4xFila2: 0 4 -2 o
* : - — — * : - — —
11a 5 5 11a 5 5
, , 12 18 _ _ 2 13
Fila3+6«Fila 2: 0 0 —_ = — Fila4 + 4 = Fila2: 0 0 —-= —
5 5 5 5
2.1. Sustituyendo nuevas filas
1 2 3 4 _3 A
1 —3 4 —11, 19 1 2 19
_ 1 —11
w0xfo 1 1 90| _ 10+]° 12/10 1/810 I L /10 ém
0 -6 9 15 0.0 /s =" [0 0 1 /2
0 —4 4 -5 0 0 _2/5 13/5 00 —%/k 13/5
— %10 =24
4 4 4
12 3 g9 2 73 19 12 3
~11 _ 48 _

2440 1 ""/10 ém _ 24+|0 1“1/, ém =0 1 ém
00 1 —3/5 oo 1~ » o0 1 ~°/2
— _ * — _

00 /s 13/ 00 1 13, 00 1 13/,
_ 4

1 2 19
48 11
5 10 -3/
00 1 2 * [Fila 4 + Fila3]
00 -1 13,
Fila4: 0 0 -1 13/,
Fila3: 0 0 1 =3/,
Fila4 +Fila3: 0 0 0 5
2.2, La nueva fila sera
-3 4 -3 4
8 |12 _qq, 1y 48 |1 2 _qip, 19
—*[0 1 /10 /10| _ i /10 ~ /10
o0 1 =3/ oo 1 =3
00 -1 9 0 0 0 5
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3. Ladeterminante sera:
48
(W) (6) = 48

Determinante = 48

NOTA: Este método al igual que el de menores y cofactores aplica para cualquier determinante de
cualquier tamafo. En el caso de este método simplemente debe ir trabajando en forma de una escalera

fila1, columna1

fila 2, columna 2

fila 3, columna 3

fila 4, columna 4

° fila n, columnan

Como puede observar querido lector, cuando se presentan fracciones al operar la matriz es un poco mas
complicado, pero no imposible. Para facilitar los calculos de una determinante aparecen las propiedades
de los determinantes que usted debera aprender a utilizar a su conveniencia para facilitar, como ya se
dijo, los célculos.

6.2.4. Propiedades de los determinantes

1. Si una matriz posee una linea (fila o columna) de ceros, el determinante es igual a cero, no
importando el tamano de la matriz.

0 -1 -3 2
2 0 -3 4 0 2 0 -5
Det(A):|_4 o/=0 ; Det(B)=|0 0 0[=0 ; Det()=|5 53 5 ~2|=0
8 5 3
0 4 4 2

2. Siuna matriz posee dos lineas (filas o columnas) iguales (mismos nimeros), el determinante es igual
a cero, no importando el tamafio de la matriz. Deben ser ambas o filas o columnas.

3 =3 4 2
1 2 ! 4 ! 5 6 95
Det(A)=|1 =05 pet®) =|-2 5 —2/=0; De©)=|3 I§ ; 5[=0
3 -1 3
0 4 4 2

3. Si se cambian dos lineas (filas o columnas) paralelas de una matriz, el determinante cambiara de
signo.

4 21 _ o o _ 2 4 _ 5 a_

|1 5 =8—2=6 Permutando las columnas |2 1|—2 8=-6
: 1 2

=—4-3=-7 Permutando las Filas |_2 3 =34+4=7
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2 4 1 1 4 2 1 3 -1
3 5 7|=-8 permutandocolumnas | 7 5 3[=8 permutandofilas (3 5 7|=8
1 3 -1 -1 3 1 2 4 1

4. Si se multiplica los elementos de una linea (fila o columna), de una determinante por un nimero
diferente a cero, el determinante queda multiplicado por ese nimero.

Multiplicacion de filas

Multiplicacion de columnas ,
1 3=26=-t  coummtpors [I = [t Y=s-26=-16= 4.4

Esta propiedad se utiliza demasiado para factorizar un valor de una fila o columna y asi reducir
valores muy grandes (Ejemplo 2). También debe saber qué aplica para una determinante de
cualquier dimension.

|120 §|=30—4=26 Factorizando fila 1 2*|§ §|=2*(15—2)=2*13:26

|§ 1| =4-3=1 Factorizando fila 1 4x

1 1
1 /4‘:4*<1—§>:4*—:1
3 1 4 4

Como puede ver querido lector, puede multiplicar o puede factorizar siempre respetando la igualdad
y no alterando valores.

5. Si a una linea (fila o columna) de una matriz se le suma otra linea multiplicada por un nimero, el
determinante no cambiard. Recuerde que una matriz es el conjunto de puntos ordenados.
2x+4y+2z=10
{ x—2y—z=5
3x+5y+2z=25
5.1. Al convertirla en matriz
2 4 1 10
[1 -2 -1 5]
3 5 2 25

5.2.  Sumando ecuacién 1y 2 por la ley de monotonia de la suma (Método de reduccion).

2x+4y+2z=10
x—2y—z=5
3x+2y=15
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5.3.  Laecuacidn del paso 5.2 se sustituira a la ecuacion numero 2 del sistema de ecuaciones.

2x+4y+z=10 2x+4y+z=10 2 4 1 10
xX—2y—z=5 = {3x+2y =5 4>[3 2 0 5]
3x +5y+ 2z =25 3x +5y+2z=25 3 5 225
Como puede observar, se pueden combinar lineas para transformarlas.
2 4 -1 1
4 3 —2 3| *[Fila2— 2 «Filal]
6 2 4 2| *[Fila3 — 3 Fila 1]
2 1 3 1! «[Fila4 — Filal]
Fila 2: 4 3 -2 3 Fila 3: 6 2 4 2
—2xFilal: —4 —8 2 —2 —3x*Filal: -6 —12 3 —3
Fila2 + 4 = Fila 1: 0 -5 0 1 Fila4 — 3 = Filal: o —-10 7 -1
Fila 4: 2 1 3 1
—Fila 1: -2 -4 1 -1
Fila4 — 2 = Fila 1: 0 -3 4 0
2 4 —-11 2 4 -1 1
4 3 -23 _ 10 =5 0 1
6 2 4 2 - |0 =10 7 -1
2 1 31 0 -3 4 0

También puede utilizar de base la fila 2, fila 3y fila 4 (en este caso nuevamente tomamos de base la
fila 1)

6. El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta.
|Al = |AY]

A. Traspuesta
Se llama matriz traspuesta de A y se expresa matemdticamente como At a la matriz que se obtiene,
cambiando ordenadamente las filas por las columnas.

Filal —» Columnal ; Fila2 —» Columna2 ; Fila3 — Columna3
[t 21 . e[t 3 _[-2 11 | pe_[-2 5
A_[34'A 24] B[57]’B[17]

2 —6
2 1 4 2 1 0
c=[2 o, e=l 3 D—[l 5 6 ,Dt=[1 5 3]
0 1 0 3 2 4 6 2

Por tanto, la propiedad sera:

14 3] _ L ) a4 21 _ L
|A|_|2 =20-6=14 ; =[] ;]=20-6=14

Eso para cualquier matriz de cualquier tamafio.
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Ejemplo 3

RN R W
[EEGEEN N
o WW W
e

1. Parasimplificar, se podria permutar la columna 1y 2. Recuerde que al cambiar filas por columnas o

viceversa, se le debe cambiar el signo al determinante.
1 3 3

0
|2 4
1 -1
1 1

N
o Ww

2. Se utilizard la fila 1 y columna 1 como pivote para transformar los valores por debajo de ese valor en

cero.
1 3 3 0
2 1 3 4|*|[Fila2—2=«Filal]
|1 2 3 —1|«[Fila3—Filal]
1 1 0 1V«[Fila4 — Filal]
Fila 2: 2 1 3 4 Fila 3: 1 2 3 -1
—2xFilal: -2 -6 —6 0 —Filal: -1 -3 -3 0
Fila2 — 2 x Fila 1: 0 -5 -3 4 Fila3 — Fila1l: 0 -1 0 -1
Fila 4: 1 1 0 1
—Fila 1: -1 -3 -3 0
Fila 4 — Fila 1: 0 -2 -3 1
2.1.  Eldeterminante sera:
1 3 3 0 1 3 3 0
|2 1 3 4 _ _10 -5 -3 4
1 2 3 -1 0 -1 0 -1
1 1 0 1 0 -2 -3 1

3. Se puede permutar la columna 3 con la columna 2. También se podria permutar fila 3 con fila 2. En
este caso se elegird permutar columnas.

1 3 3 0 1 3 3 0 1 3 3 0
o -5 -3 4/ __,_ |0 -3 -5 4/ _|0 -3 -5 4
0 -1 0 -1 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1
0 -2 -3 1 0 -3 -2 1 0 -3 -2 1

4. Nos enfocamos en el —3 como pivote para realizar todos los nimeros por debajo en cero.
1 3 3 0
0 -3 =5 4
0 0 -1 -1
0 -3 =2 11 * [Fila 4 — Fila2]

Fila4: 0 -3 -2 1
—Fila2: 0 3 5 — 4
Fila4 —Fila2: 0 0 3 -3
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4.1. Eldeterminante sera

1 3 3 0
0 -3 -5 4
0 0 -1 -1
0 -3 -2 1

5. Nos debemos concentrar en el —1 como pivote.
1 3 3 0
0 -3 -5 4
0 0o -1 -1
0 0 3 —3l* [Fila 4 + 3  Fila3]

O OO =
o
I
—_
I
—_

Fila 4: 0 0 3 -3
+3 * Fila 3: 0 0 -3 -3
Fila 4 + 3 = Fila 3: 0 0 0 -6
5.1. La determinante sera:
1 3 3 0 1 3 3 0
0 -3 =5 4 _ 0 -3 =5 4
0 0 -1 -1 0 0 -1 -1
0 0 3 =3 0 0 0 -6
6. Elvalor del determinante sera
1 3 3 0
0 -3 =5 4 _
0T M WEREDE6) = —18
0 0 0 -6
Determinante = —18

Entre menos fracciones utilice serd mucho mas coémodo para usted como calculista, por tanto, debe
aprender a manejar las propiedades de los determinantes para no perder esa comodidad y orden, a
parte que como ya se vio, simplifica los calculos.

6.3. Matriz inversa y matriz identidad

Ambas matrices estan correlacionadas entre si. Primero estableceremos la matriz identidad.

6.3.1. Matriz identidad
Es una matriz cuadrada donde todos sus elementos son ceros menos los elementos de la diagonal
principal que son de valor 1.

1 0 0O
1 0 0
T xs= [0 1 0 o= |0 1 00
2X2 0 1 3X3 0 0 1 4X4 0 0 1 0
0 0 01
La relacion entre la matriz identidad y la matriz inversa es:
Ax A7l =] Al A=
A = Matriz Al = Matriz Inversa | = Matriz Identidad
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Esta multiplicacidn también la utilizaremos para verificar si la matriz inversa que habremos encontrado
es correcta o incorrecta, porque se le dard serd la matriz (A).

6.3.2. Matriz inversa
Hemos visto que la matriz inversa de la matriz A se expresa matematicamente de la siguiente manera:
A—l
Existen muchos métodos para encontrar la misma matriz, entre los cuales estan:
e Meétodo de Gauss Jordan
e Meétodo de Cofactores

Las matrices inversas dependen de la matriz A y de sus dimensiones.

A. Método de Gauss Jordan matriz 2X2

Este método es similar al proceso para encontrar el determinante, utilizando el método de Gauss. Lo
gue deberemos hacer es colocar la determinante que se nos presente a la par de la matriz identidad y
convertir nuestra matriz (la que se nos dé) en la matriz identidad, utilizando las propiedades de los
determinantes. La matriz que quede del lado derecho sera nuestra matriz inversa. A continuacion, se le
presentara dos ejemplos.

Ejemplo 1
Encuentre la matriz inversa de

A=l ¢

1. Teniendo la matriz A de dimensiones 2X2 se une |la matriz identidad a un lado, siendo de 2X2.
2 311 0]
4 5|0 1

2. La matriz de la izquierda serd la que debemos transformar a la matriz de la derecha. Para ello se
utilizard la propiedad de los determinantes numero 5. Los nimeros 4 y 3 seran los que se deben

hacer cero.
Para que 3 sea cero
[ [SFilal — 3F11a2]
4 [Fila 2 — 2Fila 1]
5Filal : 10 15 Fila2 : 4 5 0 1
—3Fila2 : —-12 —-15 0 —3 —2Filal: -4 -6 -2 0
5Filal — 3Fila2 : -2 0 5 -3 Fila2 — 2Filal : 0o -1 =2 1
2.1.  Sustituyendo la nueva matriz
[2 31 O] _ [—2 —3]
4 5 0 1 0

Ing. Brayan Velasquez 282



2.2.  Ahorase deben convertir los valores —2 y —1 en cero. Para ello se dividird por el mismo valor de

cada fila.
[—2 0 5 —3]*1/_2 _ |1 oo |73, 3,
0o -1 -2 1, 4 0 1 2 -1
Llegamos a la matriz identidad T

I Matriz inversa

3. La matriz inversa sera

I—S /2 3 /Zl
2 -1
4. Comprobando respuesta

23 e[
A= A1=l 2 2

[4 5] 2 -1

B=AX Al (2x2 2x2)

B11 BlZ]
B =
B21 B22

Biy=2+(75/,)+3(@) = =5+6 =1 B =2x(3/,)+3(-1) =3-3 =0

By =4+(75/,)+5(2) = —10+10 =0 By =4+ (3/5) +5(-1)

=6-5=1
4.1. Lamultiplicacién entre A X A~ sera:
B — 1 0]
0 1
I
Ejemplo 2
Encuentre la matriz inversa de
-3 -1
A= [ 2 6]
1. Teniendo la matriz A de dimensiones 2X2 se une la matriz identidad a un lado, siendo de 2X2.
[—3 -1 1 O
2 6 [0 1

2. Lamatriz de laizquierda sera la que debemos transformar a la matriz de la derecha. Para ello

se utilizara la propiedad de los determinantes nimero 5. Los nimeros 4 y 3 seran los que se
deberan hacer cero.

[—3 -1 ‘1 o] « [6Fila 1 + Fila2]
*

2 6 |0 1)« [3Fila2 + 2Fila1]
6Filal : —-18 -6 6 0 3Fila2 : 6 18 0 3
Fila2 : 2 6 0 1 2Filal : -6 -2 2 0
6Filal + Fila2 : —16 0 6 1 3Fila2 + 2Filal : O 16 2 3
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2.1.  Sustituyendo la nueva matriz

[—3 -1 1 O] _ [—16 0 |6 1]
2 6 0 1 0 16 (2 3
2.2.  Ahora se deben convertir los valores —2 y —1 en cero. Para ello se dividird por el mismo valor
cada fila
1 3 1
16 0 6 1]* /-16 _ [1 o [-°/g - /16]
0 16 2 3 *1/16 0 1 1/8 3/16
Llegamos a la matriz identidad

Matriz inversa
3. La matrizinversa sera

_3/8 _1/16]
1/8 3/16
4. Comprobando respuesta
i B B
/8 /16

B=AX Al (2x2 2x2)

B = B11 BlZ]

B21 B22
Bi=-3(=3/g) = 1(1/g) = Vg=g=1 Bia=-3(-"/16)-10C/1¢) = ¥/16—/16 = ©
B = 2(73/g) + 6(Y/g) = ~3/4+%/4 =0

4.1.

By, = 2(_1/16) + 6(3/16) = _1/8 + 9/8 =1
La multiplicaciéon entre A X A~ sera:

5=l

B. Método de Gauss Jordan matriz3 X 3

La forma de resolucion es similar a las matrices de 2X2. Utilizando las propiedades de la determinante
se puede encontrar

a1 a3
A =G| Q2 |A23
azq| |G32| Az3
@321}’331—’0 @a;y; —> 0 ®313y323 — 0
Pivote a4 Pivote a,, Pivote as;
Ejemplo 1
2 1 4
A=|3 2 =2
1 -1 3
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1. Se coloca a la par de nuestra matriz A la matriz identidad de 3X3
2 1 4 |1 0 O
3 2 =2 |0 1 0
1 -1 3 |0 0 1

2. Se deben hacer el 3y el 1 ceros. Para ello se utiliza las propiedades de los determinantes
2 1 4 1 0 0]
[3 2 =210 0| *[2Fila 2 — 3Filal]
1 -1 3|0 1) * [2Fila3 — Filal]

1
0

2Fila2 : 6 4 -4 0 2 0
—3Fjlal1: -6 -3 -—-12 -3 0 0
2Fila2 — 3Filal : 0 1 -—-16 -3 2 0
2Fila3 : 2 =2 6 0 0 2
—Filal1 : -2 -1 -4 -1 0 0
2Fila2 — 3Filal : 0o -3 2 -1 0 2
2.1. Quedando
2 1 4 |1 0 O 2 1 4 1 0 O
[3 2 =2 (0 1 0] = [O 1 —-16 | -3 2 O]
1 -1 310 0 1 0 -3 2 -1 0 2

3. Ahora debemos realizar el —3 en 0 y para ello se utilizara el 1 de la segunda fila y segunda columna
como pivote (Fila 2).

2 1 4 1 0 0
0 1 -16 | -3 2 0
0 -3 2 —1 0 2l «[Fila3 + 3Fila2]

Fila3 : 0 -3 2 -1 0 2
3 Fila2 : 0 3 —48 -9 6 0
Fila3 + 3Fila2 : 0 0 —46 -—-10 6 2
3.1. Quedando
2 1 4 1 0 O 2 1 4 1 0 0
[0 1 —-16 |—-3 2 0] = [0 1 -—-16 -3 2 0
0 -3 2 -1 0 2 0 0 —46 |10 6 2

B

Haciendo ceroa 4y — 16. Para ello nuestro pivote sera el valor de la fila 3, columna 3 (—46)

[2 1 4 1 0 0]*[23Fila1+2Fila3] 4—46 |2

0 1 -16 -3 2 0 2—23|2 23%x4=092
0 0 —46 |-10 6 2 1-23123

23Filal : 46 23 92 23 0 0

2Fila3 : 0 0 —92 —-20 12 4
23Filal + 2Fila3 : 46 23 0 3 12 4
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4.1. Quedando

2 1 4 1 0 O 46 23 0 3 12 4
0 1 -16 -3 2 0] =
0 0 —46 | —-10 6 2 0 0 -—-46 |—-10 6 2

5. Se hara el 23 de la primera fila y segunda columna, cero. Para ello se tomara la fila 2 como pivote.

46 23 0 3 12 41 * [Fila 1 — Fila2]
[0 23 0o | 11 -2 —16]
0 0 -—46 |-10 6 2
Filal : 46 23 0 3 12 4
—Fila2: 0 —23 0 —11 2 16
Filal — Fila2 : 46 0 0 -8 14 20
5.1. Quedando
46 23 0 3 12 4 46 0 0| -8 14 20
[0 23 0 11 =2 —16]= [0 23 0| 11 -2 —16]
0 0 —-46 |-10 6 2 0 0 -46|-10 6 2
6. Ladiagonal se transforma en 1.
1 —4 10
46 0 o |8 14 207" /46 |[1 0 0 11/23 72/23 1é23]|
A e B T R i T
e | 23 "33 a3l
7. Lainversa sera
I[_4/23 7/23 10/23]I
o 11 —2 ~16
AT =3 Ty T s
- —1
| %/23 323 /23]
8. Prueba
AxA1l =
—4 10
2 1 4 |[11/23 72/23 1223] By Biz  Bis 1 0 O
;2 ]|/ V) = [3;1 5 E;;HS N
| %/23 /23 /23]
B,y = Fila 1xColumna 1 = (2)(~%/53) + ((11/p3) + @)(%/3) =1
By, = Fila 1xColumna 2 = (2)(7/53) + (1)(T2/53) + W(73/53) =0
By = Fila 1xColumna 3 = (2)(10/,5) + ()(716/53) + @)(T1/55) =0
By = Fila 2xColumna 1 = (3)(~%#/,3) + @)(11/53) + (=2)(5/53) =0
B,, = Fila 2xColumna 2 = (3)(7/53) + (2)(T2/53) + (=2)(T3/53) =1
B,3 = Fila 2xColumna 3 = (3)(10/,5) + (2)(716/,3) + (=2)(71/,5) = 0
By = Fila 3xColumna 1 = (1)(74/53) + (—1)(1/53) + 3)(5/p5) =0
Bs, = Fila 3xColumna 2 = (1)(7/53) + (=1)(7%/53) + B3)(73/53) 0
B;; = Fila 3xColumna 3 = (1)(10/23) + (—1)(_16/23) + (3)(_1/23) =1
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Ejemplo 2

1. Se coloca a la par de nuestra matriz A la matriz identidad de 3 X 3

2 =2 2
A=|2 1 0]

3 =2 2
2 =2 2 |1 0 0
2 1 0 |0 1 O]
3 =2 2 (0 0 1

2. Se deben convertir el 2 y el 3 en ceros. Para ello se utiliza las propiedades de los determinantes

2 =2 2 11 0 0

[2 1 0 |0 1 0]*[Fila2—Fila1]

3 —2 2 |0 0 1) «[2Fila3 — 3Filal]
Fila2 : 2 1 0 0 1 0
—Filal : -2 2 -2 -1 0 0
Fila2 — Filal: 0 3 -2 -1 1 0

2Fila3 : 6 —4 4 0 0 2
—3Filal : —6 6 —6 —3 0 0
2Fila3 — 3Filal : 0 2 -2 -3 0 2
2.1. Quedando
2 =2 2 |1 00 2 -2 2 1 0
[2 1 0 |0 1 0] = [0 3 -2 |-1 1
3 =2 2 |0 0 1 o 2 -2 |-3 0
3. Pasando el valor 2 en cero.
2 =2 2 1 0 O
[0 3 -2 -1 1 0]
0 2 =2 | =3 0 2l =[3Fila3 — 2Fila2|
3Fila3 : 0 6 —6 -9 0 6
—2Fila2 : 0 —6 4 2 -2 0
3Fila3 — 2Fila2 : 0 0 -2 -7 =2 6
3.1. Quedando
2 =2 2 1 0 O 2 —2 2 1
[O 3 -2 |-1 1 0] = [0 3 =2 ‘ -1
o 2 -2 |-3 0 2 o o0 -2 |-7
4. Haciendo el 2y —2 en cero.
2 =2 2 1 0 0] =*|[Filal + Fila3]
[O 3 -2 |—-1 1 0] * [Fila2 — Fila3]
0O 0 -2 |-7 =2 6
Filal : 2 -2 2 1 0 0
Fila3 : 0 0O —2 -7 =2 6
Filal + Fila3 : 2 -2 0O -6 -2 6
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Fila2z : O 3 -2 -1 1 0
—Fila3 : O 0 2 7 2 —6
Fila2 — Fila3 : 0 3 0 6 3 —6
4.1. Quedando
2 -2 2 1 0 0 2 -2 0 |—-6 -2 6
0 3 =2 -1 1 0] = |0 3 0 6 3 —6
o 0 -2 |-7 =2 6 o o0 -2 |-7 -2 6
5. Convirtiendoel —2en0
2 =2 0 -6 -2 6] = [3Filal + 2Fila2]
0 3 0 6 3 -6
o o0 -2 =7 =2 6
3Filal : 6 —6 0O —-18 -6 18
2Fila2 : 0 6 0 12 6 —12
3Filal + 2Fila2 : 6 0 0 -6 0 6
5.1. Quedando
2 =2 0 -6 -2 6 6 0 0 —6 0 6
0 3 0 6 3 -6 = |0 3 0 6 3 —6
o o0 -2 |-7 =2 6 o 0 -2 |-7 -2 6
6. Convirtiendo la diagonal en 1
1 _
60 0 -6 o0 6o /6 100 |71 0 1
03 0 6 3 -6| /5 =fo 10 | 2 1 =2
- —-7 - 7/, 1 =3
0 0 2 7 2 6 _1/ 0 0 1 2
5 I
7. La matriz inversa serd
-1 0 1]
2 1 =2
7y 1 =3
8. Laprueba sera
2 -2 21 |-1 0 1 100
2 1 olx] 2 1 —2[{=1]01 0
3 —2 20 |7/, 1 =3 0 0 1

2D+ 2@+ @(7/y) =-2-4+7=1
20+ (2)(H+@)A)=0—-2+2=0
2D+ (=2)(-2)+(@2)(-3)=2+4-6=0
2D+ W@+ (7)) =-2+2+0=0

200+ (DM +O@@M)=0+1+4+0=1
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3-D+ 2@+ @)(7/y))=-3-4+7=0
3000 +(2)(H+@2)A)=0—-2+2=0

3D+ (=2)(-2)+(2)(-3)=3+4-6=1
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6-APLICACION DE ALGEBRA

6.4. APLICACION DE ALGEBRA MATRICIAL

Como se dijo en la introduccidn de este capitulo, son muchas las aplicaciones del algebra matricial, como
los video juegos, que seria una aplicacion mas compleja. Como en cada tema de matematica existen
aplicaciones basicas, intermedias y de reto en cuanto a nivel de dificultad.

Las aplicaciones bdsicas de los temas de este capitulo son de la vida real como precios totales de ciertos
productos. En las aplicaciones intermedias veremos el tema llamado capacidad instalada que siguen
siendo ejercicios de la vida cotidiana en cuanto a encontrar precios y cantidades. En las aplicaciones de
conocimiento se veran las soluciones para ecuaciones lineales de varias variables, utilizando el método
de Gauss Jordan.

Con los ejemplos de aplicacién de la vida real que encontrard en esta seccién comprendera mucho mejor
lo que es una matriz en cuanto a ordenar datos y poder operarlos entre ellos para la vida cotidiana. Las
resoluciones de ecuaciones son para evitar tanta operacién algebraica y para poder llevar un mejor
control de la solucidn de estas.

En la portada se observa al nifio caminando junto al san bernardo. En este punto debe conceptualizar
gue asi debe ir junto a las matrices, ya no admirarlas de lejos, sino de cerca y en amistad, para que ellas
cuiden de usted como matematico.
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6.4.1. Aplicacion de suma, resta y multiplicacion entre matrices
Aca es mas evidente la necesidad de ordenar datos por matrices y de cémo operarlos en la vida real.

Ejemplo 1
Gabriela compra 3 helados de sandilla, 4 de mandarina y 6 helados de mora. El helado de sandilla cuesta

Q5.00/cu, el de mandarina Q6.50/cu y el helado de mora Q7.00 porque contiene limén. Encuentre la
cantidad a pagar total por los helados

1. Como se puede observar, la operaciéon es muy simple. Aritméticamente se haria:

) 5.00
Sandilla: 3 helados; Q /cu
- Q7.00

Mora : 6 helados ; cu
Precio Total = 3 5 + +6+x7.00=15+26+42 =83
Precio Total = Q83.00

2. Al comparar el resultado anterior, se utilizaron matrices y para ello se debe crear una matriz
A = Productos (fruta) y B = Precios. N6tese que la matriz A serd de tres columnas porque hay
tres tipos de frutas y la matriz B sera de una columna porque solo hay un tipo de unidad.

Sandilla Mora Quetzales/cu
5
A=[ 3 6 | B = [ ]
7.00
2.1.  La multiplicacidon por Ay B serd
A 1x3 ; B3x1
5
[3 4 6]x]| 650 |= [c44]
7.00

c11 = 3(5) + (4)(6.50) + 6(7.00)

c11 =154+ 26+ 42 =183
2.2. LamatrizCsera

C = [83]

Ejemplo 2
Una compafiia vende dos tipos de frutas: Manzanas y uvas. La matriz A representa las ventas en quetzales

de la compaiiia en el afio 2018, en tres pueblos de Quetzaltenango. La matriz B representa las ventas en
los mismos pueblos en el afio 2019.

2018 2019
Pueblo: 1 2 3 Pueblo: 1 2 3
A= Manzanas [400 350 150 B — Manzanas[ 380 330 220
Uvas 450 280 850 Uvas 460 320 750

La compaiiia en el aino 2020 dobla las ventas que tuvo en el 2019.
éCual es el cambio de ventas entre el afio 2020 y 2018?
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1. Se encuentra las ventas del afio 2020. Sabiendo que es el doble de las ventas del 2019.
B = [380 330 220 ) 2B = 2[380 330 220] _ [760 660 440
460 320 750 ’ 460 320 750 920 640 1500

2. Elcambio de ventas entre el afio 2020y 2018 sera:
Venta 2020 — Venta2018 = 2B—A

[760 660 440] _ [400 350 150] _ [760—-400 660—350 440-—150
920 640 1500 450 280 850 920 — 450 640—280 1500—850

_ 1360 310 290
2B-A= 470 360 650]

3. Lasventas del 2020 superaron a las del 2018 en:
Manzanas: 360+ 310+ 290 = Q960.00
Uva: 4704 360+ 650 = Q1,480.00

Ejemplo 3
Un arquitecto ha aceptado pedidos para cinco casas estilo rustico, siete casas con estilos modernos y 12
casas con estilo colonial.
estilo: rustico moderno colonial
A=] 5 7 12 ]
La materia prima que se utiliza en cada tipo de casa esta compuesta por: Acero, madera, vidrio, pintura
y mano de obra. La cantidad de material por cada casa esta dada por la siguiente matriz:

Unidades: Acero Madera Vidrio Pintura Mano De Obra
rustico 5 20 16 7 17

B = moderno 7 18 12 9 21
colonial 6 25 8 5 13

Encuentre
a) La cantidad de materia prima necesaria total.
b) Cual sera el costo que tendrd que pagar por las materias primas.

Inciso a)
1. Se debe multiplicar la matriz A con la matriz B para obtener la matriz de unidades necesarias.

Aixz , Bsgs  Obteniendo una matriz D de dimensién 1x5
Acero Madera Vidrio Pintura Mano De Obra

5 20 16 7 17
D=[5 7 12]X|7 18 12 9 21 = [Dy1 Dy Di3 D14 Dis]
6 25 8 5 13

2. Obteniendo cada elemento de la matriz D
D;; =50(5)+7(7)+ 12(6) = 146 D;, =5(20) + 7(18) + 12(25) =526
D;; =5(16) + 7(12) + 12(8) = 260 D, =5(7)+7(9) +12(5) =158
D;s =5(17) +7(21) + 12(13) = 388

3. Larespuesta sera
Unidades: Acero Madera Vidrio Pintura Mano De Obra

D =1[146 526 260 158 388 |
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O sea que el arquitecto necesita comprar 146 unidades de acero, 526 unidades de madera, 260 unidades
de vidrio, 158 unidades de pintura y 388 unidades de mano de obra.

Inciso b)
4. Para obtener el costo total se necesita conocer los costos por unidad de los materiales
Quetzaltes
acero [ 1500 1
madera | 800 |
C = vidrio | 500 | Para que se pueda multiplicar con D

pintura | 100 |
mano de obra l 1000 J

5. Se multiplican los materiales totales (matriz D) con los costos por unidad (matriz C)

D1x5 X C5x1
I 1500 1
| 800 |
Cr=[146 526 260 158 388]Xi 500 |= [Cri]
100
1000 |

Cr, = 146(1500) + 526(800) + 260(500) + 158(100) + 388(1000) = Q1,173,600

6. El costo total de las casas sera de:
Q1,173,600

6.4.2. Solucion de ecuaciones lineales de varias variables

Existen muchos métodos para solucionar ecuaciones de varias variables. Los mas utilizados son: método
de reduccion, método de sustitucidon, el método de Gauss Jordan y el método de Jacobi (este es de
aproximacion).

A. Método de Gauss Jordan

Este método utiliza las propiedades vistas en los determinantes por el método de Gauss Jordan.
Recuerde que en esa seccion aprendimos que el objetivo del método es transformar la matriz en una
triangular superior.

Ejemplo 1
Resuelva la ecuacion de 3 variables.

x+y—z=1
{ 3x+2y+z=1
S5x+3y+4z=2
1. Se plantea la matriz que represente la ecuacidn. Se ordenan los coeficientes en base a columnasy a
filas.
z No.
-1 1 ecuacion 1
1 1 ] ecuacion 2
4 2 ecuacion 3

W N R

—
Ul W ==
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2. Se procede a convertir la matriz en triangular superior.

3. Setomaelldelafilalycolumnalcomo pivote.

1 1 -1 1
[ 3 2 1 1] * [Fila2 — 3Filal]
5 3 4 21 «][Fila3 — 5Filal]
Fila2 : 3 2 1 1 Fila3 : 5 3 4 2
—3Filal : -3 —3 3 -3 — 5Filal : =5 -5 5 -5
Fila2 — 3Filal : 0o -1 4 =2 3Fila2 + 2Filal1 : 0 —2 9 -3
1.1. Quedando
1 1 -1 1 1 1 -1 1
[ 3 2 1 1] = [ 0 -1 4 —2]
5 3 4 2 0 -2 9 -3
4. Se utiliza el =1 como pivote
1 1 -1 1
! 0 -1 4 —2]
0 —2 9 —31x][Fila3 — 2Fila2]
Fila3 : 0 =2 9 -3
—2Fila2 : 0 2 —8 4
3Filal + 2Fila2 : 0 0 1 1
4.1. Quedando
1 1 -1 1 1 1 -1 1
[0 -1 4 —2]=[0 -1 4 —2]
0 -2 9 -3 0 0 1 1
5. Convirtiendo
x vy z No. X y z No.
1 1 -1 1 1 1 -1 1
[ 3 2 1 1] [ 0 -1 4 —2]
5 3 4 2 0 0 1 1
6. Encontrando las variables
x+y—z=1
{ —y+4z=-2
z=1
6.1. En la ecuacién 3 encontramos z
z=1
6.2. Resolviendo la ecuacion 2
—y+4z=-2
-y +4(1) = -2 y=6
6.3. Resolviendo la ecuacion 1
x+y—z=1
x+6—-1=1 x=—4
x=—4 ; y=6 ; z=1
[
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Ejemplo 2
2x —3z—u=2
3y—2z—5u=3
4y — 3u =2
x—3y+3u =0
1. Se arma la matriz que represente el sistema
x 'y z u No.
2 0 -3 -1 2 Ecuacion 1
0 3 -2 =5 3 Ecuacion 2
0 4 0 -3 2 Ecuacion 3
1 -3 0 3 0 Ecuacion 4

2. Se utiliza el 2 de la columna 1y fila 2 como pivote para transformar los valores hacia abajo en cero.
2 0 -3 -1 2

0 3 -2 =5 3

0O 4 0 -3 2

3 0

1 -3 0 * [2Fila4 — Filal]

2Fila4 : 2 -6 0 6 0

—Filal : =2 0 3 1 -2

2Fila4 — Filal : 0 -6 3 7 -2

2.1. Quedando

2 0 -3 -1 2 2 0 -3 -1 2
0 3 =2 =5 3| _ |0 3 -2 =5 3
0 4 0 -3 2| — |o 4 0 -3 2
1 -3 0 3 0 0 —6 3 7 =2

3. Se utiliza el 3 como pivote para transformar los demas valores en cero.
2 0 -3 -1 2
0 3 -2 =5 3
0 4 0 -3 2| * [3Fila3 — 4Fila2]
0 -6 3 7 =24 «[Fila4 + 2Fila2]

3Fila3 : 0 12 0 -9 6 Fila4: 0 -6 3 7 =2
—4Fila2: 0 -—-12 8 20 -—12 2Fila2: 0 6 —4 —10 6
3Fila3 —4FilaZz: 0 0 8 11 -6 Fila4 + 2Fila2: 0 0 -1 -3 4

3.1. Quedando

2 0 -3 -1 2 2 0 -3 -1 2
0o 3 -2 -5 3/_1]0 3 -2 -5 3
0 4 0 -3 2 0 0 8 11 —6
0 -6 3 7 -2 0 0 -1 -3 4

4. Se utiliza el 8 como pivote para transformar los demas valores en cero.
2 0 -3 -1 2
0 3 -2 =5 3
0O 0 8 11 -6
0O 0 -1 -3 41 « [8Fila4 + Fila3]
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8Fila4 : 0

o
[
(0e]
[
)
o~
w
)

Fila3 : O 0 8 11 )
8Fila4 + Fila3 : 0 0 0 —13 26
4.1. Quedando

2 0 -3 -1 2 2 0 -3 -1 2

0 3 -2 =5 3] _ |0 3 -2 =5 3

0 0 8 11 -6 0 0 8 11 -6

0 0 -1 -3 4 0 0 0 —-13 26

5. Quedando la matriz

X 'y z u No. X y z u  No.

2 0 -3 -1 2 2 0 -3 -1 2

0 3 -2 =5 3 _ 0 3 -2 =5 3

0 4 0 -3 2 0 0 8 11 -6

1 -3 0 3 0 0 0 0 —-13 26

6. Encontrando variables
(4) —13u =26 (3) 8z+1lu=-6 (2) 3y—-2z—5u=3
u=-2 8z+11(-2) = -6 3y—2(2)—-5(-2)=3
8z=-6+22 3y—4+10=3
z=2 y=-1
(1) 2x —3z—u=2
2x—32)—-(-2)=2

2x=2—-2+4+6 => x =23

7. Llarespuesta serd

Ejemplo 3
(2x+y+z+wtu=2
| x+2y+z+w+u=0
4 x+y+3z+w+u=3
lx+y+z+4w+u=-2
kx+y+z+w+5u=5
1. Searma la matriz

X Yy zZ W u
2 1 1 1 1 2
1T 2 1 1 1 0|
i 1 1 3 1 1 3 i
ll 1 1 4 1 —ZJ
1 1 1 1 5 5
2. Se toma el 2 como pivote
2 1 1 1 1 2
11 2 1 1 1 0l * [2Fila2 - Filal]
1 1 3 1 1 3]
[1 1 1 4 1 —2J + [2Fila4 — Fila1]
1 1 1 1 5 5% «[2Fila5 — Filal]
2Fila2 : 2 4 2 2 2 0

—Filal: -2 -1 -1 -1 -1 =2

2Fila2 — Filal: 0 3 1 1 1 -2
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2Fila4 : 2 2 2 8 2 —4 2Fila5: 2 2 2 2 10 10
—Filal: =2 -1 -1 -1 —1 =2 —Filal: =2 -1 -1 -1 -1 =2
2Filaz —Filal: 0 1 1 7 1 -6 2Fila5—Filal: 0 1 1 1 9 8
2.1. Quedando
11 1 1 27 2 1 1 1 1 2
[t 2 1 1 1 o Jo 3 1 1 1 =2|
|1 1 3 1 1 3| = | |
l1 1 1 4 1 —2J |lo 1 1 7 1 —6J|
11 1 1 5 5 0 1 1 1 9 8
3. Se utilizara el 3 como pivote
[2 1 1 1 1 2]
lo 3 1 1 1 -2
lo 1 5 1 1 4| * [3Fila3 — Fila2]
lo 1 1 7 1 J « [3Fila4 — Fila2]
0 1 1 1 9 84 «[3Fila5 — Fila2]
3Fila3: 0 3 15 3 3 12 3Fila4: 0 3 3 21 3 —18
—Fila2: 0 -3 -1 -1 -1 2 —Fila2: 0 -3 -1 -1 -1 2
3Fila3—Fila2: 0 0 14 2 2 14 3Fila4—Fila2: 0 0 2 20 2 —16
3Fila5: 0 3 3 3 27 24
—Fila2: 0 -3 -1 -1 -1 2
2Fila2 —Filal: 0 0 2 2 26 26
3.1. Quedando
Z 1 1 1 1 2 7 1 1 1 1 27
[0 3 1 1 1 =2 lo 3 1 1 1 =2
|015114|=i00142214i
[o 1 1 7 1 —6J 0 0 2 20 2 -16
0 1 1 1 9 8 0 0 2 2 26 26
4. Se utiliza el 14 como pivote
7 1 1 1 1 21
o 3 1 1 1 =2
io 0 14 2 2 14i
[0 0 2 20 2 —16J * [7Fila4 — Fila3]
0 0 2 2 26 261 «[7Fila5 — Fila3]
7Fila4 : 0 0 14 140 14 —112 7Fila5: 0 0 14 14 182 182
—Fila3: 0 0 —14 -2 -2 —14 —Fila3: 0 0 —14 -2 -2 —14
7Fila4—Fila3: 0 0 0 138 12 —126 7Fila5—Fila3: 0 0 0 12 180 168
4.1. Quedando
1 1 1 1 21 z 1 1 1 1 21
lo 3 1 1 1 =2 lo 3 1 1 1 2 |
o 0 14 2 2 14! =10 0 14 2 2 4 |
[0 0 2 20 2 —16J lo 0 0 138 —126
0 0 2 2 26 26 0 0 0 12 180 168
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5. Se utiliza el 138 como pivote

2 1 1 1 1 27
[0 3 1 1 1 -2
|0 0 14 2 2 14|
lO 0 0 138 12 —126J
0 0 0 12 180 1684 =« [23Fila5 — 2Fila4]
138—-12 2 23Fila5: 0 0 0 276 4140 3864
69 —6 |3 —2Fila4: 0 0 0 —276 — 24 252
23—2 |23 23Fila5 —2Fila4: 0 0 O 0 4116 4116
1-2 2
1—-1 | 276
6. Quedando la matriz
Xy z w u X y Z w u
2 1 1 1 1 21 2 1 1 1 1 2
[0 3 1 1 1 -2 | |0 3 1 1 1 -2 |
|0 0 14 2 2 14|=|0 0 14 2 2 14|
0 0 0 138 12 -126 lO 0 0 138 12 —126J
0 0 0 12 180 168 0 0 0 0 4116 4116
7. Resolviendo la ecuacién
(5) 4116u = 4116 (4) 138w+ 12u = —126 (3)14z+2w+2u=14
u=1 138w + 12(1) = —126 14z+2(-1)+2 =14
138w = —138 14z = 14
w= —1 z=1
2) 3y+z+wt+u=-2 (1) 2x+y+z+w+u=2
3y+1-14+1=-2 2x—1+1—-1+1=2
3y =-3 2x =2
y=-1 x=1
8. Lasolucion sera
x=1,; y=-1,; z=1; w=-1 ; u=1

B. Método de ecuacion matricial Ax=B

Este método es largo de utilizar debido a la matriz inversa, pero muy util al momento de tener un
software como maple_18 o Wolfram. El método consiste en:

1. Setiene la ecuacion lineal de varias variables

Alx + Azy + A3Z = Bl
{A4x + Asy + A6Z = B2
A7x + A8y + AgZ = 83

2. El método consiste en aislar los coeficientes (44,45, A5 ... Ag) he ingresarlos en la matriz A y las
variables en la matriz x (x, y, z). Asi mismo los valores de la igualdad (B, B,, B3) en la matriz B.

A, A, A, x B,
A: A4 A5 A6 ; X = lyl ; B: BZ
A7 A8 Ag Z B3
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3. Entonces se representa el sistema de ecuaciones del paso 1. De la siguiente manera.

Ax=B Ecuacion 8.1.1

4. Llaidea del método es llevar la ecuacién del paso 8.1.1. en la ecuacién

x=A1x«B Ecuaciéon 8.1.2

5. Despejando para x, matriz de las variables. Practicamente es despejar las variables

Ejemplo 1

Encuentre la solucidn del sistema de ecuaciones
{Zx +3y=4
4x —3y =5

1. Se planteala matriz A, By x de la ecuacién 8.1.1.

S IS R

2. Seresuelve la matriz A, encontrando la matriz inversa

2310]
4 -3 0 1

2.1. Se utiliza el 2 como pivote.

[2 3 1 0] .
4 -3 |0 11 Fila2-2Filal
Fila2 : 4 -3 0 1
—2Filal: —4 —-—6 —2 0
Fila2 — 2Filal : 0 -9 -2 1

[2 3 1 0 ]
0 -9 | -2 1
2.3. Se utiliza el =9 como pivote
[2 3 1 0 ] . 3Fila 1 + Fila2

2.2. Quedando

3Filal : 6 9 3 0
+Fila2: 0 -9 -2 1
3Filal + Fila2 : 6 0 1 1

2.4. Quedando
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2.5. Simplificando ambos lados, para llegar a la matriz inversa

1 0
0 1

O = |
O N -
O] = | =

2.6. La matrizinversa sera

A—l

1
6
1
9

O N~

3. Utilizando la ecuacién 8.1.2. Multiplicando la inversa encontrada con la matriz de igualdad (B)

x=A1xB

[g] == *X=1, =

Ol R | =
/-~
N =
*
S
N————
+
/-~
N =
*
Ul
N————

Wl LN W

Ol N =

=
I
—
< =
I

5. Por tanto, se llega a la respuesta:

De la misma forma se resuelven las ecuaciones lineales de varias variables. Se encuentra la matriz inversa
para luego multiplicar esa matriz con la matriz de constantes (la matriz B). A continuacidn, se presenta
una aplicacion de la resolucién de ecuaciones, llamada balanceo de ecuaciones. Se resuelve un mismo
problema por ambos métodos.

Balanceo de ecuaciones quimicas

Una aplicacion que se ha vuelto muy comun en ingenieria es el balanceo de ecuaciones, plasmados por
Mendeleiev en quimica. En una publicacién suya “La relacién entre las propiedades de los elementos y
su peso atdmico” plasmo las bases del balanceo de ecuaciones quimicas donde se hace referencia que
la masa no se crea ni se destruye en un proceso cualquiera. Una forma rapida de ver si esta correcto el
balanceo es verificar la cantidad de elementos en la izquierda y por la derecha.

H,0 — H,0 (balanceada por dos de hidrégeno y 1 de oxigeno)

H,0 - HO (No balanceada por el hidrogeno)

Ejemplo 1
Balancee la siguiente ecuacidon quimica usando herramientas del algebra matricial
MnS + As, Cryy O35 + H,S0, — HM,0,+ AgH; + C,.S;0,, + H,0
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1. Note que la ecuacién quimica no esta balanceada, por tanto, se hara por algebra matricial

2. Se plantean las variables
MnS + As, Cryo O35 + H, SO, - HM,0,+ A;H; + C,.S50,, + H,0

a b c d e f g

3. Se plantean las ecuaciones identificando elementos.

Mn (Magneso) a=d

S (Azufre) a+c = 3f

As (Arsénico) 2b =e

Cr (Cromo) 10b =f

0 (Oxigeno) 35b+4c =4d +12f+g

H (Hidr6geno) 2c =d+3e+2g

4. Seigualan todas las ecuaciones a cero.
a—d=0 Ecuaciéon 1
a+c—3f=0 Ecuacién 2
2b—e =0 Ecuacioén 3
10b—f =0 Ecuacién 4
35b+4c—4d—-12f—-g=0 Ecuacién 5
2c—d—3e—-2g=0 Ecuacién 6

5. Se arma la matriz con los coeficientes de las variables. Luego se cambia el orden

a b ¢ d e f g a g c d e f b
[1 0 0o -1 0 0 0 1 [1 0O 0 -1 0 0 0 1 Ecuacion 1
| 1 0 1 0 0 -3 0 | | 1 0 1 0 0 -3 0 | Ecuacion 2
o 2 0 0 -1 0 o| _ 1o 0 0 0 -1 0 2 | Ecuacién 3
| 0 10 0 0 0 -1 0 | - | O 0 0 0 0 -1 10 | Ecuacién 4
[0 35 4 —4 0o —-12 -1 J l0 -1 4 -4 0 —-12 35 J Ecuacién 5
0 o 2 -1 =3 0 -2 o -2 2 -1 =3 0 0 Ecuacién 6
6. Se utiliza la fila 6 como pivote. Esto para que los valores de la diagonal no sean ceros.
[ 1 0 0 -1 0 0 0 1 [ 1 0 0 -1 0 0 0
|1 0 1 0 0 -3 0 | Fila2 — Fila6 | 1 2 -1 1 3 -3 0
o0 0 O 0o -1 0 2 |Fila3—Fila6 _ |0 2 =2 1 2 0 2
| 0O 0 0 0 0 -1 10 | Fila4 — Fila6 | 0o 2 -2 1 3 -1 10
0 -1 4 -4 0 —-12 35 0 -1 4 -4 0 -—-12 35
l 0 -2 2 -1 -3 0 0 J l 0 -2 2 -1 =3 0 0
Fila2z: 1 0 1 0 0 -3 O Fila3: 0 O O 0 -1 0
—Fila6: 0 2 -2 1 3 0 O —Fila6: 0 2 -2 1 3 0
Filaz —Fila6: 1 2 -1 1 3 —3 0 Fila3 — Fila6: 0 2 —2 1 2 0

Fila4: 0 O 0O 0 0 -1 10
—Fila6: 0 2 -2 1 3 0 0

Fila4 —Fila6: 0 2 -2 1 3 -1 10
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7. Se utiliza el 1 como pivote

10. Se permuta la fila 5 con la fila 4. Como es ecuacion no importa el signo negativo del cambio.

10 0 -1 0 0
0 2 -1 2 3 -3
00 -1 -1 -1 3
0 0 0 0 1 -1
0 0 0 —-13 -4 -6
l 0 0 0 0 -1 0
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1 0 0o -1 0 0 0 1 0 0o -1 0 0 0
1 2 -1 1 3 -3 0 | Fila2 — Filal 0 2 -1 2 3 -3 0
0 2 -2 1 2 0 2 10 2 -2 1 2 0 2
0 2 =2 1 3 -1 10 1o 2 =2 1 3 -1 10
0 -1 4 —4 0 —-12 35 0 -1 4 -4 0 —-12 35
l0 -2 2 -1 =3 0 0 J l0 —2 2 -1 -3 0 0 J
Fila2: 1 2 -1 1 3 -3 0
—Filal: —1 O 0 1 0 0 0
Fila2 — Filal: 0o 2 -1 2 3 -3 0
8. Se utiliza el 2 como pivote.
[1 0 0o -1 0 0 0 1 [1 0 0o -1 0 0 0 1
o 2 -1 2 3 -3 0 | |0 2 -1 2 3 -3 0 |
[0 2 -2 1 2 0 2 | Fila3 — Fila2 |0 0 -1 -1 -1 3 2|
|0 2 -2 1 3 -1 10 i Filad — Fila2 | 00 -1 -1 0 2 10 |
0 -1 4 —4 0 -—12 35 |2Fila5 + Fila2 0 0 7 —6 3 =27 70
l0 -2 2 -1 -3 0 0 J Fila6 + Fila2 l0 0 1 1 0 -3 0 J
Fila3: 0 2 -2 1 2 0 2 Fila4: 0 2 -2 1 3 —1 10
—Fila2: 0 —2 1 -2 -3 3 0 —Fila2: 0 -2 1 -2 -3 3 0
Fila2 — Fila2: 0 o -1 -1 -1 3 2 Fila4 —Fila2: 0 0 —1 -1 0 2 10
2Fila5: 0 —2 8 -8 0 —24 70 Fila6: 0 —2 2 -1 -3 0 O
Fila2: 0 2 —1 2 3 -3 0 Fila2: 0 2 -1 2 3 -3 0
2Fila5 + Fila2: 0 O 7 —6 3 =27 70 Fila6 + Fila2: 0 0 1 1 0 -3 0
9. Se utiliza el —1 como pivote
[1 0 0o -1 0 0 0 1 [1 0 0 -1 0 0 0 1
|0 2 -1 2 3 -3 0 | |0 2 -1 2 3 -3 0 |
lO 0O -1 -1 -1 3 2 | _ oo -1 -1 -1 3 2 |
|o 0 -1 -1 0 2 10 iFila4—Fila3 - |o o o 0 1 -1 8 |
[0 0 7 -6 3 =27 70 J Fila5 + 7Fila3 l0 0 0 —-13 -4 -6 84 J
0 0 1 1 0 -3 0 1 Fila6 + Fila3 0 0 0 0 -1 0 2
Fila4: 0 0 —-1 —1 0 2 10 Fila5: 0 0 7 —6 3 =27 70
—Fila3: 0 0 1 1 1 -3 -2 7Fila3: 0 0 —7 —7 —7 21 14
Fila4 — Fila3: 0 0 0 0o 1 -1 8 Fila5+ 7Fila3: 0 0 0 —-13 —4 -6 84
Fila6: 0 0 1 1 0 -3 0
Fila3: 0 0 -1 -1 -1 3 2
Fila6 + Fila3: 0 0 0 0 -1 0 2



11. Se utiliza el 1 como pivote

10 0 -1 0 0 0 10 0 -1 0 0 0
02 -1 2 3 -3 0 02 -1 2 3 -3 0
00 -1 -1 -1 3 2 “loo -1 -1 -1 3 2
00 0 -13 -4 -6 84 “loo 0 -13 -4 -6 84
00 0 0o 1 -1 8 00 0 o 1 -1 8
lo o o 0 -1 0 2 JFila6+Filas lo o o 0 0 -1 10l
Fila6: 0 0 0 0 —1 0 2
Fila5: 0 0 0 0 1 -1 8
Filab+Fila5: 0 0 0 0 0 -1 10
12. Se utiliza el —1 como pivote
(10 0 -1 0 0 0] (L0 0 -1 0 0 0]
0 2 -1 2 3 =3 0 [Flaz—Fila3 |0 2 0 3 4 -6 -2 |
lo o -1 -1 -1 3 2| oo -1 -1 -1 3 2|
|0 0 0 -13 -4 -6 84 i - |0 0 0 -13 -4 —6 84 |
00 0 0 1 -1 8 00 0 o 1 -1 8
lo 0 o o o -1 10/ lo o o 0 0 -1 10l
Fila2: 0 2 -1 2 3 =3 0
~Fila3: 0 0 1 1 1 -3 =2
Fila2 — Fila3: 0 2 0 3 4 -6 -2
13. Se utiliza el —13 como pivote.
10 0 -1 0 0 07l13Flal—Fila4 13 0 0 0 4 6 —847
o2 o0 3 4 —6 -2 [13Fila2+3Filad |0 26 0 0 40 —96 226 |
lo o -1 -1 -1 3 2 |13Fila3—Fila4 |0 0 -13 0 -9 45 -58 |
|0 0 0 -13 -4 —6 84 i - | 0 0 0 -13 -4 -6 84 |
[0 0 0 0 1 -1 8J [0 0 0 o 1 -1 8J
00 0 0 0 -1 10 0 0 0 0o 0 -1 10
13Filal: 13 0 0 —13 0 0 0 13Fila2: 0 26 0 39 52 —78 —26
—Fila4: 0 0 0 13 4 6 —84 3Fila4: 0 0 0 —39 —12 —18 252
13Filal —Fila4: 13 0 0 0 4 6 — 84 13Fila2 + 3Fila4: 0 26 0 0 40 —96 226
13Fila3: 0 0 —13 —13 —13 39 26
—Fila4: 00 0 13 4 6 -84
13Fila3 —Fila4: 0 0 —13 0 -9 45 —58
14.Se utiliza el 1 como pivote
(13 0 0 0 4 6 —847Filal—4Fila5 [13 0 0 0 0 10 -116]
[0 26 0O 0 40 —96 226 |Fila2—40Fila5 | 0 26 0 0 0 —56 —94 |
lo o -13 0 -9 45 -58 |Fila3+9Fila5 |0 0 —13 0 0 36 14 |
lo o 0 —13 -4 —6 84 |Filas+4rias |0 0 0 —-13 0 —10 116 |
l o0 o o0 1 -1 8 J l o0 o0 o0 1 -1 8 J
0 0 0 0 0 -1 10 0 0 0 0 0 -1 10
Filal: 13 0 0 0 4 6 —84 Fila2: 0 26 0 0 40 —96 226
—4Fila5: 0 0 0 0 —4 4 —32 —40Fila5: 0 0 0 0 —40 40 —320
Filal — 4Fila5:13 0 0 0 0 10 —116 Fila2—37Fila5: 0 26 0 0 0 —56 —94
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Fila3: 0 0 —-13 0 —9 45 -158 Fila4: 0 0 0 —13 —4 -6 84
9Fila5: 0 0O 0 O 9 -9 72 4Fila5: 0 0 O 0 4 —4 32
Fila3 + 8Fila5: 0 0 —13 0 0 36 14 Fila4 + 4Fila5: 0 0 0 —13 0 —10 116

15. Se utiliza el —1 como pivote

(13 0 0 0 0 10 —1167Filal + 10Fila6 (13 0 0 0 0 0 -167
I 8 206 1% 8 8 —gg —;92 IFila2—56Fila6 I 0 26 0 0 0 0 —654|
| 0 0 0 —-13 0 —10 116 iFila4—10Fila6 - | 0 0 0 —13 0 0 16|
l0 0 0 0 1 -1 8J Fila5 — Fila6 l0 0 0 0 1 0 —2J
0 0 0 0 0 -1 10 0 0 0 0 0 -1 10
Filal: 13 0 0 0 0 10 —116 Fila2: 0 26 0 0 0 —56 —94
10Fila6: 0 0 0 0 0 —10 100 —56Fila5: 0 0 0 0 0 56 —560
Filal+ 10Fila6:13 0 0 0 0 0 —16 FilaZz—56Fila5 0 26 0 0 0 0 — 654

Fila4: 0 0 0 —13 0 —10 116
— 10Fila6: 0 0 O 0 0 10 -—100
Fila4 — 10Fila6: 0 0 0 —13 O 0 16
Fila5: 0 0 0 0 1 -1 8
—Fila6: 0 0 0 O O 1 —-10
Fila5 —6Fila6: 0 0 0 0 1 0o =2
16. Quedando
a g c d e f b a g c d e f b Numero
[1 0 0 -1 0 0 0] [13 0 0 0 O 0 —16] 0
| 1 0 1 0 0 -3 0 | | 0 26 0 0 O 0 —654]| 0
lo o o o -1 o 2]|_Jlo 0o -13 0 0 0 374| _0
|0 o 0 0 0 -1 10| io 0 0 -13 0 0 16! 0
[0 -1 4 -4 0 -12 35 J lO 0 0 0 1 0 —ZJ 0
o -2 2 -1 =3 0 0 0 O 0 0 0 -1 10 0
13a—16b =0 B Quedando las variables en terminos de b
269 — 654b = 0
13c¢+374b=0 —16b ; —374b ; d—16b ; =2b ; f=10b ; —327b
¢ =0 > a=gzb; c=Tzb; d=gzb; e=2b; f=10b; g="3
—13d +16b =0
e—2b=0

—f+10b=0

17.0bserve que el valor de b debe ser multiplo de 13 para que sea enteros. Asi también, que todas las
variables estan en funcién de b

18.Pruebacon b = 13
aMnS$ + bAs, Cryg O35 + cH,50, - dHM,0,+ eA;H; + [ C,.S30,, + g H,0

16MnS + 134s, Cryy O35 + 374H,S0, — 16 HM,,0, + 26A Hs + 130 C,S504, + 327 H,0
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NOTA: En el problema anterior se dejaron todas las variables en términos de b, pero también puede
dejarlas en términos de cualquiera de las otras variables, donde mi recomendacidn es que debe ser la
variable mas repetida entre las ecuaciones.

Si se desea otro procedimiento se puede utilizar la ecuacién

Matriz inversa [A~1] X Matriz [B] Matriz en terminos det | Ecuaciéon 8.1.2

Donde Matriz t = la matriz de n filas X 1 columna

Ejemplo 2
Balancee la siguiente ecuacion quimica usando herramientas del algebra matricial
MnS + As, Cryy O35 + H,SO, - HM,0,+ A H; + C,.S;0,, + H,0

1. Note que la ecuacién quimica no esta balanceada, por tanto, se hara por algebra matricial
2. Se plantean las variables

MnS + ASZ CT‘10 035 + H2504_
a b c

- HM,0,+ A;H; + C,S;0,, + H,0
d e f g

3. Se plantean las ecuaciones identificando elementos.

Mn (Magneso) a=d
S (Azufre) a+c = 3f
As (Arsénico) 2b =e
Cr (Cromo) 10b = f

0 (Oxigeno)
H (Hidrégeno)

35b+4c =4d+ 12f+ g
2c =d+3e+2g

4. Seigualan todas las ecuaciones a cero.

a—d=0 Ecuacién 1

a+c—-3f=0 Ecuacion 2

2b—e=0 Ecuacidn 3

10b—f =0 Ecuacién 4
35b+4c—4d—-12f—g=0 Ecuacién 5
2c—d—3e—2g=0 Ecuacién 6

5. Se identifica la matriz A y la matriz B. Se elegird dejar todo en términos de la variable b por tanto la
matriz B = todos los coeficientes de la variable b

a g c d e f variable b  variable
1 0O 0 -1 0 0 Ecuacioén 1 071 Ecuacion 1
1 0 1 0 0 -3 Ecuacion 2 0 | Ecuacion 2
. 0 0 O 0 -1 0 Ecuacion 3 . 2 | Ecuacion 3
MarizA =145 o0 0 0 0 -1 | Ecuaciona * MATZB=1a00 pliacion 4
l 0 -1 4 -4 0 -12 J Ecuacién 5 l35 J Ecuacién 5
o -2 2 -1 -3 0 Ecuacién 6 04 Ecuacién 6
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6. Se obtiene la matriz inversa de K

6.1.  Se utiliza el 1 como pivote

1 0o 0 -1 0 0 1 0O 0 0 o0 O
1 0 1 0 0 -3 0 1 0 0 0 0] Filaz—Filal
0 0 0 0o -1 0 0 0 1 0 0 O
| 0 0 0 0 0 -1 0 0O 0 1 0 o0 |
l 0 -1 4 -4 0 -12 0 0 0 O 1 0 J
o -2 2 -1 -3 0 0 0 0 0 o0 1
Fila2: 1 1 0 0 -3 Fila2: 0 1 0 0 0 0
—Filal: —1 O 0 1 0 0 —Filal: —1 O 0 0 0 0
Fila2 — Filal: 0 1 1 0 -3 Fila2z — Filal: —1 1 0 0 0 0
[ 1 0o 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 O 1
lo o 1 1 o -3 -1 1 0 0 0 0]
| 0 0 0 0o -1 0 0 0O 1 0 0 0]
| o 0o 0 0 0 -1 0O 0 0 1 0 0 |
l 0 -1 4 -4 0 -12 0 O 0 o0 1 o J
o -2 2 -1 =3 0 0 0 0o 0 o0 1
6.2.  Se utiliza el —2 como pivote para transformar el cero de la segunda fila y segunda columna.
[ 1 0o 0 -1 0 0 1 0O 0 0 o0 O
| O 0 1 1 0 -3 -1 1 0 0 0 0| Filaz—Fila6
| 0 0 0 0o -1 0 0 0O 1 0 0 0]
| o 0o 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 |
[ 0 -1 4 —4 0 -12 0 0O 0 o0 1 0 J
o -2 2 -1 -3 0 0 0O 0 0 o0 1
Fila2: 0 O 1 1 0 -3 Fila2: =1 1 0 0 O 0
—Fila6: 0 2 -2 1 3 —Fila6: 0 O 0 0 o0 -1
Fila2z — Fila6: 0 2 -1 2 3 -3 Fila2 — Fila6: — 1 1 0 0 0o -1
[ 1 0 0o -1 0 0 1 0O 0 0 o0 0 1
| O 2 -1 2 3 -3 -1 1 0 0 0 -1
| 0 0 0 0o -1 0 0 0O 1 0 O 0 |
| o 0o 0 0 0 -1 O 0 0 1 0 O© |
[ 0 -1 4 —4 0 -12 0 O 0 o0 1 0 J
0o -2 2 -1 =3 0 0 0 0 0 O 1
6.3.  Se utiliza el 2 como pivote para transformar las columnas de abajo en cero.
r 1 0 0 -1 0 0 1 0O 0 0 o 07
0 2 | 2 3 -3 -1 1 0O 0 0 -1
0 0 0 0o -1 0 0 0O 1 0 O 0
0 0 0 0 0 -1 0 0O 0 1 o0 0
0o -1 4 -4 0 -12 0 0O 0 0 1 01 2Fila5 + Fila2
L0 -2 2 -1 -3 0 0 0O 0 0 o 11 Fila6 + Fila2
2Fila5: 0 —2 8 -8 0 -—-24 2Fila5: 0 0 O 0 2 0
Fila2: 0 2 —1 2 3 -3 Filazz—=1 1 0 0 0 -1
2Fila5 + Fila2: 0 0 7 —6 3 =27 2Fila5+ Fila2: =1 1 0 0 2 -1
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Fila6: 0 —2 2 -1 -3 0 Fila6: 0 0 O O O 1
Fila2: 0 2 —1 2 3 -3 Fila2z: =1 1 0 0 0 -1
Fila6 + Fila2: 0 0 1 1 0 -3 Filab+ Fila2: —1 1 0 0 O 0
[ 1 0 0 -1 0 0 1 0O 0 0 O 0 1
lo 2 -1 2 3 =3 |[-1 1 0 0 0 -1 |
lo o o0 o0 -1 0 0 0 1 0 0 O]
| o0 o0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 |
0 O 7 —6 3 =27 -1 1 0O 0 2 -1
l 0 O 1 1 0 -3 -1 1 0O 0 o 0 J
6.4. Se utiliza el 1 como pivote para transformar la tercera columna y tercera fila.
[ 1 0 0 -1 0 0 1 0O 0 0 O 0]
lo 2 -1 2 3 -3 | -1 1 0 0 0 —-1|
lo o o0 o0 -1 0 0 0 1 0 0 O]|Fila3+Fila6 _
| o0 o0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 | -
l 0 O 7 —6 3 =27 -1 1 0 0 2 —1J
0 0 1 1 0 -3 -1 1 0 0 O 0
Fila3: 0 0 O 0 -1 0 Fila3: 0 O 1 0 0 0
Fila6: 0 O 1 1 0 -3 Fila6: —1 1 0 0 0 0
Fila3 + Fila6: 0 O 1 1 -1 -3 Fila3 + Fila6: —1 1 1 0 0 0
[ 1 0 0o -1 0 0 1 0 0 0 O 0]
lo 2 -1 2 3 -3 -1 1 0 0 0 —1]|
|0 o0 1 1 -1 -3 -1 1 1 0 O 0|
| o0 o0 0 0 -1 o 0 0 1 0 0 |
[ 0 O 7 —6 3 =27 -1 1 0 0 2 —1J
0 O 1 1 0 -3 -1 1 0O 0 o 0
6.5.  Se utiliza el 1 como pivote para transformar las columnas de abajo en cero
[ 1 0 0o -1 0 0 1 0O 0 0 0 0 1
o 2 -1 2 3 -3 -1 1 0 0 0 -1 |
| 0 o0 1 1 -1 -3 -1 1 1 0 O 0 |
| o0 o0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 |
[ 0 O 7 —6 3 =27 -1 1 0 0 2 -1 J Fila5 — 7Fila3
0 O 1 1 0 -3 -1 1 0o 0 O 0 Fila6 — Fila3
Fila5: 0 O 7 —6 3 =27 Fila5: — 1 1 o 0 2 -1
—7Fila3: 0 0 —7 -7 7 21 —7Fila3: 7 -7 =7 0 0 0
Fila5 — 7Fila3: 0 0 0 —13 10 -6 Fila5—-7Fila3: 6 -6 -7 0 2 -1
Fila6: 0 0 1 1 0 -3 Fila6: —1 1 0O 0 0 O
—Fila3: 0 0 -1 -1 1 3 —Fila3: 1 -1 -1 0 0 O
Fila6 —Fila3: 0 O 0 0 1 0 Filab — Fila3: 0 O -1 0 0 oO0
1 0 0 -1 0 0 1 0 0O 0 O 0
0 2 -1 2 3 -3 -1 1 O 0 0 -1
0 O 1 1 -1 -3 -1 1 1 0 O 0
0 O 0 0 0 -1 0 0 0 1 O 0
0O O 0 -13 10 -6 6 —6 -7 0 2 -1
l 0 O 0 0 1 0 0 0 -1 0 O 0J
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6.6.

Se utiliza el —13 como pivote para transformar el cero de la cuarta fila y cuarta columna.

1 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 O 0
0o 2 -1 2 3 =3 -1 1 O 0 0 -1
0 O 1 1 -1 -3 -1 1 1 0 O 0
| 0 O 0 0 0 -1 0 0 0 1 O 0 | Fila4 — Fila5
l 0 O 0 -—13 10 -6 6 -6 =7 0 2 —1J
0 O 0 0 1 0 0 0O -1 0 0 0
Fila4: 0 O 0 0 0 -1 Fila4: 0 O 0 1 0
—Fila5: 0 0 0 13 —10 6 —Fila5: -6 6 7 0 -2
Fila4 — Fila5: 0 O 0 13 —-10 5 Fila4 — Fila: —6 6 7 1 -2
[ 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 O 0 0 1
lo 2 -1 2 3 -3 ~1 1 0 0 0 —-1]
| 0 0 1 1 -1 -3 -1 1 1 O 0 0 |
| o0 0 13 -10 5 -6 6 7 1 -2 1 |
l 0 O 0 -—13 10 -6 6 -6 =7 0 2 -1 J
0 O 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
6.7. Se utiliza el 13 como pivote para transformar las columnas debajo en cero.
[ 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 O 0 0 1
lo 2 -1 2 3 -3 ~1 1 0 0 0 -1 |
| 0 0 1 1 -1 -3 -1 1 1 0 0 0 |
| o0 o0 13 -10 5| -6 6 7 1 -2 1 |
[ 0 O 0 -13 10 -6 6 -6 =7 0 2 -1 J Fila5 + Fila4
0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
Fila5: 0 0 0 -—-13 10 —6 Fila5: 6 —6 -7 0 2 -1
Fila4: 0 0 O 13 —10 5 Fila4: — 6 6 7 1 =2 1
Fila5+ Fila4: 0 0 O 0 0 -1 Fila5 + Fila4: 0 0 0 1 0 0
r1 0 0 -1 0 0 1 0 0 O 0 0 1
0 2 -1 2 3 =3 -1 1 0 O 0 -1
0 O 1 1 -1 =3 -1 1 1 0 0 0
0 O 0 13 -10 5 —6 6 7 1 =2 1
0 O 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0
L0 O 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 -
6.8. Se utiliza el 1 como pivote para transformar el 0 de la quinta fila y quinta columna.
[ 1 0 0o -1 0 0 1 0 0 o 0 0]
[0 2 -1 2 3 -3 —1 1 0 0 0 —-1]
| 0 0 1 1 -1 -3 -1 1 1 0 0 0|
| 0 0 0 13 -10 5 -6 6 7 1 -2 1 |
l 0 O 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 OJ Fila5 + Fila6
0 O 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
Fila5: 0 O 0 0 0 -1 Fila5: 0 O 0 1 0 0
Fila6: 0 0 0 0 1 0 Fila6: 0 0 —1 0 0 0
Fila5 + Fila6: 0 0 0 0 1 -1 Fila5 + Fila6: 0 0 -1 1 0 0
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13Filal + Fila4
13Fila2 — 3Fila4
13Fila 3 — Fila4
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Se utiliza el 13 como pivote para realizar los nimeros por encima de el en cero.

6.11.
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13Filal: 13 0 0 —13 0 O 13Filal: 13 O 0 0O 0 0
Fila4: 0 O 0 13 —-10 5 Fila4: —6 6 7 1 =2 1
13Filal + Fila4: 13 0 0 0 —10 5 13Filal + Fila4: 7 6 7 1 =2 1
13Fila2: 0 26 O 39 26 —78 13Fila2: — 26 26 13 0 0 —13
—3Fila4: 0 0 0 —39 30 —15 — 3Fila4: 18 —18 —21 -3 6 -3
13Fila2 —3Fila4: 0 26 0 0 56 —93 13Fila2 — 3Fila4: —8 8 —-8 -3 6 —16
13Fila3: 0 0 13 13 —13 -39 13Fila3: —13 13 13 0 0 0
—Fila4: 0 O 0 —13 10 -5 — Fila4: 6 -6 -7 —1 2 -1
13Fila3 —Fila4: 0 0 13 0 —3 —44 13Fila3 — Fila4: —7 7 6 -1 2 -1
13 0 0 0 -10 5 7 6 7 1 -2 17
| 0 26 0 0 56 —93 -8 8 -8 -3 6 —16 |
| 0 0 13 0 -3 —44 -7 7 6 -1 2 -1 |
| o 0o o0 13 -10 5 |-6 6 7 1 -2 1 |
l 0 0 0 0 1 -1 0 0o -1 1 0 0 J
0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0
6.12. Se utiliza el 1 como pivote para realizar los nUmeros por encima de el en cero.
[ 13 0 0 0 -10 5 7 6 7 1 -2 1 ] Filal + 10Fila5
| 0 26 0 0 56 —93 -8 8 -8 -3 6 -—16 | Fi}aZ — 56F.i1a5
|0 0 13 0 -3 -4 -7 7 6 -1 2 -1 Fila3+ 3Filas
|0 0 0 13 -10 5 ~6 6 7 1 -2 1 Fila4+10Fila5
[ 0 0 0 0 1 -1 0 0 -1 1 0 0 J
0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0
Filal: 13 0 0 0 —-10 5 Filal: 7 6 7 1 -2 1
10Fila5: 0 0 0 O 10 —10 10Fila5: 0 0 —10 10 0 0
Filal + 10Fila5: 13 0 0 O 0 -5 Filal + 10Fila5: 7 6 -3 11 -2 1
Fila2: 0 26 0 O 56 —93 Fila2: -8 8 -8 -3 6 —16
—56Fila5: 0 0 0 0 —56 56 —56Fila5: 0 0 56 —56 0 0
Fila2 — 56Fila5: 0 26 0 O 0 —37 Fila2 — 56Fila5: —8 8 48 —-59 6 -—16
Fila3: 0 0 13 0 -3 —44 Fila3: —7 7 6 —1 2 -1
3Fila5: 0 0 0 O 3 -3 3Fila5: 0 0 -3 3 0 0
Fila3 + 3Fila5: 0 0 13 0 0 —47 Filal + 10Fila5: —7 7 3 2 2 -1
Fila4: 0 0 0 13 —10 5 Fila4: —6 6 7 1 -2 1
10Fila5: 0 0 0 O 10 —10 10Fila5: 0 0 —10 10 0 0
Fila4 + 10Fila5: 0 0 0 13 0 -5 Fila4 + 10Fila5: —6 6 —3 11 -2 1
13 0 0 0 O -5 7 6 =3 11 -2 1
0 26 0 0 0 -37 -8 8 48 -59 6 —16
0 0 13 0 0 -—47 -7 7 3 2 2 -1
0 0 0 13 0 -5 -6 6 -3 11 -2 1
[ 0 0 0 0 1 -1 0 0o -1 1 0 0 J
0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0

6.13.
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Se utiliza el valor el 1 como pivote para transformar los demas valores en cero.
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13 0 0 0 0 -5 7 6 -3 11 =2 11 Filal + 5Fila6
| 0 26 0 0 0 =37 -8 8 48 -59 6 —16 | Fila2 + 37Fila6
| o 0 13 0 0 -47 —7 7 3 2 2 —1 | Fila3 + 47Filaé
l 0 o 0 13 0 -5 —6 6 -3 11 -2 1 | Fila4 + 5Fila6
[ 0 0 o0 0 1 -1 o 0 -1 1 0 OJ Fila5 + Fila6
0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0
Filal: 13 0 0 0 0 -5 Filal: 7 6 -3 11 -2 1
5Fila: 0 0 0 0 O 5 S5Fila: 0 0 0 —5 0 0
Filal + 5Fila6: 13 0 0 0 0 0 Filal + 5Fila6: 7 6 -3 6 -2 1
Fila2: 0 26 0 0 0 —37 Fila2: —8 8 48 —-59 6 —16
37Fila6: 0 0 0O O O 37 37Fila6: 0 0 0 —37 0 0
Fila2 + 37Fila6: 0 26 0 0 O 0 Fila2 + 37Filab: —8 8 48 —-96 6 —-16
Fila3: 0 0 13 0 0 —47 Fila3: —7 7 3 2 2 -1
47Fila: 0 0 0 0 0 47 47Fila6: 0 0 0 —47 0 0
Fila3 + 47Fila6: 0 0 13 0 0 0 Fila3 + 47Fila6: —7 7 3 —45 2 —1
Fila4: 0 0 0 13 0 -5 Fila4: -6 6 -3 11 -2 1
5Fila: 0 0 0 0O O 5 5Fila6: 0 0 0 -5 0 0
Fila4 +5Fila: 0 0 O 13 0 0 Fila4 + SFila6: —6 6 —3 6 —2 1
Fila5: 0 0 0 0 1 -1 Fila5: 0 0 —1 1 0 0
Fila6: 0 0 0 0 O 1 Filab: 0 0 0 -1 0 0
Fila5+Fila6: 0 0 0 0 1 0 Fila3 + Fila6: 0 0 —1 0 0 0
[3 0 0 0 00 7 6 -3 6 —2 1]
| o 26 0 o0 0 o0 -8 8 48 -9 6 —16 |
| o 0o 13 0 0 O -7 7 3 —45 2 -1 |
| 0 0 0 13 0 0 6 6 -3 6 -2 1 |
0 0 O 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
| 0O 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 OJ
7. Se dividen los valores
13 0 0 0 0 0 7 6 -3 6 -2 11 1/13
0 26 0 0 0 O -8 8 48 —96 6 —16 | 1/26
0 0 13 0 0 0 —7 7 3 —45 2 -1 1/13
0 0 O0 13 0 0 -6 6 -3 6 -2 1 | 1/13
0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
0O 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0
"1 0 0 0 0 0 7/13  6/13 —3/13 6/13 —2/13 1/13 1
0 1 0 0 0 0 —4/13 4/13  24/13 —48/13 3/13 -8/13
0 0 1 0 0 0 -7/13  7/13 3/13 —45/13  2/13 —1/13
0 0 0 1 0 0 -6/13  6/13 —3/13 6/13 —2/13  1/13
o0 0 0 10 0 0 -1 0 0 0
| 0 O 0O 0 0 1 0 0 0 -1 0 0

8. Se multiplica la matriz inversa por la matriz (Ecuacién 8.1.2.)
x = A1 X B
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7/13
—4/13
~7/13
—6/13

0
0

6/13
4/13
7/13
6/13
0
0

—-3/13

24/13

3/13

—3/13
~1
0

6/13
—48/13
—45/13

6/13

0

—1

—2/13  1/13 7

3/13 —8/13
2/13  —1/13
—-2/13  1/13
0 0
0 0

8.1. Al multiplicar lamatriz6 X6 y 6 X 1 se tendra de resultado la matriz de 6 X 1. De la forma en que
se distribuyd en el paso 5 en las columnas, las variables, asi quedaran en forma vertical en este

paso.

=
Il
| — |
|
o o 9
e ——————]

8.2. Encontrando los valores se multiplican las matrices

o= (s (o (G (Ho - 3

—16

9 ( >(0)+< >(0)+< )(2)+(13)(10)+( )(35)+(18)(0) _ 327

—C

—f = (0)(0) + (0)(0) + (0)(2) + (=1)(10) + (0)(35) + (0)(0)

9. Quedando las variables en términos de b como:
374

16

a=—

13

Ty

; d=

16, e
1377 €7

é¢Cudando utilizar este método, si es mas largo que Gauss?
Este método se recomienda utilizar en caso de contar con un software como Maple_18 o Wolfram, ya que
es mas practico ingresar la matriz A, luego encontrar su inversa y por ultimo multiplicarla por la matriz B.
Simplemente debe identificar respecto a qué variable quedaran las demas variables (usted escoge si
respecto a, b, c...) y luego armar las matrices correspondientes.

Ejemplo 3

; f=10b ;

( >(0)+< >(0)+< )(2)+(13)(10)+( )(35)+(11)(0) _ 374

4= (DR (Do (G (Do (Do -

—e = (0)(0) + (0)(0) + (=1)(2) + (0)(10) + (0)(35) + (0)(0)

—16

—2
= —10

327
13

Indicar los valores de k para que el sistema tenga una Unica solucidn, no tenga solucidn o tenga infinitas

soluciones

Ing. Brayan Veldsquez

kx+y+z=1
x+ky+z=1
x+y+kz=1
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1. Se arma la matriz que exprese el sistema

x y z No.
k1 1 1
1 k£ 1 1
1 1 k 1
2. Seresuelve la ecuacién como comUnmente se haria.
3. Se utiliza el valor k como pivote
k1 1 1 k 1 1 1
1 k 1 1]kFila2z — Filal = 0 k*—1 k-1 k-1
1 1 k 11kFila3 — Filal 0 k-1 k*—-1 k-1
kFila2: k k? k k kFila3: k k k? k
—Filal: =k -1 -1 -1 —Filal: =k -1 -1 -1
kFila2 — Filal: 0 k*?—-1 k—1 k-1 kFila3 —Filal: 0 k-1 k?-1 k-1

4. Se utiliza el valor k? — 1 como pivote.

k 1 1 1 k 1 1 1
[0 k* -1 k-1 k-1 = [0 k* —1 k-1 k—1]
0 0 k3 +k*—2k k*—k

0 k-1 k*—1 k-1

(k + 1)Fila3 — Fila2

(k+DFila3: 0 k*—-1 (k+1Dk%*-1) k2 —1

—Fila2: 0 —k*+1 —k+1 —k+1
(k + 1)Fila3 — Fila2: 0 0 k3 + k? — 2k k?—k
5. Se factorizan filas para una mejor comprension.
k 1 1 1 k 1 1 1
[O k?—1 k—1 k—1] = [0 (k+D(k—-1) k-1 k—1 ]
0 0 k3+k*>—-2k k?*-—k 0 0 k(k+2)(k—1) k(k—1)
6. Quedando
X y z No.
k 1 1 1
[0 (k+D(k—-1) k-1 k-1 note que: k # 1
0 0 k(k+2)(k—1) k(k—1)

k(k+2)(k—1)z = k(k — 1)

k (k—1) , 1

TCERUED) " (k+2)
7. Encontrando el valor de y
k+1D)k-1Dy+k-1)z = k-1 — > (k+1)(k+2)y+1=k+2
(k+1)y+2z=1 Sustituyendo z k+1)(k+2)y=k+1
(k+1)y+L=1 y=L
k+2 k+2

8. Encontrando el valor de x
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kx+y+z=1

1 1
kx+m m=1
2
kx+k—+2=1

k(k+2)x+2=k+2

}/(k+ 2)x =}«4

1
X =—
k+2
9. Los valores de las variables seran
_ 1 B 1 _ 1
*Tk12 0 YTkyz 0 TTky2

10. Para que el sistema no tenga solucion. Si es k=1 las 3 ecuaciones se convierten en la misma.
k=-2 ; k=1

11. Demostracion para cualquier valor de k utilizando la segunda ecuacion.

kx++kyizzi ! + i + ! 1 > 2tk 1
X y 7 = = = _— =
X+y+kz=1 k+2 k+2 k+2 k+2

12. Por tanto, el valor de k puede ser

6.4.3. Conceptualizacion final de matrices

Una aplicacion directa de matrices en cualquier ingenieria es utilizando el programa Microsoft Excel, el
cual es una hoja de calculo desarrollada por Microsoft para Windows que cuenta con herramientas

graficas, tablas calculares y un lenguaje de programacion llamado Visual Basic.

Excel trabaja con cuadritos Ilamados celdas, cada celda es un dato de una matriz. El conjunto de celdas

es la formaciéon de una matriz (datos ordenados).

A B C D E
1
2
B
4 Ay A, Az
5 Matriz A Ay Asg Ag
6 Az Ag Ag
7

Imagen que muestra la
forma en que se pueden
armar matrices en Excel.

Al buscar empleo de ingenieria, uno de los requisitos que solicitan es el manejo de estos programas. Las
matrices tienen gran aplicacion en Excel, programando hojas de calculo, donde al cambiar una celda (un

dato de una matriz) cambien los demas datos (los demas datos de la matriz)
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Ejemplo 1
Una constructora desea saber el costo de inversion de cada obra y el costo total de inversion de
materiales en tres obras distintas. Teniendo la siguiente informacion:

Estructura Acero Madera Piedra Cemento Quetzales
Puente 44 10 20 100 igg' gg N‘I‘c;m
B = Muro 10 8 18 150 A= : adera
Edifici 55 35 16 300 225.00 Piedra
Hicto 75.00 1 Cemento

1. La Matriz C representard los datos del costo por cada obra
C=BxA
Puente |(44 *650)+ (10 *150) + (20 %225) + (100 * 75) 42,100

C= Muro (10 %« 650) + (8 * 150) + (18 * 225) + (150 * 75) | = (23,000
Edificio [(55# 650) 4+ (35 * 150) + (16 * 225) + (300 * 75) 67,100

Los datos indican que, en el puente, la empresa invertirda Q42,100. En la obra del muro se invertiran
Q23,000. Por ultimo, en el edificio Q67,100.

2. Paraidentificar el costo total, se suman los datos de la matriz C

42,100 + 23,000 + 67,100 = 132,200

3. Larespuesta sera
Puente [Q42,100.00

C= Muro |Q23,000.00 Inversion Total = Q 132,200
Edificio L Q 67,100.00

4. Larepresentacion en Excel de los célculos anteriores sera:
A

Ejemplo Matrices - Matematica Intermedia 1 - Excel Brayan Miguel Veldsquez Garcia é} B

Archivo [MOVSSMM Insertar  Disposicion de pagina  Formulas  Datos  Revisar  Vista Ayuda  PDFelement Q) ;Qué desea hacer?

e J<Bl| =B=2- 24 B g Bx (@] hemc g
SO Calibri KA %7 i g A,unartem General F ) ;“1 E?‘: I(E-Eln EIEE'X FE{ — OdZY Bp
S Copimtomato | N K S - B- & A | s = 1 E Eonteryem - | B % m g 3 S0 e Gl | AN | g b e s
Portapapeles s Fuente s Alineacion s Nimero o Estilos Celdas Edicion ~
R27 - f a
A B C D E F G H J K L M N o P Q R_[+]
1
2 Cantidad De Material Solicitado
3
4 Estructura Acero Madera Piedra Cemento Quetzales | Material
5 Puente 44 10 20 100 Q650.00 Acero
6 MATRIZ B Muro 10 8 18 150 MATRIZA | Q150.00 Madera
7 Edificio 55 35 16 300 Q225.00 Piedra
8 3X4 Q75.00 Cemento
9 4X1
10
11 MATRIZ DINERO
12 Costo Estructura Acero Madera Piedra Cemento Suma MATRIZ C Q42,100.00
13 ial Puente |(Q28,600.00| Q1,500.00| 04,500.00| Q7,500.00, Q42,100.00 C=AXB Q23,000.00
14 Por Cada Muro Q6,500.00] Q1,200.00] Q4,050.00| Q11,250.00] Q23,000.00 Q67,100.00
15 Proyecto Edificio | Q35,750.00] Q5,250.00] (3,600.00] Q22,500.00] Q67,100.00 Total Q132,200.00
16 3X4
17 Total Q132,200.00
18
19
20
21
22
23
24
25
26 |
27 =
Hoja1 @ [T 0|
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7-VECTORES Y
GEOMETRIA

7. VECTORES Y GEOMETRIA DEL ESPACIO

Querido lector, hasta este momento todo lo visto en matematica ha sido en dos dimensiones, salvo
algunos solidos generados al rotar una funcién o los volumenes en geometria basica, pero ahora
analizaremos mas detallado la forma de estudiar este tema.

Este es el ultimo capitulo de nuestro libro, porque es el puente entre matematica intermedia 1 (mate 3
y 4) con la matematica intermedia 2 (mate 5) asi que desde ya le hago la advertencia que, si usted no
sale preparado correctamente en este tema, en la matemdtica siguiente tendra problemas de
comprensién. En mi experiencia como estudiante y docente, este tema es el que mayor dificultad se le
presenta al estudiante, asi que le pido que me siga en la explicacion paso a paso.

Este capitulo es de alta importancia para el ser humano y su vida cotidiana, ya que todo lo vemos,
percibimos y hacemos en tres dimensiones y lo Unico que aprenderemos serd aplicarles lenguaje
matemadtico a esas modalidades cotidianas. Para un ingeniero Civil esta es una de las puertas al mundo
de la altimetria para niveles de tierra, movimientos de tierra entre otras cosas.

En este capitulo se veran los temas: Sistema tridimensional, vectores, figuras cilindricas y planos en el
espacio. Admirando en la portada el quetzal, simbolo de nuestra libertad como guatemaltecos y, sobre
todo, como matematicos, siendo libres con el pensamiento. La portada debe inspirarlo a perseguir en
alto la matematica, tal y como lo hace desde lo alto del cielo tan bella ave, asi como a ser grande en los
temas.
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Coordenadas bidimensionales

Debe comenzar por recordar el sistema de coordenadas rectangulares en dos dimensiones.

y
1. Elplano cartesiano es llamado también plano coordenado. j
2. Elplano cartesiano se divide en 4 cuadrantes. Il CUADRANTE : | CUADRANTE
3. Con el plano cartesiano se trazan funciones, se ubica por !
puntos coordenados o cualquier otra grafica geométrica. _x-s 432 A : N
1.4 ° "
Il CUADRANTE -3 IV CUADRANTE
-4
-5
-y

7.1. Sistema de coordenadas tridimensional
1. Analice la figura 7.1 donde se tiene el isométrico de un saldn de clase de 8 metros por 5 metros. En la
figura 2 se tiene la planta de la clase. En ambas figuras ubique la moneda

® ®

5.00 ®
5.00
INGENIERIA
CUNOC Cx
l .
( — o
| (&
(85
[
IIE A B
1 ‘LQ;
|
(=
(& _ 1
<
Figura No. 1 - Clase en 3 Dimensiones Figura No. 2 Planta De Clase

2. Antes de este capitulo utilizdbamos el sistema de la figura 2 para ubicar la moneda, pero nétese que
tenia carencias en una dimensién pues no veiamos la altura de la moneda.
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3. Para ubicar la moneda en un sistema tridimensional se utiliza el sistema de coordenadas como en la

figura No 3. @ @

5.00

Y
INGENIERIA @

03 CUNOC \

BRAYAN VELASQUEZ

3.00
>
1]

1.00

5.00
nipmnignl
_ N

4,00

O

Figura No. 3 Sistema tridimensional Figura No. 4 Sistema Bidimensional

4. Notese que se introduce una nueva variable que indica el eje de altura, al cual se le ha denotado Z.
Pues bien, ese es el sistema tridimensional, el que incluye tres ejes y al igual que el plano en dos
dimensiones, no siempre es X, Y y Z pero si debe tener los 3 ejes.

5. Tomando el eje de referencia de la figura 3, donde el origen esta en la esquina de la clase, la moneda
estara ubicada en: 7
Moneda (x,y,z) = Moneda (5.00 ,0.40 ,0.50)

Significando que:

En el eje x debe caminar 5.00 metros
En el eje y debe caminar 0.40 metros
En el eje z debe caminar 0.50 metros

Sistema Tridimensional
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El plano cartesiano en 3 Dimensiones también esta divido en octantes (ocho partes) y sus planos divisorios

seran: 7
TERCER 7
OCTANTE

SEXTO
OCTANTE

Ejemplo 1
Ubique el punto A dado por la coordenada rectangular (=2 ,2 ,—4)

1. Setraza el plano cartesiano en 3 dimensiones

2. Se ubica el punto corriéndose 2 unidades al eje x negativo (por eso el —2), luego se corre 2 unidades
al eje y positivo. Por ultimo, se mueve 4 unidades hacia el eje z negativo

Ejemplo No. 2
Determine la superficie que se forma en 3 dimensiones de:

a) x=2
b) y=2
c) z=2
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y=2

Resolviendo Inciso a)
1. Sifuera en dos dimensiones la grafica seria:

6 Y Se proyecta
hacia arriba

Se proyecta
hacia abajo

Inciso b) y c)
4. Tomando el mismo concepto del inciso a) las graficas serian
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Ejemplo 3
Describa y bosqueje la superficie en R3 (tres dimensiones) representada por la ecuacién
x+y=2

1. Se despeja la variable y
y=2—x

Y
2. Setraza la grafica en R? \ ~
N Y=2-Xx

1

-3 =2 -1 0 1 2 3 4 5

3. Lasuperficie en R3 serd

Ejemplo 4

a) Describa y bosqueje la superficie en R (tres dimensiones) representada por la ecuacion
x?2+2z2=4

b) Limite la graficaentrey=—-2 y y=2

1. Setraza la grafica en dos dimensiones, relacionando las variables ahi indicadas. También debe notar
que la relacién describe un circulo de radio 2

xX2+z2=4

Ing. Brayan Veldsquez @
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2. Eltrazo de la grafica de dos dimensiones se lleva ahora a la 3era dimension.

3. Luego se corre toda la grafica en el eje y, ya que no estd incluida en la ecuacién original para formar
la superficie.

o2

4. Paraelinciso b) se deberd trazar un plano para y = —2 y para y = 2 quedando de la siguiente
forma. Note en la gréfica de la derecha que se forma un cilindro

De esta forma se van transformando superficies en tres dimensiones, sin necesidad de hacer rotar gréficas
bidimensionales. Este tema se abordara de manera mas extensa en el capitulo 7.5 llamado cilindros y
superficies cuadricas en donde aprenderemos a trazar graficas como z = x2? + y2. Las ideas del plano en

tres dimensiones se han dejado plasmadas en el capitulo 7.1.
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7.2. Distancia en tres dimensiones

Recuerde que la distancia entre dos puntos, en un sistema bidimensional es:
D2 = (x, —x1)%2+ (¥, —y1)®  Se obtiene por pitigoras

Para un plano tridimensional :

PAX2Y222)

X
P1(X1.Y1,21)

-3

é¢De donde se obtiene la formula?

1. Suponga que se tienen dos puntos ubicados en el espacio
Z

x &
Py(Xy Y Z)
2. Se proyecta la distancia entre ambos puntos al plano XY. La distancia D1 se obtiene por el teorema de
Pitagoras.
Yo s o)
W
Di? = (= %)% + (v — y1)? ! .
Py(X,Y) D, ® P2(X,,Y2)

D, = \/ (X — %)%+ (y2 —y1)?

X P.(X, r’j_-i__\.Pz(XZJyz) Y

PROYECCION
CON Z=0

3. Teniendo la distancia D1 se proyecta esa misma distancia en el plano cartesiano para obtener la
distancia D en términos de los puntos coordenados, nuevamente se aplica Pitagoras.

z

D?= D,” + (z, — z,)?
Sustituyendo D1

D% = (xq — xz)z + (v, — )’1)2 + (2, — Z1)2

D= \/ (X1 —x2)2 + (2 —y1)2 + (2, — z1)? X

D=+ (x;—x)%+ (¥ — y1)? + (2, — 21)? Ecuacién 7.1

Ing. Brayan Velasquez 322



Ejemplo 1
Halle las longitudes de los lados del tridangulo PQR. ¢ Es un tridngulo rectangulo? ¢Es un tridngulo isdsceles?
p33,-2,-3) @(,0,1) R@1,2,1) Q

1. Dada la descripcion del problema el triangulo serd

P R
2. Se procede a encontrar la distancia PQ siguiendo la férmula 7.1.
P(3;_2;_3) Q(7I0I1)
PQI= (7 =32+ - (-2))2+(1—(-3))% = J42+22+42=+36 =6
3. Ladistancia PR siguiendo la férmula 7.1.
P(3,-2,-3) R(1,2,1)
PQI = V(1 =32+ (2= (202+ (- (-3)? = J(-2)*+4°+42=V36 =6

4, Lladistancia QR sera utilizando la formula 7.1.
Q(7,0,1) R(1,2,1)
IQR] = (I =72+ (2 -02+(1-1% = J(-6)2+22+02 =40 = 2V10

5. Larespuesta que tiene dos lados iguales es:
Un tridngulo Iséscelesde 6 X 6 X 2v10

Ejemplo 2
Al triangulo anterior encuéntrele el area utilizando la férmula de Herdn que utiliza el Semiperimetro

1. Lafdérmula de Herdn indica que, teniendo un triangulo de lados a, b y ¢ su area sera:

i at+b+c
Area = /s(s—a)(s—b)(s—¢c) ; s=——
s = Semiperimetro a b
Area
2. Encontrando el semiperimetro.
PQ| + |QR| + |PR 6+2v10+6
;= PQLHIORI+IPRI _ i‘ 64 vTD :

3. Sustituyendo el dato en la férmula de Herén

Area=[s(s—a)(s—Db)(s—c¢) = J(6 ++/10)(6 + V10 — 6)(6 + V10 — 2v/10)(6 + V10 — 6)

Area = \/(6 +10) = (vV10) * (6 —v10) * (V10) = /10 (36 —10) = 2v65 unidades?

Area = 2465 u? = 16.1245 u?
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7.3. Vectores

En las ciencias exactas se utiliza mucho la palabra vector. A continuacion, le presento cuatro escenarios
para su comprension.

1. Suponga que una persona le pregunta a usted querido lector
v/ ¢Cudantos afios tiene?
v’ Y usted rapidamente le dird: 24 afios (por poner un ejemplo)

¢Cree que necesita decirle algo mas?
La respuesta es NO. Con la magnitud (24) y unidad (anos) del tiempo bastara

2. Suponga que necesita medir la temperatura de su café para saber /‘
si estd en una temperatura agradable. Al hacerlo nota que el o
termémetro indica 36°C y

éCree que necesita decirle algo mas? /

La respuesta es NO. Con la magnitud (37) y unidad (°C) bastara.

3. Suponga que usted va caminando por la calle cuando se escucha
gue ha ocurrido un robo. En eso usted ve pasar al ladrén cruzando
una calle hacia el norte, cuando el policia llega donde usted le a
preguntara: -\ R

AN , € SET2
v' Policia: éHa visto pasar al ladrén? y\' /f

v’ Usted: Se fue corriendo a unos 15 M/

éCree que necesita decirle algo mas?
La respuesta es Si. Necesitaria decirle hacia donde se fue el ladrén (direccién), ya que el policia podria
correr mas rapido que el ladrén, pero en la direccién contraria, por lo que nunca lo alcanzaria.

—

4. Suponga que una caja ubicada en un punto obstruye el paso y que I
estd cerca de una pared. Por tanto, usted debe moverla

aplicdndole 20 Newtons de fuerza. =

éCree que necesita decirle algo mas? L~

La respuesta es Si. Necesitaria decirle hacia donde va el empuje de la caja, ya que si empuja hacia la
derecha la caja topara con la pared y si empuja hacia abajo la caja (apachandola) tampoco se movera
hacia la izquierda. Necesita una magnitud y una direccion en la fuerza.

Conceptualizando

El caso 1y caso 2 son cantidades escalares ya que solamente se necesitaba saber la magnitud con su
respectiva unidad (24 afios y 37 °C).

El caso 3 y caso 4 son cantidades vectoriales, ya que no bastaba con la magnitud de su unidad, sino que
también necesitaba saberse su direccion (hacia a donde apuntaba el vector).
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Medir
Medir es el acto de comparar la magnitud establecida de la regidn con otra similar. A continuacidn, le dejo
una tabla para que diferencie las cantidades escalares con las vectoriales.

Tabla7.1
Cantidades Cantidades Cantidades Cantidades
No. . No. .
Escalares Vectoriales Escalares Vectoriales

1 Distancia Desplazamiento 6 Tiempo Impulso
2 Rapidez Velocidad 7 Area Momento Lineal
3 Masa Fuerza 8 Presion Campo Electrico
4 Trabajo Aceleracion 9 Potencia Fuerza Magnetica
5 Energia Torque

Recuerde que para una cantidad escalar solo necesitamos la magnitud y unidad. Para las cantidades
vectoriales son un escalar mas una direccion.
Diferencia entre distancia y desplazamiento T

distancia .

Piense en la siguiente mesa de 1 metro por 1 metro.

Observe que la medida es la misma si se rota la mesa de la siguiente forma.
Esa medida seria una medida escalar porque solo nos interesa de ella su
magnitud (1) y unidad (metro).

Desplazamiento
Ahora observe la siguiente imagen. La esquina de la mesa del punto P, se encuentra en el origen
(0,0, 0)del plano cartesiano.

Al mover la esquina de la mesa P, a otro punto con coordenadas (X, ,Y;,Z,) ocurrird lo que se conoce
como desplazamiento (variacion de posicién)
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Entonces, como puede observar en la imagen anterior, el desplazamiento es una distancia a una direccidn
especificada (cantidad vectorial que no es mds que cantidad escalar con una direccidn y sentido).

Esta diferencia es importante que usted la maneje querido lector, ya que le serd util en la practica como
en el tema de torca. La misma diferencia ocurre en el tema Rapidez y Velocidad, ya que la rapidez es una
cantidad escalar (magnitud y unidad) en tanto que la velocidad es una cantidad vectorial (cantidad escalar

con una direccion y sentido).

7.3.1. Datos de un vector

1. aunvector se le coloca una flecha como vinculo, para expresar matematicamente que es un vector.

—>
VectorA = A

2. Unvector se ubica en un plano cartesiano.

3. Un vector tiene una magnitud (numero) y una unidad
(metros, newtons, libras, m/s, m/s2...)

4, Un vector tiene una direccion que es un angulo que indica X

MAGNITUD

SENTIDO

hacia donde va el vector. Un angulo positivo se toma en
contra de la direccién de las agujas del reloj, asi como un
angulo negativo se toma en direccién de las agujas del reloj.

5. Un vector tiene un sentido que es la flecha que va en la
punta de este que indica de dénde viene el vector y hacia
dénde se dirige.

6. Un vector tiene también coordenadas o componentes. Se
calculan por funciones trigonométricas
A, = A cosH Ay = Asenf® ; A = Magnitud Vector A

Vector A

Ay

_>
Por tanto, el vector A se pude representar como
Magnitud A a un angulo 8 = (A, ,Ay) = (AcosB,Asend) =

Las componentes de un vector se expresan con la simbologia (A, ,Ay)

El vector en tres dimensiones tendra componentes

—
A = (A rAylAz>
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Ejemplo 1
Encuentre la magnitud del vector A = (4,2 ,4)

1. Paraencontrar la magnitud del vector se debe utilizar la ecuacién de distancia entre dos puntos,

tomando a uno de los puntos, el origen (0,0, 0) 7
»
*{i'\/'(\><6=A
Magnitud vector A = | A 41 =~ X
Al = J(®)?*+(2)2+ (4)? =V36=6 T Y
Ejemplo 2
Halle las componentes x y y de una velocidad de 40 Km/h alz2o0° 18ODKNOO
1. Recuerde que el dngulo en grados esta dado por:
270&

2. Serealiza un diagrama para idealizar las componentes del vector

! 120°
A} 40 Kmih \
Ax
3. Se puede resolver utilizando cualquiera de los dos tridngulos siguientes:
Ax
E i 40 Km/h
! 120°- 90°=30" '
Ay | 40Kmh A E
| :180°- 120°=60%
: Ax
31 sen30° = Cat?to Opuesto — 112;;1 sen60° = Catéto Opuesto — I?Y
Hipotenusa 40m/y Hipotenusa 408m/
_ Km o _ Km — Km o _ Km
A, =408M/, xsen30° = 20 *M/. A, = 407M/, +sen60° = 34.641 "M/,
39 c0s30° = Cate'fo Adyacente _ 11213; c0s30° = Catet-o Adyacente _ QX
Hipotenusa 40m/y Hipotenusa 408m/
_ Km o _ Km — Km o _ Km
Ay =407/, x cos30° = 34.641 M/ Ay = 408M/ x cos60° = 20 M/,

3.3. Larespuesta, viendo las dos graficas sera para ambos casos:
(—20 Km/, -~ 34,641 Km/ )
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Ejemplo 3

Un nifio intenta levantar a su hermana del pavimento. Si la componente vertical de la fuerza que hala F
tiene una magnitud de 110 N y la componente horizontal tiene una magnitud de 214 N, ¢Cudles son la
magnitud y la direccién de la fuerza F?

-

1. Se procede a obtener un diagrama de fuerzas, tomando el hombro de la nifa como punto

Y
I\\
i\

Vector F
110N

2. La magnitud del vector F se encontrard por Pitagoras 214N

|F| = /1102 + 2142 = ,/57,896 = 240.062N

3. Ladireccion del vector sera

Cateto opuesto 110N 55

tan 0 = = =
an Cateto adyacente 214 N 107
0 =tan?! ( >5 ) D jando el 4&ngul
=tan™" {757 espejando el angulo
0 = 27.204°

B

El dngulo del vector serd
180°—0 = 180°—27.204° = 152.796°

b

La respuesta serd
240.062N a 152.796°

7.3.2. Vector unitario

Un vector unitario es un vector sin dimensiones, cuya magnitud es exactamente 1. Su direccién se utiliza
para dirigir a un vector cualquiera. En un vector unitario se utilizan los simbolos
i(1,0,0) para x,j (0,1,0) paray y k(0,0,1) para z.

e Paraidentificar al vector de 10 m a 0° es mas facil decir: 101
e Paraidentificar al vector de 20 N hacia el oeste (180°)es mas facil decir: —20 i
e Paraidentificar al vector de 5 m/s hacia el sur (270°) es mas facil decir: —5

Un vector se puede representar utilizando vectores unitarios o también utilizando las componentes
A = Ad+Aj+Ak = (A A AY)

Ing. B Vel
ng. Brayan Veladsquez 328



Para encontrar el vector unitario de un vector cualquiera, se debe encontrar la magnitud del vector dado
y luego dividir las componentes dentro de esa magnitud.

A )
u=—" Ecuacion 7. 2.
|A|
A A A A
u = ﬁ = | = ’ - , 2 )
\[AXZ + A2+ 4,7 \[AXZ + A2+ 4,7 JAXZ + A2 +A,7
Ejemplo 1
Encuentre el vector unitario de 4 m a 36.8699°
1. Se obtienen las componentes del vector dado. i
4 |

Ay = 4% cos(36.8699) ; Ay =4 +sen(36.8699) m : Ay

A, =320m ;0 Ay =240m i

A= 320i+240j = (3.20,2.40) :

AX

2. Se obtiene la magnitud del vector A

|A| = /3.202 + 2402 =
|A| = 4

4  (comprobacidn de la hipotenusa original)

3. Se aplica la ecuacién 7.2. para encontrar el vector unitario.
_ A _ (3.20,2.40) _ (3.20 2.40) — (08, 06)
u = |A| - 4 - 4 ) 4 - . ) . 4 m

4. Prueba del resultado, se encontré su magnitud, donde
debe serigual a 1. 10

lul = /082 + 0.62 = v1.00 = 1.00 °

08

5. Elresultado sera
u=(08, 0.6)

Ejemplo 2
Halle el vector unitario que tenga la misma direccién que el vector 8i —j + 4k

1. Se nombrard al vector como A como referencia y el vector dado tiene componentes:
A = (8 y 1 ) 4)
2. La magnitud del vector sera

|Al= {82+ (-1)2+(4)2 = V81 = 9
3. Elvector unitario, siguiendo la ecuacion 7.2. Serd

A 8, -1,4) 1 8 1 4

“ 1Al T [A] -9 9’79’9

u
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4. La comprobacion serd sacando la magnitud del vector unitario y verificando que sea 1

Y 4 A s i VR NG bad
u= 19 5) T\9) = [s1teiter T g1 ~ V1 = 1 (comprobado)

(8,-1,4)
5. Larespuesta sera

(8/9,—1/9,4/9)

7.3.3. Operacion entre vectores

A. Suma y resta de vectores

La suma de vectores es de alta importancia, ya que nos sirve para obtener un solo vector a partir de la
suma de dos o0 mas vectores. En vectores, la resta sigue siendo una suma, lo Unico que cambia es que al
vector que estd restando se le invierte la direccion.

1. Piense en una persona que camina 20 metros hacia el Norte (a 90 grados) y luego 30 metros hacia el

Este (a 0 grados). N
30 m Este
20 ’/
15 - -
20m .~  RESULTANTE
Norte ™ el
5 "/,”\e
O .5 0 : 5 10 15 20 25 30 E
5
S

2. El desplazamiento de la persona puede omitirse en tanta vuelta si se toma un vector resultante a un
angulo 0. Para obtener ese vector resultante se suman ambos vectores. Los métodos para obtener el
vector resultante son:

e Método del tridangulo (para dos vectores)
e Método del paralelogramo (para dos vectores) Métodos geométricos (a escala)
e Método del poligono (para dos o mas vectores)

e Método de las componentes (para dos o mas vectores) } Métodos analiticos

Para fines del curso de matematica intermedia 1y de este libro, solamente se analizara el método de las
componentes para sumar y restar vectores.
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Método de las componentes

Este es el método mas sencillo y eficaz de sumar y restar vectores, ya que, a comparacion de los métodos
graficos, este método es exacto y preciso.

1. Se descompone cada vector que se esté sumando en sus componentes.
B = B,i + Byj C=Cii+Cyj

2. Se suman las componentes en x y las componentes en y justo como lo muestra la siguiente imagen.

. Cy
Ay

Cx
Resultante

X X

=Y

3. Lasumade los vectores A, By C sera el vector resultante R.

R = +B+C
szzxz + B, +Cy +ony R = Ryl + Ryj
. —Z o aBoaC tand = Cat.Opuesto Ry
y = y= y Ty Dy ans = ot Adyacente R,

Como puede observar en las figuras anteriores, la suma de vectores sigue reglas geométricas y no
aritméticas. También aplica para 3 dimensiones simplemente sumando sus componentes en z.

Ejemplo 1
Un ciclista recorre 20 m hacia el Norte, luego 30 m hacia el Noroeste a 30° respecto a la horizontal, 10 m
al este y finalmente 10 m al sur. ¢ Cual es su desplazamiento?

40 C=10m
. . . Al Este
1. Se realiza un diagrama de desplazamiento ]
30 Al Noroeste D=10m
Al Sur
25
30° :
204 H
1
1
A=20m 15 1
1
Al Norte R 1 Ry
10 1
1
1
2. Laresultante serala suma de: 5 0 i
R 1
R= A+B+C+D * :
-15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

3. Las componentes de cada vector seran (ver diagrama de desplazamiento):
A= 20j = (0 , 20)
C=10i = (10 , 0)
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D= -10j = (0 , —10)

3.1.  Elvector Bsera:
B B B B
CR—— = - o — _x = X
sen30° = B 30 cos30 B 30
30 * sen30° = By, 30 * cos30° = By Por tanto
15m =B, 25.981 m = B, B = 25981i+ 15 = (25.981, 15)
4. Sumando las componentes tendremos:
A = (0 , 20)
B = (25.981, 15)
cC = (10 , 0)
D = (0 ,—10) Resultante = R
R= (0+25981+10+0 , 20+ 15+ 0+ (—10))

R =

4.1. La magnitud del radio

(35981 , 25) = 35981i + 25§

|R|=+/35.9812 + 252 = 43.813m

5. Eldangulo sera
25

tand = 2= 981

6. Larespuesta sera

despejando 6

=>

43.813 m a 34.792°

Ejemplo 2

0 =tan™t (

25
35.981

) , 0 =234.792°

Encuentre la magnitud de la fuerza resultante y el angulo que forma con el eje x positivo.

VA

45°

20 libras

30°

=Y

16 libras

1. El problema nos da directamente el diagrama de fuerzas, se procede a obtener las componentes de

cada uno de los vectores.

F,, = Vector de fuerza de 20 Libras

Cat.Opuesto  F F
sen45° = — P = 2 2

Hipotenusa  |F,o| 20

20 sen45° = Fy,

14.142 Lb = Fyy

Cat.Opuesto  F F
sen30° = — p = 1% _ 20y

Hipotenusa  |Fi4| 16

16 sen30° = Fyqy

Ing. Brayan Veldsquez
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Fi1¢ = Vector de fuerza de 16 libras

Cat.Adyacente  Fyoy  Fpox

45° = = =
€S Hipotenusa |Fool 20
20 cos45° = Fypy
14.142 Lb = F,4
Cat.Adyacente  Figy  Figx
c0s30° = = =

Hipotenusa  |Fiq| 16
16 c0s30° = Fygy
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8Lb = F16y 13.856 Lb = F16X

2. Resumiendo las componentes. Debe ver las direcciones de cada vector en el diagrama original y notar

qgue el vector de 16 libras apunta hacia el eje y negativo, por tanto:
F20 = (14.14‘2 ) 14‘.14‘2) F16 = (8 y 13.856)

3. La suma de ambos vectores sera
Foo = (14.142 , 14.142)
F16 = <8 y 13-856)

R=Fy +F,, = (14142 +8 , 14.142 — 13.852)
R =(22.142 , 0.29)

4. La magnitud del vector resultante y el dngulo de elevacién sera:
R=v221422+ 0297 = 22144lb  0=tan"' () =tan™?(

0.29
22.142

) = 0.7504°

5. Larespuesta sera
22.144 Lb 6 = 0.7504°
En la resta de vectores, lo que se hace es invertir el vector de la siguiente manera:

1. Piense en un vector A como lo muestra la siguiente imagen
A

2. Elvector — A serd sumandole al angulo 180° al vector A o invirtiendo el vector.

Y

A

Ejemplo 1
El vector A esta dado por (2 , 4),elvectorB (3, 2)yelvector C(—3,—1). Encuentre el vector resultante
deA—B—-C
1. Setraza el diagrama de vectores indicando cudles son los negativos
4 4
: A
A 2
2 B
1 —C
B -4 3 -2 C -1 1 2 3 4
3 2 =20 1 2 3 [ B
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2. Los nuevos vértices seran: A las componentes de los vectores se les invierte los signos, como se
muestra a continuacion

A= (2,4) Nuevo vector A= (2,4)
B= (3,2) Nuevo vector B= (-3,-2)
C= (=-3,-1) Nuevo vector C= (3, 1)
3. Se suman los vectores
A= (2,4)
B= (-3,-2)
C=(3, 1)

R=(2-3+3, 4-2+1)
R= (2, 3) IR| = /22 4+ 32 = V13 =3.606

4. Elangulo del vector resultante

R 3
= -1 —y = 1) = o
0 = tan (RX) tan (2) 56.31

5. Larespuesta sera:
3.606 unidades a 56.31°

B. Multiplicacidon entre una constante y un vector

Se le llama producto de un vector por un escalar K (un nimero real) a un nuevo vector, cuya magnitud es
igual a la multiplicacion de la magnitud del vector por el escalar.

1. Piense en un vector de magnitud de A (Figura 1). Ese vector se multiplicara por un escalar 4 (Figura 2)
y por ultimo se multiplica por un escalar —4 (figura 3)

4A

Como puede observar querido lector, un escalar puede cambiarle la direccién a un vector al igual que la
resta.
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Ejemplo 1

Encuentre las componentes del nuevo vector que es resultado de multiplicar al escalar 6 con el vector

40ma120°
4
1. Se encuentran las componentes del vector original _iA‘X___-
X Ay | 3
sen30° = — c0s30° = — .
40 40 I 300
40 sen30° = A, 40 cos30° = A, : 2
20m = A, 34.641m = A, AY1 49 120°
| 1
2. Viendo la direccién del vector, se plasma las componentes E N
A= (—20, 34.641) = R E— ] 5

3. Elpaso 1y 2 se pueden resumir ingresando el angulo de 120°
40 cos120° = A, 40 sen30° = A,
—20m = A, 34.641m = A,

4. Se multiplican las componentes del vector original por el escalar.
A= (=20, 34.641)
6A= 6(—20, 34.641)
6A= (—120, 207.846)

5. Larespuesta sera:
6A= (120, 207.846)

C. Multiplicacion entre vectores

Producto punto (producto escalar)

Se le llama producto punto, pero preferentemente producto escalar a la multiplicacion de dos vectores

en donde el resultado serd un nimero, de ahi su nombre “producto escalar”.

1. Piense en dos vectores A y B separados por un angulo 6 como lo muestra la siguiente grafica.

-y
2. Piense en un eje m que pasa directamente en el vector B. La proyeccién de la componente del vector
Aen el eje mserd Y

4 Eje +m

A

2 8

. B

X X

Ing. Brayan Veldsquez
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3. La proyeccion de la componente del vector A en el eje +m sera:

Y
s AY
. At Eje +m
3 ‘\\ i
5 A :
2 \\ : A‘t
1 L
X Am X Eje -m 0 ' Eje+m
-3 -2 -1 2 3 6 7 -
Eje -m P Am
Y

4. La componente del vector A en el eje m positivo sera:

Cateto Adyacente A,
cosf = - = —
Hipotenusa A

donde A = Magnitud vector A

AcosB = A,

5. El producto punto es la multiplicacion del vector B por el vector A, > —»

Se expresa el producto punto entre el vector Ay el vector Bcomo: A - B = Escalar
—> —»
A-B= A,-B
—> —»
A+ B = AcosOb 'B
—> —»
A- B = AB cosO Ay B son la magnitud de Ay B Ecuacién 7.3.

6. También se puede proyectar el vector B en el vector A de la siguiente manera:

Eje +p
Eje -P Bp

Eje +P

Bt

7. Laproyeccion de B en el eje A es B, que le hemos llamado Eje +P sera:

Cateto adyacente _ &

A B =By-A dond 0
- P onde  cose = Hipotenusa B
— —>
A - B = BcosBA
—> —>
A- B = AB cosf Ay B son la magnitud de Ay B Ecuacion 7.4.
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Note que el producto punto es proyectar un vector en otro vector y multiplicar esos valores que nos daran
una constante. Entonces al ver las ecuaciones 7.3 y 7.4 decimos:

— — —> —»
A - B = B - A =ABCos® Donde AyBsonlamagnitudes | Ecuacion 7.5

Conceptualizando

/N
A 2
: 90° ' 180° 1 ‘ A Oo B
1 3 AN B N BN
. \ -3 2 1o 1 2 3 Ty 0 1 2 /3 4 /’7
-1 0 1 2 3 4 /5 y :
"A-B = ABcos(90°) A+ B = ABcos(180°) ‘A-B = AB cos(0°)
A-B=0 A-B=-AB A-B=AB
No se puede proyectar A en B Uno de ellos debe ir para otro lado No necesita ninguna proyeccion
El producto punto en componentes
1. Piense en dos vectores formados por:
—> —>
A= (A, Ay, A,) B = (B,, By, B,)
—> —>
A-B= Ay*By+ Ay, B, + A, *B, = ABCosb
—> —>
A-B= Ay*By+ Ay B, + A, *B, Ecuacion 7.6

Ejemplo 1
Encuentrea-b
a=(-2, 3) b=(07, 12)
1. Se aplica la ecuacion 7.6
a-b=(-2)(0.7) +(3)(12) = —14+36 =346
2. Llarespuesta sera
34.6

Ejemplo 2
Encuentre el angulo entre los vectores
a=4i—-3j+k b=2i—-k
1. Dejando los vectores en sus componentes
a=(4,-3,1) b=(2, 0,-1)

2. Obteniendo la magnitud de cada vector
lal = /42 + (-3)2 + (1) =26 bl =22+02+(-1)2 =5

3. Utilizando la ecuacion 7.6 para obtener el producto punto
a-b=@QR)+(=3)(0)+ (1)(-1) =8+0-1 =7
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4. Se utiliza la ecuacién 7.5
a-b = |a| |b| cosd

7 = /26 % \/5 cos0
7

= cos0 despejando coseno

V26 /5
7
cos™! (\/ﬁ \/§> =0 despejando para el angulo

0 =52.125°

Ejemplo 3
Encuentre el angulo agudo entre lasrectas: x+2y=7 , 5x—y =2

1. Se trazan las graficas encontrando puntos de interseccion, raices e interceptos en el eje y. Luego se
transforman esos puntos en vectores

7 1 _c 5
y =57 35% y =ox
7 1
(igualando) E—Ex=5x—2 = 7—-x=10x—4 => 11=11x
x =1 Elpuntosera: (1,3)
7 1 _c )
}’—2 Zx y =ox
0—7 ! 0=5 2
=5 2x = 5x
0=7—-—x 2 =5x
x=7 2/5=x
4
113
2V s B
]
, (7,0)
1 2 3 4 5 6 7T~s8 o9 2 0| 1 2 3 4 5 6 -7 8 9
1/ 41 (0.4,0)

2. Se encuentran los vectores Ay B utilizando el sentido (flecha) de cada vector. Ambas flechas deben
salir del mismo punto y por eso se toma ese sentido de los vectores.
A= (04—-1, 0-3) B=(7—-1, 0—3)
A= (-0.6 ,-3) B=(6,-3)

3. Se encuentra la magnitud de cada vector

A= /(-0.6)2+(=3)2 = /936 B = (6)2+(=3)2 = V45
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4. Se encuentra el producto punto de ambos vectores
A= (-06,-3) B=(6,-3)
A-B=(-06)(6) +(-3)(-3) = -3.6+9 =54

5. Utilizando la ecuacion 7.6
A-B= |A||B|cosH
5.4 = /9.36 V45 cosO

5.4
0 =cos™!|———| = 74.745°
(=)
6. Larespuesta sera:
0 = 74.745°

Producto cruz (producto vectorial)

Se le llama producto cruz o producto vectorial a la multiplicacién especial de dos vectores, en donde el
resultado sera otro vector, a diferencia del producto punto que el resultado era una constante.

1. Piense en dos vectores A y B separados por un angulo 6 como lo muestra la siguiente grafica:

2. Piense en un eje m que pasa directamente en el vector B. La proyeccién de la componente del vector
A en el eje m sera:

Y

5

4 Eje +m

3

A

2 8

| B
X X

3 2 1 1 2 3 4 5 ] 7
Eje -m 5
=Y

3. La proyeccién de la componente del vector A en el eje +m serd

v
‘ At Eje +m :
A A i
: 6 g . At
x ‘ Am X Eje -m 6 ; Eje +m
Ejes-m 2 : " 2 3 E 7 Am
¥
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4. La componente perpendicular (a noventa grados) del vector B en el eje m positivo sera:

Cateto Opuesto A )
sen@ = - = —  Despejando: Ay, => A= Asenf
Hipotenusa A

5. La multiplicacion especial llamada producto cruz o producto punto entre el vector A y el vector B es
la multiplicacion entre la componente A, y el vector B.

—> —»
AXB=A*B Donde At y B son magnitudes
_> _’
AXB
—>
B

= Asenf * B Donde At y B son magnitudes
—>
A X B =ABsenf Donde Ay B son las magnitudes de los vectores

6. éQué representa graficamente esa multiplicacion?
De esa multiplicacion se obtiene un nuevo vector llamado C

A C=BXA

— —> —
C =AXB

V C=AXB

e Elvector Csera un vector a 90° del plano que une a los vectores Ay B
e Ladireccion del vector C depende del orden de la multiplicacion de los vectores, ya que no es lo

mismo decir: AXB que BXA
AXB # BXA (Verlaprueba de la mano derecha)

e La magnitud del vector C sera igual a
C=ABsen0

7. Prueba de la mano derecha
La prueba de la mano derecha se utiliza para saber la direccién del vector C, conociendo el orden de la

multiplicacion

7.1. Piense en el vector BXA

\{ C=AXB

7.2.  Coloca su mano derecha sobre el vector B (porque estd multiplicando primero)
X A

s

,e_

Ing. B Vel
ng. Brayan Veladsquez 340



7.3.  Cierre sumano en direccién al vector A.

7.4. Note que, al cerrar completamente el pufio, su dedo gordo apunta hacia arriba o fuera de la
pizarra (el eje z positivo) _ 4)\
4 C=BXA

El dedo gordo apunta hacia
la direccidn del vector C

7.5. Lo mismo sucederia con el vector AXB, al hacerlo notaria que el dedo gordo apuntaria hacia
dentro del pizarrén (eje z negativo)

R

8. Por tanto, se dice que: >
A X B =ABsenf Ecuacion 7.7
—> > —> —»
AXB=-BXA Ecuacion 7.8

El producto cruz en componentes

éde donde se obtiene la formula?
1. Con la prueba de la mano derecha y tomando la ecuacién 7.8 decimos

iXi=(1)(1)sen(0) =0 iXj=(1)(1)sen(90) =1 mano derecha iXj=k
7Xj=(1)(1)sen(0) =0 jXk=(1)(1)sen(90) =1 mano derecha jXk =1
kXk=(1)(1)sen(0) =0 kXi=(1)(1)sen(90) =1 mano derecha kXi=j /-1
2. Piense en dos vectores formados por: X

_> _»
A= (Ay, Ay, Ay B = (Bx, By, By)

2.1. Se multiplica cada componente de A con cada componente de B.

—> —>
C=AXB = (G, C, Cy)
—> —>

A X B = AXBy + A, XBy + A,XB, + A,XB, + A XB, + A XB, + A,XB, + A, XB, + A,XB,
Enbase al paso 1. A,XBy =0 (porque iXi=0) Asicomo: AXB, = (AXBy)I?,
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XB =%+ AXBy + A XB, + A XBy +)(Xfy + A XB, + A, XB, + A, XB, +/
AX B = 0+ (ABy)k+(AB,) —j+(AB,) —k+0+(AB,)i+(A,B)]+ (A,B,) — i+
2.2.  Sumando términos semejantes de los ejes.

—> —>
A'X B= (AB, ~AB, ,~AB, +A,B, ,ABy, — AB,)

—> —»
AXB= (Asz —A,By , —(A«B, — A,B,) /AxBy — AyBy )

—>
A X B= (AyB, —A,B, ,—(A«B, —A,By) ,A(B, — A;By) Ecuacién 7.9

Ejemplo 1
Dados:a = i+ 2j —2k,b = 4i — 3k. Hallar el producto vectorialaxb , |axb|, bxa y |bxal

1. Serepresentan los vectores en forma de sus componentes.
a=(1, 2,-2) b=(4, 0,-3)

2. Se utiliza la ecuacién 7.9 para encontrar el producto cruz.
a=(1, 2,-2)
b=(4, 0,-3)
axb = ((2*-3)—(-2x0), —[(1x-3)—(-2%4)] , (1%0)—(2%4))
axb=(-6-0, —[-3+8], 0—8)
axb=(-6 , =5, —18)

3. Encontrando la magnitud del vector axb

laxb | = /(—6)% 4+ (=5)2+ (—8)2 = V125 = 11.1803

4. Se encuentraelvectorbxa

b=(4, 0,-3)
a=(1, 2,-2)
bxa = ((0*x—2)—(-3%2), —[(4x-=2)—(-3%1)] , (4%x2)—(0x1))
bxa=(0+6, —[-8+3] , 8-0)
bxa=(6 , 5, 8)

Comprobando la ecuacién 7.8
axb= —bxa

5. La magnitud del vectorb x a

|bxa | = 1/(6)2 + (5)2 + (8)2

| bxa| = V125 = 11.1803
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Ejemplo 2
Encuentre un vector unitario que es ortogonala: a=i+j e b=i+k

1. Se busca un vector que sea a 90 grados del vector a y el vector b (ortogonal)
2. Se pasa a la forma de sus componentes
a=(,1, 0) b= (1, 0, 1)
3. Se multiplica por el producto cruz para obtener el vector ortogonal al plano de ambos vectores
a=(1,1, 0
b= (1, 0, 1)
axb= (D) -(0)(0), —[(D@D)-O)(D], (1) — (1A
axb=(1, —-1,-1)
4. Se encuentra la magnitud del vectorax b
laxb | = /12 + (=1)2 + (-1)? = V3
5. Elvector unitario a x b serd
axb (1 1.-1)
u =T - = ) - )y
axb | axb | \/g
6. También existe otro vector unitario, siendo el producto cruz de b x a
bxa= (-1, 1,1) seobtienecon: bxa=—axb
7. Elvector unitariob x a sera
bxa 1 -1, 1.1)
u =T = =\- ) )
bxa | bxa | \/g
8. Siendo la respuesta:
1 1
Uyp = —= (1, —1,=-1) 0 Upy = —=¢(-1, 1,1)
axb \/—5—) bxa \/g
Ejemplo 3

Encuentre el angulo entre los vectores

Ing. Brayan Veldsquez

a=4i-3j+k b=2i—k

Se puede obtener por producto punto y por producto cruz. En este ejemplo se conceptualizara por
el producto cruz, se obtiene su forma de componentes.
a=(4,-3, 1) b=(2, 0,-1)

Se obtiene el producto cruz entre ambos vectores
a=(4,-3, 1)
b=(2, 0,-1)
axb=((-3*x-1)—-(1%0) ,—[(4*x—-1)—(1%2)] ,(4%0)—(-3%2))
axb=(3-0,-[-4-2], 0+6)
axb= (3,6, 6)

Obteniendo la magnitud del vectorax b
laxb|l = /324 (6)2+(6)2 = V81 =9
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4. Obteniendo la magnitud del vector a y del vector b
la| = 42+ (-3)2+ (1)?2 = V16+9+1=126
bl = 224+ 02+ (-1)2 = V4+0+1 =5

5. Utilizando la ecuacién 7.7.
|laxb| = |al |b| sen®

9 = /26 /5 send

9 9
———=send => sen!|{——=|= 10
V26+/5 (\/26 \/§>

6. Larespuesta sera
0 = 52.1250°

NOTA: Recuerde que, si desea un resultado escalar, entonces utiliza el producto punto. Si desea como
resultado un vector, entonces producto cruz. En la siguiente secciéon de este capitulo se veran las
aplicaciones fisicas de vectores.

7.4. Ecuaciones de rectas

Para encontrar una recta en un sistema bidimensional se necesitaba tener dos puntos coordenados para
utilizar su ecuacion:

1 y—y0 = m(x — x0)

Para el sistema tridimensional se utiliza nuevamente dos puntos, pero para modelar la ecuacién de la
recta se utilizan dos temas vistos anteriormente: ecuaciones paramétricas y vectores.
z

A(Ax,Ay,Az)

;10

1. Piense en la recta tridimensional 4
B(Bx,By,Bz)
2

-12

-2

2. Teniendo ambos puntos se puede obtener un vector llamado vector directriz (le da la direccién a la

recta) z
4

v B(Bx,By,B
V= (BX - AX ) By - Ay ) BZ —_ AZ> ( X,BY, 2)2 y
L2 0, A(Ax,Ay,Az)

;6
4

X s 4 2
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3. El vector directriz es como la pendiente de una recta en dos dimensiones. Ahora si necesitara un
punto de inicio, se tomara el punto A

r_O:<AX' A Az)

y )

4. Teniendo la directriz del vector y un punto inicial se plantea la ecuacién de la recta en términos de
un parametro t (tomado como una constante que multiplica al vector directriz)

recta =1 donder esun vector
recta = Posicidn inicial + parametro * vector directriz

4
F=Ty4t7

\& V
A(Ax,Ay,AzZ) A(Ax,Ay,AZ)
X % r0 6
6 4 2 « -2 - - rO

N4 (0,0,0)

B(Bx,By,Bz)

N

r= <Ax; Ay; AZ)+t<BX_AX ’By_Ay ’ BZ_AZ)
= (A, Ay, A)+ (t(By—A) ,t(By—Ay), t(B,—A,)
= (Ay + t (Bxy—Ay), Ay+ t(By —Ay), A, +t (B, —Ay))

= (Ax+ t(Bx—Ay), Ay+ t(By—Ay), A, +t(B,—A,)) | Ecuacién 7.10

Donde t es el dato cambiante como un parametro (ver capitulo 3 de este libro) dado su dominio por un
numero real (entero, fraccién e irracional)

5. A menudo, los textos presentan el vector de la recta como
a=By,—A;, ; b=B,—-A, ; c=B,—A,
Ax:xo ) Ay:3/0 ) AZ:ZO

6. Sustituyendo en la ecuacion 7.10
r= (A + t(By— Ay, Ay+ t(By —Ay), A, +t (B, —Ay))
r=(xg+ta, yo+tbh, zy+tc)

r=(xg+at, yo+bt, zo+ct) Ecuacion 7.11

La direccidn de la recta no importa, sino la recta y su tamafio de trazo que se definira por el intervalo t

Como T es un vector con coordenadas { x(t), y(t) , z(t))

7. Otra forma de expresar una recta de forma paramétrica es:

X =xy+at Y=y, +bt ; z=2zy+ct
8. Despejando parat en cada ecuacion
xX—Xx — zZ—2z
0 _ , Y—Yo _ ¢ , 0 _
a b c

9. Comot es el mismo parametro, se tiene:

X=Xy Y~ Yo _ Z7Z
a b o

=t Ecuaciéon 7.12
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La ecuacion 7.12 se utiliza para obtener las ecuaciones simétricas. Conceptualizando, la ecuacién de una
recta esta dada por una ecuacién paramétrica que al ingresar distintos valores de t le va dando distintos
tipos de vectores que al unirlos grafican una recta.

Ejemplo 1
Encuentre una ecuacién vectorial, las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones simétricas de la recta
que pasa por A(2,4,3) y B(3,2,1). Luego trace la gréfica de la recta y analicela.
1. Se procede a obtener la pendiente de dicha recta, encontrando sus vectores directores
v =(a,bc)y= 3-2,2—-4,1-3)=(1, =2, —=2)
a=1; b=-2 c=-2

2. Laecuacion de la recta vectorial estara dada por:
Tomando el punto inicial como A (2,43) xo=2; yo=4 ; z,=3

Ff=(Q2+1xt, 4—2*t, 3—2x*t)
F=(2+t, 4—2t, 3—2t)
3. Larecta expresada de forma paramétrica sera:
x=2+4t ; y=4-2t; z=3-2t

4. Las ecuaciones simétricas seran (utilizando la ecuacién 7.12)

X — Xo Y —=Yo Z—Zy
= e =t
a b c
x—=2  y—4 Z—3_t
1 =2 =2
2 = ! +2 = ! +3
XTe m Ty Te s T 2Ty

Estas relaciones se utilizan para graficar las vistas del isométrico que es la recta. También se utiliza para
encontrar puntos en caso de que se diga, cuanto es x y y siz =0
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1
X—2=—-zy+2

2

5. Larecta como isométrico sera:

2 = 14
X = 2y

2 = 14
X = Zy

2 = 14
X = Zy
Ix—2=z

1,3
Ty TeT;5

© b b o

2=-1442
X = 2Z 2

o+3
0) +3

7
*=3
y=1

7
Intercepto = (E , 1, 0)

También se pudo haber resuelto el paso 6 con la respuesta del paso 3, utilizando el parametro t

Ejemplo 2

La recta que pasa por (—2,4,0)y (1,1,1), éEs perpendicular a la recta que pasa por (2,3,4)y

(3,-1,-8)?

1. Elvector directriz de la recta 1 (lo que llamamos pendiente en este texto) sera:
i\71 = (1_ (_2)I1_4I1_0> = <3I_3I1>

2. Elvector directriz de la recta 2 sera

Ing. Brayan Velasquez
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3. Si son perpendiculares deberia haber 90 grados entre ambas rectas. Para ello nos auxiliamos del
producto punto, para averiguar cuantos grados hay entre ¥, y ¥,

3.1. Lamagnitudde ¥,y ¥,
0= VB EHIZ = V10 5] = YT+ (02 + (-12)7 = V16l

3.2. El producto punto entre ambos vectores
‘71 = (3 ) _3 ) 1)
v, =(1,-4,-12)
¥, 9, =)D+ (-3)(-4)+(1)(-12)=3+12-12 = 3
4. Comprobando el dngulo

~ ~

¥, -V, = |9,/ |V,] cosb

3 =+/19 V161 cos®

0 = cos = 86.8906° (No son perpendiculares)

- (JE?/M)

NOTA: Aunque las rectas no se intersectan, con los vectores directrices se pueden obtener los angulos
entre las rectas.

Ejemplo 3
La recta que pasa por (—4,—6,1)y (—2,0,—-3), ¢Es paralela a la recta que pasa por (10, 18,4)y
(5,3, 14)?

1. Elvector directriz de la recta 1 (lo que llamamos pendiente en este texto) sera:

2. Elvector directriz de la recta 2 sera
¥, = (—-10, 3—-18,14—-4) = (-5,-15,10)

3. Lamagnitud de ¥, y ¥,

il = Y2+ 62+ (=47 = V56 [l = {(=5)? + (-15)? + (10)* = V350

4. Elproducto punto entre ambos vectores sera:
v, = (2, 6,—4)
v, = (-5,-15,10)
v, -V, =@2)(-5)+(6)(—15) + (—4)(10) = —10 —90 — 40 = —140

5. Comprobando el angulo

V- 9, = |‘71| |‘72| cosd
—140 = /56 V350 cosb
—140
0 =cos™! (—) = cos™1(—1) = 180°
V56 4/350

Comprobando que las rectas son paralelas.
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Ejemplo 4
Dibujar y obtener las ecuaciones paramétricas y simétricas de: La recta que pasa por (0,1,4) y es
perpendicularav, = (2,-5,1) , v, = (=3, 1,4)

1. Se obtiene el vector perpendicular a v, y a v, a través del producto Cruz (vectorial)
v, = (2,-5,1)
v, = (=3, 1,4)
v3= vy Xvy = ((=5%4)—(1x1), —[(2x4)—(1%-3)], 2x1)—(-5%-3))
v3= v Xv, = (=21, —11 , —13)

2. Se tiene el vector directriz de la recta (la pendiente de la recta). Ahora se utilizard la ecuacion 7.11
para obtener la ecuacidon paramétrica

Datos

Xo=0 yo=1 2z,=4 =-21 b=-11 c¢=-13
(xo+at, yo+bt, zo+ct)
(0—21¢t, 1—11t, 4—13¢)
(

—-21t, 1—-11t, 4—-13¢)

=

=
I

3. Las ecuaciones paramétricas seran:

x = =21t y=1-11t z=4-13t

4, La ecuacion simétrica serd utilizando la ecuacién 7.12

X — X Y=o Z—Z
= = =t
a b c
x=0 y—-1_ z—4_t
-21 ~  -11  -=-13
X y—l_ z—4
-21 —-11  -13

5. Para el trazo de la grafica se plotean dos puntos
t=0 A(0,1,4) ; t=1 B(-21, —10, —-9)

Ejemplo 5

) i x—1 y—-2 z+1 x+2 y+1 z-3
Calcular la menor distancia entre: = = . = =

5 3 2 ' 4 2 -3
1. Se dejala primera recta en términos del parametro t utilizando la ecuacion 7.12.
x—1 -2 z+1
=t ; y—« =t ; =t
5 3 2

x=5t+1 y=3t+2 z=2t—1

2. Se deja la segunda recta en términos del parametro t utilizando la ecuacién 7.12.
x+2 . y+1 . z—3

4 r T S
x=4t—2 y=2t—1 z=-3t+3
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3. La funcién distancia entre ambos puntos, tomando en cuenta que ambas rectas tienen el mismo
pardmetro.

D= \/(Xz —x)2+ (v, —y1)2 + (2, — ;)2

D=\/(5t+1—(4t—2))2+(3t+2—(2t—1))2+(2t—1—(—3t+3))2

D=(5t+1—4t+2)2+ (3t+2—-2t+1)2+ (2t — 1+ 3t —3)2

D=.(t+3)2+(t+3)2+ (5t —4)?

D =+/t? 4+ 6t+9+t%+6t+9+25t2— 40t + 16

D =+/27t2 — 28t + 34
4, Derivando la distancia

dD 54t — 28
dt  2+/27t? — 28t + 34

5. lgualando la derivada a cero
daD B 54t — 28 B
dt  2v27t2— 28t + 34

54t —28 =0
t_28_14
T 54 27

6. Sustituyendo el valor de t en la distancia

D =+/27t% — 28t + 34

() - f7(B2Y - 2s(2)+3a = |22 - sa7itsunida
27) ~ 27 27 |27 T unidades

7. Para encontrar el punto de interseccion de ambas rectas se igualan los valores:

x=5t+1 y=3t+2 z=2t—1
x =4t — 2 y=2t—-1 z=-=-3t+3

X=X y=y zZ=12z
5t+1 =4t—-2 3t+2=2t-1 2t —1=-3t+3
8. El punto de encuentro sera
x(=3)=5(-3)+1 y(=3)=3(-3)+2 z(=3)=2(-3)-1
x(=3) =-14 y(=3) = -7 z(=3)=-7

Interseccion = (—14,-7,-7)
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7.5. Ecuaciones de planos

La descripcion matematica de un plano en el espacio es mas complicada que la descripcion de una recta,
ya que en el plano necesita conocer un vector, como el vector directriz de una recta, pero este vector es
un vector normal al plano, significando que tiene 90 grados en cualquier punto del plano y el vector.
Este vector es el que le da la inclinacion al plano, tal y como lo muestran las siguientes figuras:

- Plano
n

Inicialmente en este capitulo se trato el tema de planos en el espacio, trazando el planox =2,y =2y
z = 2 pero ahora se profundizard mas en el tema, ya que como ha visto, existen planos inclinados
guiados por un vector normal. 7

X Y
-Z
2. Como lo muestra la imagen, se tienen para ese plano

2.1.  Un vector normal al plano n con componentes que le
dan direccidn

1. Piense en el siguiente plano:

Ai=(a, b, c)

2.2.  Un punto inicial Py(x,,V,2,) que genera un vector
desde el punto inicial (0,0,0) el cual es 1

fo = (X0, Yo, Zo)
2.3.  Unvector que conecta el punto inicial (0,0,0) con el punto P(x, y, z) es el vector T.

t =(x,y,z) cualquier punto del plano

3. Elvector T — 1y es el vector paralelo al plano. Asi mismo el vector T — 1 y el
vector 7 se tienen 90° entre ellos.

4. La multiplicacion por producto punto entre T — 1, y 71 sera:

" a 0k
fi-(t—r1y) = In|l|r—ry|cos90° = 0 _&t
f-(fF-fR)=0 r-ro

5. Sustituyendo las componentes de cada vector del paso 2.
<a: b: C) ' [(x'y'Z>—<xo:)/o:Zo>] =0
(a, b, ¢c) " {x—xy, YV=Y9, 2—25) = 0
a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—2,) =0

alx —xo) +b(y —yy) +c(z—25) =0 Ecuaciéon 7.13
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Ejemplo 1
Encuentre la ecuacién del plano que pasa por el origen y es perpendicular al vector (1,—2,5)

1. Seidentifica el punto inicial del plano, siendo: Py(xy, vy, 7o) = PFy(0,0,0)

2. Notese que nos estan dando el vector normal (perpendicular al plano):
A=(, —2,5) portanto: a=1 hbh=-2 ¢c=5

3. Sustituyendo valores en la ecuacion 7.13
a(x —xo) + b(y —yo) +c(z—2)) =0
1(x—0)—2(y—-0)+5(=-0)=0
x—2y+5z=0
4. Llarespuesta serd
x—2y+5z =0

Ejemplo 2
El plano que pasa por el punto (1,—1,—1) y es paraleloal plano5x —y —z =6

Conceptualizando
Se tiene el punto inicial por donde pasa el plano. Pero se debe obtener la pendiente del plano (por asi
decirlo) con el vector normal que se sabe que tiene la misma pendiente que 5x —y—z =6

1. Elvector normal del plano paralelo serd
S5x—y—z=6
a=>5 b=-1 c=-1 portanto: i =(5,—-1,—-1)
2. Altener la misma inclinacion se busca que el plano 5x — y — z = 6, su vector normal sera el mismo
Aa=(5,-1,-1)
3. Sustituyendo datos en la ecuacién 7.13
alx —xo) +b(y —yo) +c(z—2) =0
S5x—D-1y-(C-D)-1z-(-1)=0
5x—5—-(@y+1)-(z+1)=0
5x-5—-y—-1-z—-1=0
S5x—y—z-7=0
4. Larespuesta serd
S5x—y—z=7

Ejemplo 3
Encuentre la ecuacion del plano que pasa por (0,1,1),(1,0,1)y(1,1,0)

1. Se ubican los puntos en el plano cartesiano en 3 dimensiones, nombrando cada punto.

A(0,1,1)

—N
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2. Se encuentran los vectores paralelos al plano mostrado en la figura.

BC= (B, —Cy, B,—C,, B,—C,) B(1,0,1)
BC=(1-1, 0—1, 1—0)

BC=(0, —1, 1)

AC=(A,—C,, A, —C, , A,—C,)

AC=(0—-1, 1—-1, 1-0)

AC=(-1, 0, 1)

A(0,1,1)

C(1,1,0)

3. Se calcula el vector perpendicular entre los vectores, utilizando el producto cruz.

BC=(0, —1, 1)
AC=(-1, 0, 1)

BCXAC= ((-1+1)—-(1%0), —[(0xD)—(1*=1], (0%0)— (-1 *—1))

BCXAC= (-1—-0, —[0+1], 0—1)

BCXAC= (-1, -1, —-1)
= (-1, -1, —1)

4. Teniendo el vector normal y el punto C como punto inicial se dice:
a(x —xo) + b(y —yo) + c(z—2)) =0
—-1x-1)-1(y—-1)—-1(z-0)=0

—x+1-y+1—-z=0
—x—y—z+2=0
x+y+z =2

5. Larespuesta sera:

x+y+z =2

6. ¢Qué hubiera pasado si se tomaba otro punto inicial?
—1x-0)—-1(y—-1)—-1(z-1)=0
—-x—y+1—-z+1=0

tomando el punto A

x+y+z =2 Obteniendo la misma respuesta

Asi mismo, no hubiera afectado el haber obtenido el vector normal como AC XBC
Tampoco hubiera afectado el haber obtenido un vector ﬁy E’i, ya que el procedimiento hubiera
sido el mismo y simplemente debe aplicar la teoria, querido lector. Recuerde que para el trazo de un
plano debe conocer el vector normal (el que le da su pendiente o inclinacién) y un punto inicial.

Ejemplo 4

El plano que pasa por el punto (6,0,—2) y contienelarectax =4 —2t, y=3+5t,z=7 + 4t

Conceptualizando

Este problema es muy conceptual y depende mucho del manejo de la teoria de los planos. Debe recordar
gue la multiplicacién de dos vectores dentro del plano por el producto cruz nos dara como respuesta un
vector normal, por lo que se debe buscar en este problema las componentes a,b y c.

1. Sitenemos un punto inicial, tendremos el vector r;
P, = (6,0,-2) ro =(6,0,—2)

Ing. Brayan Veldsquez

353



2. Se necesita otro punto ubicado en el plano. Como los puntos de la recta también pertenecen al
plano, se puede ubicar un punto cuando t = 0

x(0)=4-2(0) y(0)=3+500) =z(0)=7+4(0)
x(0)=4 y(0)=3 z(0)=7 Portantoel puntoPlserd P, (4,3,7)

2.1. Sisetiene un punto P entonces también se tendrd un vector r
rl = < 4 ) 3 ) 7 )

3. Para obtener otro vector, podriamos tomar el valorde t comot = 1
x(1)=4-2(1) y(1)=3+4+5(1) z(0)=7+4)
x(1) =2 y(0) =8 z(0) =11 Por tanto el punto P2 serd P,(2,8,11)

3.1. Sisetiene un punto P entonces también se tendrd un vector r
r,=(2,8,11)

4. Los vectores en el plano buscados seran
r,—ro=(2-6, 8—0, 11— (-2))
Ir, — Iy =<_4‘, 8, 13)

f—re=(4—6, 3—0, 7—(=2))
I‘l—r'0=<—2, 3, 9)

5. La multiplicacién entre r, — ry y r; — 1y por producto cruz sera el vector normal.
r,—ro=(-4, 8, 13)
ri—ro=(-2, 3, 9)
(r;—1e) X (r; —19) = A= {a,b,c)
(r; —ro) X (r; —rg) = ((8%9) — (13 %3),—[(—4%9) — (13 % —2)],(—=4 *3) — (8 * —2))
(r;—ro) X (r; —ry) = (33,10,4) = (a,b,c)

6. Por tanto
a=33 b=10 c=4

7. Sustituyendo datos en la ecuacion 7.13. del plano
a(x —x0) +b(y —yo) +c(z—2)) =0
33(x—6)+10(y—0)+4(z—(-2)) =0
33x —198+ 10y +4z+8=0
33x +10y+4z—-190=0
8. Larespuesta serd
33x+ 10y + 4z =190

Ejemplo 5
¢Cual de los cuatro planos son paralelos? ¢ Algunos de ellos son idénticos?
Pi: 3x+6y—3z=3 Py: 4x — 12y +8z=5
P;: 9y =1+3x+62z Py z=x+2y—2
1. Se obtienen los vectores normales de cada uno de los planos.
Pi: 3x+6y—3z—3=0 Py: 4x—12y+8z—-5=0
P;: 0=3x—-9y+6z+1 Py 0=x+2y—2z-2

P,: (3,6,-3) P,:(4,-12,8) Py:(3,-9,6) P,:(1,2,-1)
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2. Se multiplican los vectores por el producto cruz con el vector P,

Pl: <3,6,_3) |P1XP2|=P1P256n912
P,:(4,-12,8) V5040 = V54 V224 senb,,
Pl XPZ = ( 12 ,_36, _60> |P1 szl = 504‘0 612 = 4‘0.20290
Pl: <3,6,_3> |P1XP3|:P1P3.S€TL613
P;:(3,-9,6) V2835 = V54 V126 senB;3
P, XP;=(9,-27,—45) |P, XP;| =+V2835 0,53 = 40.2029°
Pl: <3,6,_3> |P1XP4|:P1P4S€n914
P,:(1,2,-1) 0 = V546 senby,
P,XP,=(0,0,0) |P,XP|=0 0.4 =0°

3. Se multiplican los vectores por el producto cruz con el vector P,
P2:<4‘,_12,8> |P2XP3|=P2P3S€TL623
P;:(3,-9,6) 0 =+v224+V126 senb,4
P2XP3=<O,O,O) |P1XP3|=0 923=00
P, : (4,-12,8) |P, X P,| = P, P, sen®,,
P, :(1,2,-1) V560 = V224 /6 senb,,
P,XP, = (—4,12,20) |P,XP,| =V560 0,, = 40.2029°

4. Se multiplican los vectores por el producto cruz con el vector P,
P3:<3,_9,6> |P2XP3|=P3P4S671634
P,:(1,2,-1) V315 = V126 V6 senbs,
P;XP, = (-3,9,15) |P,XP;| =+315 05, = 40.2029°

5. Para verificar si son idénticos los planos se plotean puntos y se analiza si son iguales.
Pi: 3x+6y—3z—3=0 con Pp: 0=x+2y—2z—-2

5.1. Setomanvaloresparax =0,y = 0 en el planoP1
3(0) + 6(0) —3(z) =3 portanto: z= -1

5.2.  Se sustituyen los valores para P4
O=x+2y—z—-2 (0,0,-1)
0=00)+20)-(-1) -2
0=-1 (por tanto P1 no identico a P4)

6. Para verificar si son idénticos los planos se plotean puntos y se analiza si son iguales.
Py: 4x—12y+8z—-5=0 con P;: 0=3x—-9y+6z+1

6.1. Setomanvaloresparax =0,y = 0en el plano P2
4(0)—12(0)+8z—5=0  portanto: z=15/8

6.2.  Se sustituyen los valores para P4 gi_%xv zﬁy, ‘sjz 3
0=3x—-9y+6z+1 (0,0,5/8) 2oy B |
0= 3(0)—9(0)+6(5/8)+1 P2:4x—12y +82=5

0 =4.75 (por tanto P2 no identico a P3)

7. Larespuesta sera i
P, ParaleloaP, ; P, ParaleloaP;
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Ejemplo 6
Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (1, —1, 1) y que es
perpendicular a larecta 3x = 2y = zy paralelaalplanox +y—z =0

1. Conceptualizando la ecuacion vectorial de una recta
r = (xy + at,y, + bt,zy + ct)
r=(l+at,—1+bt,1+ct) Sustituyendo punto inicial

2. Elvector directriz de la recta buscada sera
vy ={a,b,c) abuscara,byc

3. Buscando el vector directriz de la recta dada
X—Xo _Y—Yo_ Z—Z

3x =2y =2z identificando a, by c:

b c
1 1
a=- b=§ c=1 ; x=0 y,=0 2z,=0 (delasegundarecta)
_<1 1 1)
VZ_ 3l2l

4. Se analiza el plano, donde se nos indica que la recta a buscar es paralela al plano
x+y—z=0
Identificando: a(x —xy) + b(y —yo) + c(z—2,) =0
a=1,b=1y c=-1
n=(1,1,-1)

5. Se necesita obtener otro vector, ya que se necesita plantear tres ecuaciones porque se tienen 3
variables. Este vector deberad ser paraleloal planox +y —z =10

5.1.  Setoma un valor de referenciade x = 1; y = 1. Podria haber sido otro valor
x+y—z=0
1+1—z=0 portanto z =2

5.2.  Elvector 3 a partir del origen hacia P; sera
P3:(11112) V3:<11112>

6. Se plantean las ecuaciones utilizando el producto punto y producto cruz. Como el problema describe
que la recta es paralela al plano, la multiplicaciéon por producto cruz de cualquier vector del plano
por el vector directriz de la recta buscada dara como respuesta la normal.

Vi= (al,b,lc) ) n(1,1,-1)
V2_<§ lE ’ > VA .
v3=(1,1,2)
n-= (1’1’—1> Recta (a,b,c)
V2 V1
vy vy = |vq] [vy] c0s90° | vy -7 = |vq] [n| cos90° ViXV3 = 7l
ViV, =0 v, -i=0 (a,b,c)x(1,1,2)=(1,1,—-1)
1 1
38+5b+c=0 () +1(b)—1() =0 (2b—c ,c—2a,a—b)= (1,1,-1)

2a+3b+6c=0 (1) a+b—c=0(2) 2b—c=13) c—2a=1(4) a-b=-1 (5
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7. Solucionando las ecuaciones: Como se tienen cinco ecuaciones, se resolveran tres de ellas y las otras
dos servirdn de apoyo para comprobacién de los resultados.
c—2a=1 (4) a—b=-1 (5
c=1+2a (4) b=a+1 (5
7.1.  Sustituyendo en (1)
2a+3b+6c=0 (1)
2a+3(a+1)+6(1+2a)=0
2a+3a+3+6+12a=0

17a+9=0
9
=717
7.2.  Sustituyendo en (4) y en (5)
c=1+2a (4) b=a+1 (5
9 9
C=1+2(—ﬁ) b=_ﬁ+1
1 b= 8
‘=717 ~17
7.3.  Comprobando datos con ecuaciones (2) y (3)
a+b—c=0(2) 2b—c=1(3)
LRI S 2(8)+1—1(3)
17 17 17 17) 17
0=0(2) 1=1(3) comprobado

8. Larespuesta sera:
r=(1+at,—1+bt,1+ct) donde: r = Recta Buscada

=(1 91: 1+8t 1 1t)
r= 17" 17" 17

9. Comprobacion grafica

RECTA DADA

7.5.1. Distancia entre un punto y un plano

Esta distancia serd de 90° del plano al punto a evaluar la distancia. Esto es importante al momento de
conceptualizar la distancia en el plano en tres dimensiones, recuerde, que las distancias existen muchas
de un punto al plano, pero al utilizar la ecuacién 7.14 sera la distancia a 90°.

o Pilx1y2.2)
1. Piense en el siguiente plano con un punto P1 coordenado.
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P1(Xy,y1.29)

2. Piense en un punto P, cualquiera que pertenezca al plano,
como lo muestra la imagen de la derecha.

2.1.  Elvector que une el punto 2 con el punto 1 se le denota
¥ con direccidon hacia P1
V=(x1 =X, V1= Y2, 71— Z3)
2.2.  Elvector normal (fi)es el vector directriz del plano
A= {(a,b,c)

In| =+a? + b? + c?

2.3. Ladistancia D es la que se busca (un escalar).

P2 (X2,¥2,2;)

3. Elanalisis de los vectores en el punto P1 por el producto punto:

A9 = |n||v| cosO 0 \Y}
P1(x1Y127)
4. Eltridngulo rectangulo seria: ‘
D
cost = ™ vl D
|v|cos® =D -
Pz(xz:ybzz)

5. Sustituyendo el resultado del paso 4. En el resultado del paso 3.
n-v= |n||v|cos®
n-v= |n|D

BV _ (a,b,c){xy—x, yi—yy, 21— 27)  alxy—x3) +b(y; —¥,) + c(z; — 2;)
In] Va? + b2 + ¢2 Va? + b2 + ¢2
5.1.  Se extiende el producto punto.
D= a(x; —x2) + b(yy —¥2) + c(z; — 2;) _axy + by, +czy —ax, — by, — ¢z,

va? + b? + c? va? + b? + c?
ax, + by, + cz; — (ax, + by, + cz,)
va? + b? + c?

5.2.  Como el punto x,, ¥, , z, es parte del plano, se debe cumplir con la ecuacién del plano:
alx —xo) +b(y —yo) +c(z—2) =0
ax —axyg+ by —by,+cz—czy; =0
ax+by+cz+d=0 d = constante
ax, + by, +cz,+d =0
ax, + by, +cz, = —d

5.3.  Sustituyendo en el resultado del paso 5.2. en el paso 5.1.
D= ax, + by, + czy — (ax; + by, + cz;)  axy+by; +cz; —(=d)  ax; +by; +cz; +d

va? + b2 + c? Vvaz + b2 + c? va? + b2 + ¢?

6. Siendo D positiva, la formula es:

Do lax, + by; + cz, + d|

vaz + b2 + c2

Ecuacién 7.14
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Ejemplo 1
Encuentre la distancia del punto (—6,3,5) al planox — 2y — 4z =8

1. Al querer aplicar la ecuacidn 7.14 se debe identificar a, b, c y d que pertenecen al plano.
x—2y—4z=8
x—2y—4z—-8=0
n=(1,-2,-4) portanto: a=1; b=-2; c=—-4; d=-8

2. Del punto se tiene la informacion:
x1 - _6 )’1 - 3 Z1 = 5

3. Sustituyendo en la ecuacion:

b lax, + by, +czy +d| [ 1(=6)+ (-2)(3) +(-4)(5) -8  |—-40| 40 _ 8728
 N@ 2+ JIZ+ (22 + (—4)2 V2t V2t

4. Conceptualizando

D = 8.728

Ejemplo 2
Determine la distancia entre los planos paralelos 6z =4y —2x ; 9z=1-—3x + 6y

1. Se decide cual sera el plano que se utilizard y el otro plano se tomara como un punto. El plano que
decida tomar es a criterio del matematico (el que decida)

6z =4y — 2x
2x—4y+6z=0
x—2y+3z=0 simplificando por 2

n=(1,-2,3) portanto: a=1; b=-2; c=3; d=0

2. Se identifica el punto. Para ello se utiliza el otro plano paralelo que en este ejemplo sera:
9z =1-3x+ 6y

x=1 y=1 (estepunto usted losdecide) => evaluando: 9z =1-3(1) + 6(1)

9z =4
=1 =1 2
X1 = V1= Zy = 9
3. Sustituyendo los datos en la ecuacién 7.14
4 1 1
_laxitby ez vdl w+Eom+@(GE)+o Bl 30 1
va? + b? + c? \/12 + (—2)? + 32 14 V14 3v14
D = L 0.08909
C o314
I
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7.6. Cilindros y superficies cuadricas

Este es el ultimo tema, cuyo campo de aplicacidon en el mundo real es amplio en cuanto a formar
superficies geométricas, algunas superficies mas conocidas que otras. El ser humano visualiza en tres
dimensiones, pero a menudo es factible analizar superficies en dos dimensiones o analizar las vistas de
una superficie dada.

En esta seccidn solo se aprenderd a dibujar las superficies a partir de una ecuacién matematica en
términos de dos variables (cilindros) y con tres variables (cuadricas). Un andlisis profundo de puntos
maximos, dominios, entre otros temas de superficies que se realizaran en el curso de matematica
intermedia 2 (Mate 5). Las superficies vistas y por ver son:

e Planos (tema ya visto)

e Cilindros (Cilindro parabdlico, cilindro circular, cilindro hiperbdlico, ...)

e Superficies cuddricas (esfera, elipsoide, paraboloide, paraboloide eliptico, paraboloide

hiperbdlico, hiperboloide de una hoja, hiperboloide de dos hojas, entre otras.)

7.6.1. Cilindros
Un cilindro se define como la superficie que tiene todas sus lineas rectas, que son paralelas a la superficie
denominadas generatrices.

ices 3
Z genevamc generatrice® genefamces
- § Z
Y2+Z%=4 X Z=e"
Z=Y*
\ =~ — oS
u—qenemtr\u. o
X — 1 % X Y gen
Qenera[r'\ceS
4 -Z =7

Las tres figuras son cilindricas porque sus lineas son paralelas y la superficie desplazada.

En el curso de matematica basica 2 se analizaron los cilindros de rotacién, donde se trazaba la funcion
en dos dimensiones y luego se rotaba respecto a un eje. Las superficies cilindricas de esta seccién son
similares, se traza la grafica en dos dimensiones y se desplaza o se corre en el eje faltante.

Ejemplo 1
Describa y bosqueje la superficie z = 1 — y? z
2
1. Setraza la grafica en dos dimensiones y vrs z "
(0.1)
y z=1-—y?
-2 -3 0s
-1 0 (-1,0) (1,0) Y
1 2 15 1 05 o0 05 156 2 25
1 0 °
2 -3 4
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2. Se corre la parabola en el eje x, que es el eje faltante en la ecuacién. Se desplaza la grafica del paso 1

hacia el eje x positivo y hacia el eje x negativo.
3. Quedando la grafica:

Al ver la superficie en dos dimensiones se deduce que es un cilindro parabdlico

Ejemplo 2
Describa y bosqueje la superficie xz = 2

1. Setraza lagréfica en R? analizando x vrs y. Siendo esta una funcién irracional Z = — siendo el valor

x=0 una asintota vertical _ Z
-3 -0.667 : z=2/x
-2 -1.000 '
-1 -2.000 T S B S S S
0 Asintota Vertical 1
1 2.000 =
2 1.000 .
3 0.667 .

2. Se traza la grafica de dos dimensiones, en tres dimensiones utilizando el plano cartesiano.
7

3. Corriendo la funcion en el eje y, que es el eje faltante en la ecuacidn, se desplaza la grafica del paso
2 hacia el eje y positivo y hacia el eje y negativo. Las lineas deben ser paralelas al eje y
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4. Quedando la gréfica:

Al ver la superficie en dos dimensiones se deduce que es un cilindro hiperbdlico
]

NOTA: El detalle de la grafica y el angulo de vista depende del matematico, similar a los detalles del
dibujante con los planos en técnicas complementarias. El matematico le agregara los detalles como los
cuadrados que se pueden ver en la grafica final del ejemplo 2 para que se comprenda el descenso de la
superficie.

Ejemplo 3
Describa y bosqueje la superficie z = seny

1. Se traza la gréfica en R? analizando z vrs y. Siendo esta una funcién trigonométrica.
z

-

2. Se traza la grafica de dos dimensiones, en 3 dimensiones utilizando el plano cartesiano. Luego se
proyecta en el eje x, tanto el positivo como el negativo.

3. Se corre la gréfica en el eje x, uniendo las graficas trazadas en el paso 2.

b4
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N

4. Quedando la gréfica:

WY - o ~

7.6.2. Superficies cuadricas
Una superficie cuadrica es la grafica de una ecuacidn en términos de tres variables x,y y z. Los términos
principales de las variables son de segundo grado. Su ecuacidn general es:

Ax? +By?+ Cz> +Dxy + Exz+Fyz+ Gx+Hy+1z+] =0

Donde:
A,B,C,D,E,F,Gy]son constantes

¢COmo se trazan las graficas de las superficies cuadricas?

1. Setrazan las vistas del isométrico o superficie
1.1. Cuandox =0 => Se pasaun plano vertical yz (analiza la elevacién de la superficie yz)
1.2. Cuandoy =0 => Sepasa un plano vertical xz (analiza la elevacién de la superficie xz)
1.3. Cuandoz =0 => Se pasaun plano horizontal xy (analiza la planta de la superficie)

2. Se plantea los cortes de la superficie, variando el corte en cada eje con una constante K. El valor de
la constante. Vulgarmente se dice que es similar a pasar un machetazo en la grafica a un valor k

z=k
x=k
y=k

3. Eltrazo de las superficies es como la de un isométrico cualquiera, en la cual teniendo sus vistas se
imagina y dibuja el isométrico. Se unen las graficas del paso 1y 2 en el plano cartesiano de tres
dimensiones para comprender y por ultimo se le agregan detalles de achurado.

Ejemplo 1
Use trazas para bosquejar e identificar la superficie: x = y? + 4z2

1. Setrazalavistacuandox =0
0 =y%+4z? solorespondea y=0 y z=0
2. Setrazalavistacuandoy =0
1
x=(0)2+4z2 => x=4z*> => ZZiE\/E
Z

15

Z=0.5 /X

05

-0.5
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3. Setrazalavistacuandoz =0

4. Teniendo esas dos vistas se comienza a armar el isométrico, utilizando la imaginacion de que es un
cilindro hiperbdlico que abre hacia el eje x
Z

|

X

5. Para conocer mas del comportamiento de la grafica, se podria conocer el corte en x = 10
x=y?+4z? z

10 = y? + 422
2 2 B0, v(512) °

y z
1= 1—0 + % /T»\Awmm

4 5

Y
6. Quedando en tres dimensiones 1
zZ >
B(10,0,+/(5/2))
—— % Y
A(10,/10,0)
x i
7. La superficie sera un cilindro parabdlico: Z
X
Ejemplo 2
Use trazas para bosquejar e identificar la superficie: y = z? — x?
1. Setrazalavistacuandoy =0 z
y=2z"—x* ,
0 =272 —x? Z=-X Z=X
z% = x? 2
z=xx
5 4 3 2 1 1 2 3 4 5 X
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2. Llavista cuando y = k. Esto para ver si se mantiene el corte en forma de rectas o varia su forma.

k =2z%—x2
2 1
= ? - 7 orma genera

Siendo una grafica hipérbola
Con diagonal k, k

k>0 k<O
7z x? 7% x?
k=1;1==-" | k=— == -
’ 1 1 k 11 1 1
7z x? 7% x?
k=2;1=--" | k=-2 ; 1=2-"
’ 1 1 ' 1 1
7% x? 7% x?
’ 1 1 ' 1 1

3. Lavista de estos cortes en 3D sera:
k<O

4. Se analiza los cortes en el eje z. Para ello se sustituye la constante con z = k
y =22 —x2

y = kZ _ xZ
4.1. Elvalor de k tanto para negativo como positivo daran
la misma parabola
k>0 k<0
k=1 ; y=1-x2 k=-1; y=1-—x?
k=2 ; y=4—x* k=-2 ; y=4—x?
k=3 ; y=9—x? =-3 ; y=9—x?

5. Lavista de estos cortes en 3D sera:
K=3

K=2

wpmmme=ncCs

N

\ 4 5 6

6. Eltrazo de la superficie (isométrico) tomando en cuenta las vistas de los pasos anteriores:
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7. Quedando la superficie cuadrica:

A continuacidn, se le deja una tabla de resumen con las superficies mas famosas.

Tabla7.1.a
No. | Ecuacién Matematica Superficie No. | Ecuacion Matematica Superficie
Esfera Cono e | S
1 5
x2 + yz + ZZ — a2 (a,0,0) 2 xz ZZ
Z 7z
Elipsoide Hiperboloide
de una hoja
2 x2 y2 g2 61,2 2 y2
—2+—2+——1 T AU |
a® b pz o2
Paraboloide Hiperboloide vam——
eliptico - gy de dos hojas
3 2 2 i slning et o bl | 2
I_X L V2 oxt g2
@ P @ ol
Paraboloide Paraboloide eliptico | , . e b
hlp erb()liCO des p lazado oloynde ula ume, verticales son paribolas
4 8 = 2 1Lyljz1
z xz yz y - yl - a(x - xl) (@1,y1,[1)
= 2
a b2 2 +b(z— z;)

La tabla 7.1.a servira para trazar otras graficas, tomando como referencia las identificadas anteriormente.

Para ello vea los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3

Reduzca la ecuacion a una de las formas estdndar, clasifique la superficie y bosquéjela.
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1. Se reduce la ecuacidn, adjuntando las variables en cada grupo
4x% +y2 + 4z —4y —24z+36=0
4x% +y2 —4y +42z%> —24z+36=0
4x% +y2 — 4y +a® + 4z% — 24z + b? + 36 = a® + b?

1.1.  Encontrando ay b para convertir a trinomio cuadrado perfecto.

y2—4y+a?=(y—a)? 4z%2 — 24z + b?> = (2z—b )?
2xyx*xa=4y 2%2z*xb =24z
a=2 b=6

1.2.  Continuando
4x% + y? — 4y + a? + 4z2 — 24z + b? + 36 = a? + b?
4% +y2 —4y +4 4+ 422 - 242+ 36+36 =4+ 36
4x% + (y—2)2+ (22— 6)2+36 =40
42+ (-2 +[2(z-3)]* =4
4x2+(y—2)>+4(z—-3)* =4

1.3. Dividiendo entre 4.
x? —2)2 (z-23)2
*,0-2 +( )?

1
1 4 1

Lo que da como resultado un elipsoide desplazado con centroen (0,2,3)

z

2. Para el trazo de la grafica se toma de referencia la Tabla 7.1.a

2.1.  Setraza primero el centro de la elipse.

2.2.  Para encontrar los extremos de la grafica se utiliza
el centro y de referencia la tabla 7.1.a

LA ) ) L (0,2,3)

/
e

x=1+0=1 (para el extremo en x) X

Ejemplo 4
Bosqueje la regién acotada por los paraboloidesz = x%2+y? y z=2—x%—y

1. Setrazan ambas superficies en R2 analizando sus puntos de intercepto
1.1. Cortedey =20

z
25
z=x? z=2—x? (0,2)

z=2z

x?=2—x? "

2x%2 =2 (-1,1) 1 (1.1)
X = il 05
X
2 1 -1 -0.5 0 05 1 5 2
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1.2. Cortedex =0 (0,2)
z=y%? z=2-y2 .
z=12z ‘
y2=2—y2 (-1,1) 1 (1.1)
2y2=2 05

y=i1 -2 —% -1 05 0 05 1 Y 2Y

2. Ambas superficies en un mismo plano cartesiano seran:

Note que el corte de interseccidn
es una circunferencia de radio 1.00

Hay problemas donde se solicita encontrar la ecuacién de la superficie cuadrica bajo algunas condiciones

de célculo, como el siguiente problema.
I

Ejemplo 5
a) Encuentre la ecuacidn de la esfera con centro en P(6,4,9) y es tangente al plano
2x+3y+4z—-12=0

b) ¢Cual es el punto de tangencia?

Conceptualizando

Para encontrar el valor del radio se utiliza el conocimiento del tema distancia entre un plano y un punto,
ya que debe recordar que la distancia D era a 90 grados del plano, por lo tanto, al ser la circunferencia
tangente al plano, también debe tener el radio y el plano a 90 grados.

1. Se encuentra el radio utilizando la ecuacion 7.14.

Plano Centro de la circunferencia
2x+3y+4z—-12=0 P(6,4,9)
n = normal al plano = (2,3, 4) X1=6 ; yy,=4y 2z, =9
a=2 ; b=3 ; ¢c=4 ; d=-12
D= lax, + by, + cz; +d|  12(6) +3(4)+4(9) —12] 48
va? + b? + c? V2% + 32 4+ 42 V29

2. Siendo la distancia D igual al radio de la circunferencia y teniendo el centro, se encuentra la ecuacion
matematica de la esfera.
(x—x)?+(y—y1)*+ (z—2,)> =D? Ecuacion general desplazada

3. Larespuesta del inciso a) sera:

2304
(x=6)2+(y =D+ (z -9 = =~
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Conceptualizacion

Para encontrar el punto de tangencia es necesario formular la ecuacién
de la recta que une al centro de la circunferencia (6,4,9) con el punto
tangente (x;, vy;, z;).Para encontrar dicha recta se debe saber que
la pendiente de la recta (llamado vector directriz) tiene las mismas
componentes del vector normal del plano, pues esa recta debe estar a
90 grados al ser tangente, que es una condicion del problema.

1. Se plantea la ecuacion de la recta tomando de referencia la normal del plano.

RECTA PLANO
7 =(xo+at, y,+bt, z,+ct) 2x+3y+4z—12=0
7=(6+at, 4+ bt, 9+ct) n=(2,3,4)

1.1.  Sustituyendo los valores del vector directriz.
a=2 ; b=3 ; c=4
r=(6+2t, 44+ 3t, 9+ 4t)

2. Ahora se analiza las ecuaciones simétricas:
x =642t y=4+3t zZ=9+ 4t

3. Sustituyendo los resultados del paso 2. En la ecuacion del plano para encontrar los interceptos de la
recta con el plano.
2x+3y+4z—-12=0
26+2t)+3(4+3t)+4(9+4t)—12=0
12+ 4t+124+9t+36+16t—12=0

29t+48=0

48

t=— 29 (valor del parametro)

4. Sustituyendo el valor del pardmetroen x,yy z.

—6+z( 48) —4+3( 48) —9+4( 48)
= 29 Y= 29 7= 29

5. El punto de tangencia sera:

( ) = (78 28 69)- (2.689 0.966 , 2.379)
X1, Y1, Z1) = (59 59’ 29)= & ) . , 2.

6. Graficamente sera:
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7-APLICACION DE VECTORES Y
GEOMETRIA EN EL ESPACIO

7.7. APLICACION DE VECTORES Y GEOMETRIA

En esta seccidon se analizardn las aplicaciones mds comunes de los vectores y las aplicaciones de
superficies en tres dimensiones. En cuanto a vectores quiero comentarle que las aplicaciones vistas en
este texto no son todas, puesto que, en la rama de la fisica cldsica, llamada teoria electromagnética
cldsica, sus teoremas son mas notables al momento de la teoria como lo es campo eléctrico (producto
cruz), flujo magnético (producto punto) y fuerza magnética (producto cruz). Las aplicaciones que se
verdn a continuacidn son mas sencillas de comprender, ya que son problemas con los que nos topamos
todos los dias en el mundo real.

El siguiente mapa conceptual ilustra las aplicaciones a ver en vectores.

VECTORES
Producto Entre Un Producto Punto Producto Cruz
Vector Y Un Escalar | ‘
Primera Ley De Newton Trabajo Torque (Momento)
-Equilibrio Angulos Y Cosenos
Segunda Ley de Newton Directores

-Fuerza y aceleracion

En la portada se representa la admiracién que usted debe sentir por este capitulo, asi como a la
determinacién de afrontar lo ultimo de este texto, para aprender y ser mejor cada dia.
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7.7.1. Producto entre un vector y un escalar
Debe recordar que este tema no es mas que incrementar o disminuir un vector dado.

A = Vector A K = constante
B = Ax*K
El vector B se incrementaréd si K > 1 ysereducirdsi0 < K<1

El vector B invertira su direccion si K < 0

A continuacién, analizaremos las dos leyes de newton (se enfocan a fuerzas) donde se aplicard el
producto entre un vector y un escalar.

A. Primera ley de Newton

e Fuerza: De acuerdo con fisica universitaria 1 (Sears y Zemansky, 2013) es una interaccién entre dos
cuerpos o entre un cuerpo y su ambiente. Es la causa de por qué siempre nos referimos a la
fuerza que un cuerpo ejerce sobre un segundo cuerpo. Cuando empujamos un automovil
atascado en la nieve, ejercemos una fuerza sobre el auto; un cable de acero ejerce una fuerza
sobre la viga que levanta en una construccion, etcétera. En el sistema internacional la fuerza se
mide en newton, mientras que en el sistema inglés la mide en libras.

e La primera ley de Newton: De acuerdo con fisica universitaria 1 (Sears y Zemansky, 2013) un
cuerpo sobre el que no actua una fuerza neta se mueve con velocidad constante (que puede ser
cero) y aceleracion cero.

También llamada ley de inercia, establece que, si la fuerza resultante que actla sobre una
particula es cero, la particula permanecerd en reposo (equilibrio estatico) o la particula se movera
a velocidad constante en linea recta (equilibrio dindmico) a menos que una fuerza neta externa
actue sobre él. La ecuacién que representa a ambos equilibrios, dinamico o estatico es:

Z F=0 Ecuacién 7.15

v’ El equilibrio estatico se da cuando un cuerpo no se mueve (Se encuentra en reposo)

v El equilibrio dindmico se da cuando un cuerpo se mueve a velocidad constante (no tiene
aceleracion)
Ambas definiciones de fisica universitaria 1 (Sears y Zemansky, 2013)

Equilibrio estatico
El equilibrio estatico ocurre cuando existen dos o mas fuerzas sobre un cuerpo, pero el cuerpo
no se mueve, estd en reposo. Justo como la imagen siguiente:

F1  F2
——) ¢—

\ |F1| = | F2|
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Note como las dos personas se empujan una a la otra, pero no se mueven. Eso sucede debido a
gue el sistema (las dos personas) se encuentran en equilibrio estatico. La mejor forma de resolver
estos problemas serd descomponiendo las fuerzas en sus componentes y encontrar lo solicitado.

Los problemas se presentan en dos dimensiones y en 3 dimensiones. Las ecuaciones al analizar las
componentes sobre el sistema seran:

Z F, =0 Z F, =0 Z F, =0 Ecuaciones 7.16

Otra ecuacion que se va a utilizar es la multiplicacidon de un vector por un escalar, es la relacion masa-
peso. La gravedad es una aceleracion que apunta hacia abajo, la masa es un escalar. El peso es el
resultado de multiplicar la aceleracién con la masa asi mismo el peso apunta hacia abajo (tal como la
aceleracion)

w = peso (Cantidad Vectorial) ; m =masa ; g = gravedad o aceleracién (vector)

-

W=mxg Ecuacion 7.17

N = Kg =* m/sz (Sistema Internacional) Lb = Slug * ft/sz (Sistema Inglés)

N = Newton ; Kg = Kilogramo ; m/s2 = aceleracion Lb = Libra ; Slug = masa ; ft/sz = aceleracion

También es Gtil para resolver estos problemas un diagrama de cuerpo libre, donde se representa
por un plano cartesiano

Ejemplo 1
En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la figura. Si se sabe que a = 20° determine
la tension en:

a) en el cable AC
b) en el cable BC

A @\:\\/400 ol =¥ 5

R

200 kg

1. Serealiza un diagrama de cuerpo libre sobre el punto C. Las fuerzas por incluir son tres, la fuerza de
A a C (siendo tension porque tensa o jala el cable) la fuerza de B a C (también estd a tension) y el
peso (ya que se proporciona la masa) del objeto verde.

Y

T1 T2
x 67407 a=20° x
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2. Se procede a encontrar las componentes de cada vector.
6= Cat.Op Tly . o= Cat.ady TI1y
M = Hipot. — T1 ’ ““° T Hipot.  T1
T1senb =T1, ; T1 cosB = T1,
T1sen40 = T1, ; T1 cos40 = T1,
w
_Cat.Op T2y _ _ Catady T2y c tes d
sen a = Hipot. =12 ; cosa = Hipot. =12 omponentes de w
T2 sena = T2, T2 cosa = T2, Wy =W=mxg ; wy =0
T2 sen20 = T2, T2 cos20 = T2, wy, =w = 200 Kg * 9.81 m/52
wy =w = 1962 N
3. Aplicando las ecuaciones 7.17.
T2, —T1l, =0 T2, +Tl,—w=0
T2, =T1, T2 sen20 + T1sen40 — 1962 =0 (2)
T2 cos20 = T1 cos40 Sustituyendo (1) en (2)
T1 cos40 T1 cos40
=— (1) ——  * sen20 4+ T1 sen40 — 1962 =0
cos20 cos20
cos40
Tl( * sen20 + sen40) = 1962
cos20
1962
Tl = oS40 =2,1289N
0520 * sen20 + sen40
3.1.  SustituyendoTlen (1)
T2 = T1 cos40 _ 2128.9 * cos40 — {7355 N
cos20 cos20 I

4. Larespuesta serd

T, = Fpac = 2,1289N

T, = Fgc = 1,735.5 N

NOTA: Si una fuerza planteada da como resultado un valor negativo, la direccidn se tomé equivocada y
por tanto va a 180 grados de la direccién planteada.

Ejemplo 2

Si se sabe que a =55° y que el aguilon AC ejerce sobre la articulacién
C una fuerza dirigida a lo largo de la linea AC, determine:

a) la magnitud de la fuerza
b) la tension en el cable BC
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1. Serealiza el diagrama de cuerpo libre en el punto C, siendo el que converge las tres fuerzas aplicadas.

Y
T2 T1
30°
X 35° X
20°
300 Ib
%
2. Se procede a encontrar las componentes de cada fuerza Fgc = T2 ; Fpc =T1
35 = T2y 35 = T2x 30 = T1x 30 = Tly
sen 35 = 7 cos 35 = T2 sen 30 = cos 30 = T1
T2 sen 35 = T2y ; T2cos35 = T2x Tlsen30=T1lx ; T1lcos30=T1ly
20 = X 20 = Y
SET =300 7 Y T 300
300 sen 20 = Fx ; 300cos20 = Fy
3. Planteando las ecuaciones se utiliza la ecuacién de equilibrio
ZFX=0 + ZFy=0 T+
Fx+ Tlx— T2x=0 Tly+ T2y —Fy =0
300sen 20+ T1sen30— T2cos35=0 T1cos30+ T2sen35—300cos20=0
300 sen 20 + T1 sen 30 )
T =T2 (1) Sustituyendo (1) en T2

T1cos30+ T2sen35—300cos20=0

300sen 20 + T1sen 30
cos 35

T1c0530+( ) sen 35 —300co0s20=0

T1cos30 + 300 sen20 tan35 + T1 sen30 tan35 = 300 cos 20

T1(cos 30 + sen30 tan35) = 300 cos 20 — 300 sen20 tan35
_ 300 cos 20 — 300 sen20 tan35 _ 210.06226

Tl = =530 +sen30tn3s 121613 _ 1/273Lb
3.1.  Sustituyendo Tl en (1)

300sen 20 + T1sen 30 _

cos 35 B
300 sen 20 + (172.73) sen 30

=T2 => T2 = 230.691b
cos 35
4. Llarespuesta serd
T, =Fpac =172.73 Lb ; T, = Fgc = 230.69 Lb
[ ]
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Ejemplo 3 (Equilibrio en 3 dimensiones)
El alambre de una torre estd anclado en A por medio de un perno. La tensién en el alambre es de 2 500
N. Determine las componentes Fx, Fy y Fz de la fuerza que actua sobre el perno.

80

1. Se procede ainsertar un plano cartesiano, puede ser en el punto A o en el punto B. En este ejemplo

se tomarad el punto A como referencia B (30,40.80) .

Punto A (0,0,0)

Punto B (30,—40,80) ver imagen

Al estar en tension el cable, la torre esta Jalando el alambre
por tanto, su direccion esta de A hacia B tal como la imagen
de la derecha.

I

1. Se obtiene el vector AB
Vag = Punto B— PuntoA= (30—-0,—-40—-0,80—-0) y

Vg = (30 ,—40, 80)

2. Se obtiene la magnitud del vector AB
IVagll = /302 + (—40)2 + 802
[[Vagll = /8,900 = 10v89

3. Elvector unitario sera:

Vag 1 30 —40 80 3 -4 8
u= = < 30 ) 40 ) 80 ) = < ] ) > = ( ) ] >
IVagll 1089 10v/89 '10v89 1089 V89 '/89 'v/89

4. Se multiplica la fuerza por el vector unitario

(Fx,Fy,Fz) = Fuerza * vector unitario

3 -4 8 .- (7,500 ~10,000 20,000
V89 'v89°v89' ' v/89 ' /89 ' /89

(Fx,Fy,Fz) = 2,500 *(

5. Larespuesta sera:

7,500 —10,000 20,000
V89 ' V89 ' V89

(Fx,Fy,Fz) = ( ) = (795N ,—1,060N, 2,120N)
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Ejemplo 4 (Equilibrio en 3 Dimensiones)

Tres cables sostienen una caja como se muestra en la figura. Determine el peso de la caja, si se sabe
gue la tensién en el cable AD es de 616 |b.

g2

A
/4
|

1. El plano cartesiano no es necesario, puesto que se nos otorga la ubicacidn de este. Las tensiones
irian hacia arriba, contrarrestando el peso de la caja. Las componentes serdn:

Punto = (x,y,2)
Punto A = (0,—60,0) ; PuntoB = (—36,0,—27) ; Punto C = (0,0,32) ; Punto D (40,0,—27)
Vag =(—36 —0,0 — (—60),—27 — 0) ; Vac =(0—0,0 - (—60),32 —0)
Vap = (40— 0,0 — (—60),—27 — 0)
Vag = (—36,60,—27) Vac =(0,60,32) Vap = (40,60,—27)

2. La magnitud de cada vector serd
IVagll = /(=36)% + (60)2 + (—27)2 = 75

; IVacll = /(0)2 + (60)2 + (32)2 = 68

IVapll = {/(40)% + (60)2 + (—27) =77

3. Los vectores unitarios seran:

g = AR . e = —AC L u,p = AR
IVagl IVacll IVap |l
(=36,60,—27) (0,60,32) (40,60,—-27)
Upg = T R T » Uap = 77
12 4 9 15 8 40 60 27
e =955 750 0 =g ) we =g g ma)
4. Las componentes de cada fuerza seran:
12 4 9 12 4 9
(TagX , TagY , Tap2) = Tag * Uap = Tag (—ﬁ T .—£> = <_gTAB , gTAB r_ﬁTAB>
15 8 15 8
(TacX , Tacy , Tacz) = Tac *uac = Tac (0, 17 1—7> = (0, 1_7TAC1 1_7TAC>

El problema nos indica que: Tap = 616 Lb

40 27
(TapX, Tapy , Tapz) = 616 *upp = 616(— —=-) = (320, 480, -216)

) ﬁ )
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5. Se aplican las ecuaciones de equilibrio estatico 7.16. Para ello se necesita ver nuevamente la
distribucién de tensiones. El peso tendra componente en el eje y (apuntando hacia abajo).

Z F, =0 z F,=0
TADx + TABx = 0 TADz + TABz + TACz = 0

2 s )=0| —21 O " T =0 4 |

3520+ (35 Tas) = 0| — 216+ (= 55Tan) + 17 Tac = =\
Tap = 666.667 Ib 216+< k 666667)+8T =0 A0 i

AB — DOD: 25 (666:667) J+ 77 Tac = 4 i 60n

: /.
Tap = 666.667 Ib —216 =240+ Ty =0 TAD,
TAC =969 lb

> E =0
4 15
TADy + TABy + TACy + w = V 480 + (g (666.667) ) + (ﬁ (969) ) S
4 15
480 + (gTAB ) + (ﬁTAC> - —w —1,868.331b = w

6. El peso de la caja (apuntando hacia abajo, por eso el negativo) sera:

Peso =w = 1,868.331b

Ejemplo 5
Tres cables estan conectados en A, donde se aplican las fuerzas problemas 61 P y Q, como se muestra
en la figura. Si se sabe que Q = 0, encuentre el valor de P para el cual la tensidn en el cable AD es de

305 N. y
220 mm
1. Se obtienen los puntos A, B,Cy D 2
A=(960, 240, 0) B=(0, 0, 380) o
c=(0, 0, —3200 D=(0, 960,-220)
320 mm \
2. Se obtienen los vectores de las tensiones. Las tensiones /1(
deben contrarrestar las fuerzas P y Q (contrarias a ellas) "“""””// <A
o N AQ
Vag = (0 —960,0 — 240,380 — 0) = (—960,—240,380) ‘ i ~ A\ .
Vae =(0—960,0 — 240,—320 — 0) = (—960,—240,—320) } Y
Vap =(0—960,960 — 240,—220 — 0) = (—960,720,—220) ‘ ‘\W .
3. Se obtiene la magnitud de cada vector \

IVagll = /(960)2 + (240)% + (380)2 = 1,060  |[Vac|l = 4/(960)% + (240)2 + (320)% = 1,040

IVasll = 1/(960)2 + (720)% + (220)2 = 1,220
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4. Los Vectores unitarios seran:

_ (—=960,—-240,380) _ (—960,—240,—320) _ (—=960,720,—220)
HaB = 1,060 ; Hac= 1,040 PAD 1,220
iy 48 12 19) iy 12 3 4) — ¢ 48 36 11
HaB =753 753053’ 0 MaCT ATz Tyl M T AT e T 6
5. Las componentes seran, sabiendo que TAD=305 N
(TABx, TABy,TABz) = TAB TAB ( a8 1z 19) ( 12TAB 19 TAB)
= * = —_ o —_—— _—— PR
X, TABY, TABZ Has 53’ 53’53 53 0’53
(TACx ,TACy ,TACz) TAC TAC ( 12 ’ 4) ( 12TAC ’ TAC i TAC)
= * = _ —— ——) = (—— _— _
X, 1ALy, TaLz Hac 13’713’ 13 13 4T 13 T3
(TADx , TADy , TADz) 305 305¢ 18 50 11) ( —240,180 55)
= * = _— =) = — —
X, 180y, TAYZ Hap 61'61" 61 S
6. La sumatoria de componentes tomando las ecuaciones de equilibrio seran:
Z F, =0 z F, =
TABz + TACz 4+ TADz = 0 TABy + TACy + TADy = 0
19TAB i TAC—-55=0 12TAB ’ TAC+ 180=0
53 13 53 7713
6.1. Se encuentran las tensiones TAB y TAC
19TAB * TAC—-55=0 12TAB ’ TAC+ 180=0
53 13 53 13
247 TAB—- 212 TAC—- 37,895 =0 — 156 TAB — 159 TAC + 124,020 =0
2,915 212
TAB = 19 ﬁ TAC (1) — 156 TAB — 159 TAC + 124,020=0 (2)

6.2.  Sustituyendo (1) en (2)

2, 915 212
— TAC) — 159 TAC+ 124,020=0

19 247
454,740 2,544
19 19
1,901,640 5,565
19 19
1,901,640 = 5,565 TAC
TAC = 341.714 N

—156 (

TAC — 159 TAC + 124,020 =0

TAC

6.3.  Sustituyendo en (1)

19 tT247 TAC => TAB=—95~*717

TAB =
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6.4. Lasumatoria de fuerzas en el eje x debe ser también igual a cero:

ZFX=0

TABx + TACx + TADx+P =10

48TAB 12TAC 2404+P=0
53 13 -

18 (446.714) 12 341.714) —240+P =0
53 ' 13( 714) -

—959.99999+P =0

P =959.99999
7. Llegando al resultado que P es:

P =960 N (hacia el eje x positivo)

B. Segunda ley de Newton

La segunda ley de Newton también llamada ley de movimiento establece que, cuando la suma de
fuerzas que actuan sobre un cuerpo no es igual a cero (no se cancelan entre si) provoca en el cuerpo una
aceleracién. Esa aceleracién tiene la misma direccion que la fuerza resultante. La segunda ley de Newton
es una aplicacion del producto de un vector por un escalar:

— —
B=kxA

5

F = fuerzaresultante; m = masa ; d = aceleracién
= el L4
F=m=xa Ecuacién 7.18

Por eso en la ecuacién 7.17 se cumple que: W =m * g, ya que el peso va hacia abajo siguiendo la
direccion de la gravedad que también apunta hacia abajo, por tomar un lenguaje un poco burdo.

F 7 >
F=m=+a
La fuerza es proporcional a la masa y a la aceleracion.
a a
F,=m=+a;, ; F,=mxa) Ecuacién 7.19
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Ejemplo 1
El ascensor cargado que se muestra en la figura se levanta con una aceleracion de 2.5 m/sz. Sila
tension en el cable que lo soporta es de 9,600 N, écudl es la masa del elevador y su contenido?

T=9600N

a=25 m/SZ

g - 98 m/sz

1. Se procede a obtener el diagrama de fuerzas sobre el elevador /N

2. En la figura del ascensor se indica que se mueve hacia arriba, por
tanto, la aceleracidn positiva también apunta hacia arriba. w
(Hacia arriba es el eje y positivo) \/

Z F, =m=xa Lafuerza positiva debe tener la direccion de la aceleracion
T—w=m=xa
T—mx*xg=m=xa

T=mxa+m=xg

T
T=m(a+g) => a+g:m
3. Sustituyendo datos
9600 N
253198 m ; recuerde que: N = Kg *m/sz => Wsz =Kg
4. Larespuesta sera:
m = 780.49 Kg

Ejemplo 2

Una bola de 200 Kg se hace descender por medio de un cable, con una aceleracién hacia debajo de
7 m/sz' ¢Cudl es la tension en el cable?

m = 200 Kg

a = 70 m/SZ

g= 9.8 m/SZ \ 4 @ 17,%7

_ 200kg
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1. Se genera el diagrama de cuerpo libre de la bola. La tensidn ira hacia arriba contrarrestando el peso

de la bola que apunta hacia abajo.
T
2. Aplicando la segunda ley de Newton:
Z F,=m=xa
W=msg
2.1. La aceleracion al apuntar hacia abajo, las fuerzas positivas se W/
tomaran también las que apunten hacia abajo.

w—T=m=xa
mxg—T=m=a
mxg—m+*a="T
3. Sustituyendo datos
(200K g)(9.8 m/sz) — (200K g)(7 m/SZ) =T
1,960N—1,400N=T

4. Llarespuesta sera:
560N=T

7.7.2. Producto punto (producto escalar)

Este producto genera un nimero como resultado por la multiplicacién entre dos vectores. A continuacion,
se veran dos temas de aplicacion del producto punto.

A. Trabajo

El trabajo es la cantidad de energia para realizar una accion (respirar, comer, caminar, drenar tanques,
etc). La accién que se verd a continuacion sera producida por una fuerza al empujar un objeto. El trabajo
es proporcional a la fuerza y a la distancia, asi mismo el trabajo se mide en Joules (J)

1. Piense en la siguiente caja, que se empuja hacia la derecha con una fuerza F

%

2. Se desplazard una distancia x

P

3. Eltrabajo (la energia) para mover esa caja de izquierda a derecha sera
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W = trajo = Fuerza * Distancia desplazada
W=F=*x

W=F=xx Ecuacion 7.21

4. Ahora, iqué pasara si la fuerza estad dada a un angulo 6?

5. Las componentes de la fuerza F seran:

e_F e_FX
send = — cosb = —
F x sen® = Fy F * cosB = Fx

6. Lafuerza Fy no genera empuje, solamente la fuerza Fx, por tanto,
el trabajo sera:

F '
W =Fx*x e> __________________
Fx
W =F=%*cosO*x = F xx*cosO m m
W=F % | e
I X 1

7. Por tanto, se concluye que el trabajo es la multiplicacién por producto punto entre el vector fuerza
y el vector posicion. El resultado de la multiplicacién por producto punto del trabajo es un escalar
(un namero).

W=F -¥=Fxcos® | Ecuacién7.22

Ejemplo 1

Un trineo es jalado por una cuerda a lo largo de un sendero nivelado. Una fuerza de 30 libras que actua
a un angulo de 40° sobre la horizontal mueve el trineo 80 pies. Encuentre el trabajo realizado por la
fuerza.

1. Se realiza el diagrama para comprender datos: w0
------ >
Fx
m m
Ing. Brayan Velasquez | 80 ft |
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2. Aplicando la ecuacion 7.22 se tendra
W = F x cosb
W = 30 Lb * 80 ft * cos40°
W =1,838.51 Lb — ft
3. Larespuesta sera:
W =1,838.51 Lb — ft

Ejemplo 2

Usted empuja un libro de fisica a 1.50 m a lo largo de una mesa horizontal con un empuje horizontal de
2.40 N mientras que la fuerza de friccién opuesta es de 0.6 N. {Cuanto trabajo realiza cada de las
siguientes fuerzas sobre el libro?

a) Lafuerzade2.4N

b) La fuerza de friccion

¢) Lafuerza normal de la mesa
d) Lagravedad

1. Se realiza un diagrama de fuerzas sobre el libro, indicando la direccion de movimiento.

¥

Normal
Movimiento

F=2.4N

INTERMEDIA 1 INTERMEDIA 1 .

Fr=06 N F=2.4N X

I 270°( 360°

150 m

Peso

2. Aplicando la ecuacion 7. 22. para cada fuerza.
Inciso a) Inciso b) Inciso ¢) Inciso d)
W = FxcosO ; W = FxcosO ; W = Fxcos0 ;7 W =Fxcos0

W = 2.4N % 1.5mcos(0) ; W= 0.6*1.5%cos(180) ; W= No *1.5*cos(90) ; W= w=x* 1.5 *cos270
W=23.6] ; W=-09] ; W=20 ; W=20

3. Larespuesta sera:
W=36] ; W=-09] ; W=0 ; W=0

Ejemplo 3
Encuentre el trabajo realizado al mover una caja del punto A(1,1,1 ) al punto B(4,6,8) medidos en
metros, aplicando una fuerza F dada por (4 N, 10N, —5N)

1. Se encuentra el vector posicidn
X = PuntoB—PuntoA = (4—-1,4—-1,8-1) = (3m, 3m, 7m)

2. El producto punto entre x y F sera el trabajo. Aplicando la ecuacién 7.22.

W=F -%
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W= (4N, 10N, —=5N) - (3m, 3m, 7m)
W = (4N =*3m) + (10N * 3m) + (—5N * 7m)
W=12]+30]—35]

W=7]

3. Larespuesta sera:
W=7]

B. Angulos y cosenos directores

En el capitulo anterior, en el tema del producto punto y producto cruz se realizaron unos ejercicios
previos de dngulos entre vectores. En esta seccién se profundizard para encontrar dngulos en tres
dimensiones de un solo vector, entre vectores y dngulos internos de superficies, solamente utilizando el
producto punto, pues es mas facil aplicarlo al producto cruz.

1. Paraencontrar el dngulo entre dos vectores A y B utilizando el producto punto:

A- B= ABcos Ay B son magnitudes
A-B 6
——— = cos
AB
2. Paraencontrar los dngulos del vector A respecto a los ejes x, y y z sera:
z
> 5
z ’ Vector A
: a
Vector A Vector A E
X
y , ;
j=(0,1,0) k=(0,0,1)

3. Seingresa un vector unitario parcial en cada eje como guia para poder multiplicar ambos vectores y
obtener los angulos.

A-T=Aicosb A-j=Ajcosp A - k=Ak cosa
(Ag, Ay, Az) - (1,0,0) = AcosB (Ay, Ay, A;) - (0,1,0) = A cosP (Ay, Ay, Az) - (0,1,0) = Acosa
A, = AcosH Ay = AcosB A, = A cosa
4. Despejando para el coseno de cada angulo:
o AT A K] A K-k A, Eeuaciones 7.23
cosO = N cosf} = A A cosa = . cuaciones 7.
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Ejemplo 1
Halle los cosenos directores y los angulos directores del vector de: i — 2j — 3k.

1. Se obtiene el vector A identificando sus componentes
K=<Ax; Ay'Az)=<1J _2) _3>

2. Se obtiene la magnitud de A

A= T2+ (=2 + (3) = V14

3. Siguiendo la ecuacidn 7.23 se obtienen los cosenos directores

o AT _A _A-j A Ak _A,
cosO = A ; cosf = AT ; cosa = e
A, A, A,
cosO = a ; cosf = A ; cosa = N
5 1 8 —2 -3
cos6 = —— ; cosp = —— ; coso = ——
V14 V14 V14

4. Los cosenos directores seran (sabiendo que es igual al vector unitario de A):

= (cos® , cosp, cosa)

B A
W14 ' V14 ' V1a

5. Para los angulos directores se despeja el angulo pasando el coseno como coseno inverso.

I )

1 —2 -3
cosf = —— ; cosf = —— ; cosa = ——
V14 P V14 V14
0=cos”t (7) p=cos” () (=)
=cos " |— ; =cos " |— ; a=cos " |——
14 14 14
6. Los angulos directores serdn:
0 =74.4986° ; [=122.3115° ; o =143.30°
Ejemplo 2
Determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos o ninguno entre: a = —i + 2j + 5k
b=3i+4j -k

1. Se obtienen los vectores
a=(-1,2,5) b=(3,4,-1)
2. Se multiplican por el producto punto
arb=(-1%3)+(2*4)+(5+x-1)=-34+8-5=0

3. Se obtienen las magnitudes de cada vector

lal = /(D2 + 22+ (5)2 =v30 |b|=/(3)2 + (@)2+ (1% =26
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4. Se aplica la ecuacién 7.5.
a'b =|al |b|cos®

0 = /3026 cos
cos 1(0) =10
90°=160
5. Al haber un angulo de 90 grados entre ambos vectores se determina que:

Los vectores son ortogonales

Ejemplo 3
Hallar el angulo que forman dos lados adyacentes del recipiente elevador de granos, cuyas dimensiones
estan en la figura de abajo.

f

1. Seidentifican los dngulos solicitados

>/
0
a7z
6 l
2. Se obtienen las vistas del isométrico para poder coordenar Cy D
——
%ﬂ ] /_ VISTA CUANDO Y=0
: i 10 :
. 10 -
C.—f’/‘[ f
6 C

| 6 I
VISTA CUANDO X=0

8
k—&—ﬂ 6+ 2y =28 —— 6+ 2x =8
X

Z Y 2y = z L —
y=2 X i 2x =2
A /\T B y = 1 ‘JA X = 1
10 (Enelejey positivo) |10 10 (En el eje x negativo)
cg 0 76
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3. Se obtienen los vectores v4,V, ,V3 Y V.
PuntoA=(0,0,0) ; PuntoB=(0,8,0) ; PuntoC=(—x,y,—10) ; PuntoD = (—x,8 —y,—10)

PuntoA = (0,0,0) ; PuntoB=(0,8,0) ; PuntoC=(—1,1,-10) ; PuntoD = (-1,7,—10)

| 8 |

4. Se obtienen los vectores v;,v, , V3V Vy. 8
V; = PuntoB— PuntoA =(0,8,0) 41\} ¢
V, = Punto C — PuntoA=(-1,1,-10) 2 10
V; = PuntoD — Punto C =(0,6,0) ‘. / Z
V, = Punto A — Punto C = (1,-1,10) VAT 4

| 6 |
5. Se obtiene el producto punto entre los vectores siguiendo la imagen guia del paso 4.
V-V, =(0x—-1)+(8%1)+ (0+—10) V.V, =(0x1)+(6x—1)+ (0= 10)
Vl'V2:8 V3'V4_:_6

6. Encontrando la magnitud de cada vector

IV,] =402 +82+02 |V,| =12+ 12+ (=10)2 |V5] =402 +62+0% [|V,| =12+ (=1)2 + 102

[Vi| =8 Vo] =+v102 V5| =6 V4| = v102
7. Aplicando el producto punto
V-V, = |Vi| |V,] cosB VsV, = |V,| |V3] cosP
8= 8 V102 cosH — 6= 102 6 cosp
8. Despejando para los angulos
1 1
——— = cosb — ——=(o0s
V102 V102 P
0= o5 (7755) b=0s”*(555)
=cos  |—— =cos  |—
102 102
0 = 84.32° B = 95.68°
9. Los angulos seran
0 = 84.32° B = 95.68°

7.7.3. Producto cruz (producto vectorial)

Este producto entre dos vectores genera un vector ortogonal, 90 grados entre ambos vectores. La
magnitud del vector resultante es

AXB =ABseno Ecuacion 7.7
AXB=-BXA Ecuacion 7.8
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La aplicacidon por ver serd el torque, descrito como un vector. Es importante que el matematico
identifique una cantidad vectorial y una cantidad escalar, pues la suma de cantidades escalares sigue
reglas aritméticas, mientras que las cantidades vectoriales siguen reglas geométricas.

A. Torque o momento

El torque (para los fisicos) o momento (para los ingenieros) es el mismo tema y representa la propiedad
gue tiene una fuerza en hacer rotar un objeto respecto a un punto, de ahi su nombre momento, pues el
torque es relativo segun el punto a querer evaluar (la distancia desde la fuerza al punto a querer evaluar).

1. Piense en las siguientes tres fuerzas respecto al punto A:

A L A Fl A L
<—>| ‘—»l
ﬁ-P F %AF « e

| A T
o o
% \% \7 F

Figura1 Figura 2 Figura 3

2. De las tres fuerzas:
2.1. Lafuerza (F) en la figura 1 no genera rotacién de la barra L respecto a A, si no lo comprende
tome un lapicero y con una mano sujételo de un lado e intente simular la accién de la figura
1 empujando el lapicero (comprimiéndolo)

2.2. Lafuerza (F) de lafigura 2 va a generar que la barra L rote
hacia la derecha respecto al punto A, tal como lo muestra
la siguiente imagen.

2.3.  Lafuerza (F) de la figura 3 va a generar que la barra L rote L
hacia la izquierda respecto al punto A, tal como lo

muestra la siguiente imagen.
F

3. Larotacidén (torque) por tanto depende del tamafio de la fuerza (cantidad vectorial, pues depende
del dngulo al que se aplique) y de la longitud L, ya que entre mas grande sea la longitud L mds grande
serd la rotacidon (haga la prueba con el lapicero)

Torque =t (simbolo)
Torque = t = Distancia X Fuerza vertical
T=LXF

El signo del torque es relativo, usted lo define:
3.1. Lostorques a laizquierda son positivos y los torques a la derecha son negativos.
3.2. Lostorques a laizquierda son negativos y los torques a la derecha son positivos.
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4. Se ha visto que la fuerza vertical al eje de transmisibilidad produce un torque. Ahora analicemos

juntos qué pasaria si la fuerza estaria a un angulo 6.

oo T
A
‘%

5. Se deberia encontrar la componente vertical de la fuerza, ya que seria la Unica en producir torque.

F
senf = Fy cosO = FX Fx
F, 107
Fsenb = F, F cos® = F, y B
; I
5.1.  Eltorque sera: <

T = Longitud x Fuerza vertical A L
T=LxF, - -

T =LxFsenb
7 =LFsenb

6. Notese que el torque es un vector, pues su magnitud se da por:

7 =LFsenb Ecuaciéon 7. 24

7. Elvector torque estara dado por:

T=VLXF Ecuacién 7.25

Ejemplo 1
Un pedal de bicicleta es empujado por un pie con una fuerza de 60 N como se ilustra. El eje del pedal es
de 18 cm de largo. Encuentre la magnitud del torque respecto a P.

60 N
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2. Se encuentra el angulo entre fuerza y posicidn /

0.18=L
60=F V¥
3. Simplemente se solicita la magnitud del torque, por tanto, se aplica la ecuacion 7.24
7 =LFsenb

7T=0.18m=* 60N * sen100°
7=10.636 N—m

Moviendose hacia la izquierda el brazo L
4. Larespuesta serd, dejando evidencia de hacia dénde va el giro:

T=10636N-m {

Ejemplo 2
Determine la magnitud del torque respecto a P si se aplica una fuerza de 36 libras como se muestra.
4 pies
Pé
4 pies
36 libras

1. Se realiza el diagrama que muestre la unién entre el vector posicidn (distancia entre el punto de
aplicacion del a fuerza al punto a analizar) y el vector fuerza.

4 pies

4 pies
e
36 libras
2. Eldngulo 8y la distancia L seran:
Cat.O 4
tanf = b_2 [2 =42 4+ 42
Cat.ady 4
0 =tan"1(1) L2 =32
0 = 45° L =42 ft
3. Utilizando la ecuacién 7.24
7= LFsen0
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7 = (4V/2 ft) (36 Lb) sen (45° + 30°)
7 = (4V2 ft) (36 Lb) sen (75°)
T =196.708 Lb — ft

4. Lafuerza hace girar al punto P hacia la derecha >

5. Larespuesta sera:
T=196.708 Lb — ft <

Ejemplo 3

Una fuerza de 300 N se aplica en A como se muestra en la figura. Determine a) el momento de la fuerza
de 300 N alrededor de D y b) la fuerza minima aplicada en B que produce el mismo momento alrededor
de D. c) La fuerza minima aplicada en C que produce el mismo momento alrededor de D.

200 mm

=100 mm-—|

®D ‘

125 mm

200 mm ‘
» —
C

[Re]
ot
. )
o) O
e

=~}

Inciso a)
1. Se encuentra la distancia entre Ay D, asi como el angulo entre ambos vectores.

<100 mm— 200 mm
| 0.1m
- |
D
L2 =0.12 +0.22 tanﬁzﬂ ’
. ' 200 L 125 mm 0.2m B L
LZ = 005 200 mm B I
L=0.2236m B = 26.565° 0 e
25°
25° 25°
25°{_ A B
" 300 N

2. Elangulo 0 sera:
0 =90°—-25°-f
0 =90° — 25° — 26.565°
0 = 38.435°
3. Utilizando la ecuacién 7.24
T =L Fsenf
7 =10.2236 m * 300 N sen(38.435°)
T=4170N—m
4. Larespuesta sera:
T=4170N-m 9
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Inciso b)

5. Elvector posicidon entre By L sera:

L? = 0.22 + 0.22
L? = 0.08
L =0.2828m

6. LafuerzaF sera:

6.1. Para que la fuerza sea minima el angulo debe ser 90°, pues no hace que L se reduzca.

7. Eléanguloserd

8. Larespuesta sera:

Inciso c)

9. El vector posicidon entre By L sera:

L? = 0.22 + 0.1252

L? = 0.055625
L =0.2358 m

10. La fuerza F sera:

10.1. Para que la fuerza sea minima el angulo debe ser 90°, pues no hace que L se reduzca

11. El dngulo de la fuerza sera:

12. La respuesta sera:

Ing. Brayan Veldsquez

200 mm

<100 mm I

200 mm

125 mm

||

M

25° A

“300 N

7 =LFsenb

T —
L* senf

41.70N —m

1474540 N = F

o~}

despejando F

= F
0.2828 m * sen90

0.2m

L

B

F =147.4540 N a 45° Sobre la horizontal

|

125 mm

A

B

<100 mm i 200 mm
=
200 mm L
25°4 A
“300 N
T = LFsenb
‘ F  despejando F
—_— = espejando
L * sen0 pe

41.70 N —m

176.845N = F

B =tan"*(02/y 155)

F=176.85N a 58°Sobrelahorizontal

02358 m * sen90 _ |

B =57.995°

0.2m

0.2m

0.2m

0.125m

6 ~F
B
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Ejemplo 4

El aguilén AB de 6 m que se muestra en la figura tiene un extremo fijo A. Un cable de acero se estira
desde el extremo libre B del aguildn hasta el punto C ubicado en la pared vertical. Si la tensién en el
cable es de 2.5 kN, determine el momento alrededor de A de la fuerza ejercida por el cable en B.

1. Se obtienen los puntos coordenados tomando A como el punto (0,0,0)
PuntoA=(0,0,0) PuntoB=(6,0,0) PuntoC=(0,24,—4)

2. Se obtienen los vectores L (posicién) y F (fuerza)
L =PuntoA—PuntoB= (0—-6,0—0,0—0) = (—6,0,0)

2.1.  Se obtiene el vector fuerza en sus componentes
Veg = VectordeBaC = PuntoC—PuntoB = (0—-6,24—-0,-4—-0)=(-6,2.4,-4)

2.2.  La magnitud del vector Vg sera:
Vsl = /(—6)2 + 242 + (—4)Z = V57.76 = 7.6

2.3.  Elvector unitario Vg sera:
e (—6,2.4,—4) 15 6 10

UCB = Vel 76 =~ 19’19’19

2.4.  Elvector F en componentes sera:

- ) ek 5 LO0ON <15 6 10, 2500(15 6 10) (37,500 15,000 25,000)
= * = 4. ¥ * (=, T, 5= 4 P rTreYrTrYis ] )
tce 1KN ‘19’19’19 19°19°19 19 19 19

3. Elmomento respecto al punto A producida por la fuerza F se obtiene con la ecuacién 7.25:

T=LXF
. 37,500 15,000 25,000
T =(-6,0,0)X (—5—, )

19 ' 19
L=(—6,0,0)

37,500 15,000 25,000
F=To 19 19 !

_ ((0 25,000) <0 15,000) [( 6 25,000) (0 37,500)1 ( 6 15,000) (0 37,500))
= E3 _— £ _— _— ES3 _— E3 —_ E3 —_ E3

t 19 19 )’ 19 19 /| 19 19

150,000 90,000 )
19 ’ 19

T =(0,
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4. La magnitud del vector momento sera:

. 150,000\° /—90,000\2
| T | = 02+( ) +( ) = 9,206.77N—m

19 19

5. Larespuesta sera:
9,206.77 N —m

Ejemplo 5

Los cables AB y BC se sujetan al tronco de un arbol muy grande para evitar que se caiga. Si se sabe que
las tensiones en los cables AB y BC son de 555 N y 660 N, respectivamente, determine el momento
respecto de O de la fuerza resultante ejercida por los cables sobre el arbol en B.

4.25 m

=

1. Se obtienen las coordenadas de los puntos 0, A, B y C segun el plano cartesiano mostrado.

Punto = (x,y,z)
Punto O = (0,0,0) ; Punto A = (—0.75,0,6) ; Punto B=(0,7,0) ; PuntoC = (4.25,0,1)

2. Elvector que guie las tensiones sera
Vsg = Punto A — Punto B = (—0.75,—7,6) Veg = Punto C — Punto B = (4.25,-7,1)

3. Los vectores unitarios de cada vector seran:

Vagl = (=0.75)2 + (=7)2 + 62 = 9.25 ; |Vl = /(4.25)2+ (=7)2 + 12 = 8.25
_(-075,-7,6) , 3 28 24 _(425,-7,1) <17 28 4)
HaB =g 05 —VT37°7 37’37/ 7 YBT T gos T 337733733

4. Se obtienen las componentes de cada tension

FAB = 555 % UaB ; FCB = 660 * Ucp
S 3 28 24> . _660<17 28 4)
AB ™ 37’ 37’37 ’ CB — 33’ 33’33
Fag = (—45, —420, 360) ; Feg = (340, —560, 80)

5. El vector posicidn para ambas fuerzas sera BO
L =PuntoO—PuntoB=(0,-7,0)
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6. Se obtiene el momento AB producido por la fuerza Fpp
Map = LX Fap
Mpg =(0,—7,0)X(—45, —420, 360)

<O;_7;O)
(—45,-420,360)
MAB = (_2520 ,0 ,_315)

7. Se obtiene el momento CB producido por la fuerza F¢g

Mcg = LX Feg
Mg =(0,-7,0)X(340,-560, 80)
(0,-7,0)
(340,-560,80)
Mcg = (—560,0,2380)

8. Se suman los momentos para obtener el momento respecto a 0
Mo = Mg + Mcg
Mg = (—2520,0,—-315) + (—560,0,2380)
Mg = (—2520—- 560,04+ 0,—315 + 2380)
My = (—3080, 0, 2065)
9. Larespuesta por tanto sera:
Mo =(—3080N—m, 0, 2065N—m)

10. La magnitud del momento en el punto O sera:

IMo| = /(=3,080)% + (0)% + (2065)2 = /13,750,625 = 3,708.2 N —m

11. La respuesta sera:

3,708.2 N—m

Ing. B Vel
ng. Brayan Veladsquez 396



Bibliografia

Beer, F. P. (2010). Estatica. En F. Beer, & R. Johnston, Mecdnica vectorial para ingenieros, Estdtica, novela
edicion (pag. 604). México D.F.: McGraw Hill.

Edwards, L. H. (2006). Célculo. En Cdlculo, octava edicion (pags. 1,138). México: McGraw-Hill.

Sears y Zemansky. (2013). Fisica. En S. Zemansky, Fisica universitaria volumen 1, décima tercera edicion (pag.
744). México: Pearson México, 2013.

Stewart, J. (2013). Calculo. En J. Stewart, Cdlculo Trascendentes Tempranas, séptima edicion (pags. 1,170).
México D.F.: Cengage Learning.

Tippens, P. E. (2007). Fisica. En P. E. Tippens, Fisica, conceptos y aplicaciones, séptima edicion (pag. 777). México
D.F.: McGraw-Hill Interamericana.

Ing. B Vel
ng. Brayan Veladsquez 397



El libro Hablemos De Matematica Intermedia |
es un libro gratuito que busca explicar de manera
simple, concreta y con un lenguaje comin los temas
de seguimiento de calculo, donde el lector sentird
la experiencia al leerlo como si un docente privado
le estuviera explicando dichos temas, de ahi el
nombre “‘Hablemos De Matematica Intermedia I’
para que la lectura no sea tediosa y busque servir
de manera eficiente.

Este libro no contiene ejercicios propuestos, solamente lincluye la explicacion del tema, aplicacion en la
ingenieria y ejercicios resueltos.
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