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Area.

Diferencial de area.

Centro geomeétrico en el eje x de una regién o seccion.
Centro geometrico en el eje y de una region o seccion.
Inercia respecto al eje x.

Inercia respecto al eje y.

Inercia equivalente.

Distancia del eje al centro geométrico.
Inercia polar.

Esfuerzo axial.

Médulo de elasticidad o Médulo de Young.
Esfuerzo cortante.

Deformacion axial unitaria.

Maodulo cortante.

Deformacion angular en radianes.

Carga puntual.

Deformacion axial en metros.

Longitud inicial.

Fuerza cortante.

Cortante en el nodo Near.

Cortante en el nodo Far.

Cambio del volumen unitario.

Volumen.

Relacion de Poisson.

Rigidez equivalente.

Rigidez.

Angulo.



Deformacion axial del nodo cercano.

Deformacion axial del nodo lejano.

Fuerza axial del nodo cercano.

Fuerza axial del nodo lejano.

Longitud del elemento.

Término de la matriz de rigidez que esta en funcion de las coordenadas.
Término de la matriz de rigidez que esta en funcion de las coordenadas.
Componente en x de la deformacién axial del nodo cercano.
Componente en y de la deformacién axial del nodo cercano.
Componente en x de la deformacion axial del nodo lejano.
Componente en y de la deformacion axial del nodo lejano.
Componente en x de la fuerza axial del nodo cercano.
Componente en y de la fuerza axial del nodo cercano.
Componente en x de la fuerza axial del nodo lejano.
Componente en y de la fuerza axial del nodo lejano.
Momento flector del nodo cercano.

Momento flector del nodo lejano.

Desplazamiento lineal del nodo cercano.

Desplazamiento lineal del nodo lejano.

Desplazamiento angular del nodo cercano.

Desplazamiento angular del nodo lejano.

Cortante en el nodo cercano componente en x.

Cortante en el nodo cercano componente en y.

Momento flector respecto al eje z en el nodo cercano.
Cortante en el nodo lejano componente en x.

Cortante en el nodo lejano componente en y.

Momento flector respecto al eje z en el nodo cercano.
Variable independiente de un fenémeno.

Constante que relaciona la masa y el factor de amortiguamiento.
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Funcion de peso.

Carga distribuida.

Funcién de forma.

Solucion aproximada.
Coordenada natural en el eje x.
Coordenada natural en el eje y.
Operador Nabla.

Deformacion en el eje x.
Deformacion en el eje y.

Deformacion en el gje z.

Esfuerzo méaximo del concreto a compresion.

Esfuerzo de fluencia.

Carga permisible sobre el suelo.
Peso especifico del concreto.
Peso especifico del suelo.

Sumatoria de cargas de servicio.
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CONDICION DE CONTORNO

CONTORNO DE DIRICHLET

CONTORNO DE NEUMMAN

CONTORNO NATURAL

COORDENADA GLOBAL

COORDENADA LOCAL

COORDENADA NATURAL

DISCRETIZAR

GLOSARIO

Es el conjunto de valores que se establecen como
condiciones iniciales, estas pueden ser condiciones

de contorno de Dirichlet o Neumman.

Son los valores iniciales conocidos que se establecen

en el contorno de la variable independiente.

Son los valores iniciales conocidos de entrada de
flujo que se establecen en el contorno.

Se le nombra asi a las condiciones de contorno

cuando la condicién de Neumman no existe.

Es la coordenada que poseen los nodos en un sistema

cartesiano de toda la estructura o dominio.

Es la coordenada que posee el nodo de un elemento

dentro de un sistema coordenado por elemento.

Es la coordenada que posee el nodo de un elemento
dentro de un sistema coordenado el cual es acotado

por un valor unitario.

Es la accion de fraccionar el dominio en elementos

con geometrias conocidas.



DOMINIO

ED

EDO

EDP

ENSAMBLE DE MATRICES
LOCALES

FAR

FEM

FRONTERA

FUNCION DE PESO

GRADOS DE LIBERTAD

XIX

Es el conjunto de coordenadas para los que existe el

fendmeno o elemento estructural.

Ecuacion diferencial.

Ecuacion diferencial ordinaria.

Ecuacion diferencial parcial.

Es la accién de agrupar los términos de un conjunto de
matrices en una sola matriz global, los cuales tienen una
identidad Unica y que solo puede ser sumado con los

términos que poseen la misma identidad.

Término en ingles que representa el nodo lejano o nodo

final.

Son los valores de cortante y momento que se obtienen
en los empotramientos de una viga doblemente

empotrada.

Son los limites del dominio.

Es la funcidn que es ortogonal a un conjunto de

funciones.

Es el nimero de deformaciones que se obtienen de la
discretizacion del dominio, las cuales no son

deformaciones iniciales.
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MALLADO

MATRIZ CONSTITUTIVA

MATRIZ GLOBAL

MATRIZ LOCAL

MDF

MIDDLE

MRD

NEAR

NODO

NODO FALSO

Es el resultado de discretizar.

Es la matriz que relaciona las propiedades de un elemento

COnN Sus respectivos ejes.

Es la matriz que resulta de ensamblar las matrices locales.

Es la matriz que se obtiene de cada elemento, la cual
relaciona los nodos del elemento y la cual estable
términos que estan en funcion de la coordenada global de
los nodos del elemento, por lo que diferentes elementos
pueden tener una misma matriz local, cada termino tiene
una identificacion que puede o no ser igual al de otros

términos de otras matrices locales.

Método de diferencias finitas.

Término en ingles que representa el nodo central o medio.

Método de residuos ponderados.

Término en ingles que representa el nodo cercano o nodo

inicio.
Es el punto de conexidn o union de varios elementos.
Es el nodo que se estable cuando fisicamente no existe

pero por conveniencia se coloca, este concepto se usa en

el método de Rigidez.
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OBJETIVOS.

GENERAL.:
« Elaborar una guia tedrica y practica del Método de Elementos Finitos.
ESPECIFICOS:

« Utilizar el Método de Elementos Finitos para la resolucion de ecuaciones diferenciales.

« Aplicar el Método de Elementos Finitos desarrollando un ejemplo practico para elementos

unidimensionales.

« Aplicar el Método de Elementos Finitos desarrollando un ejemplo practico para elementos
bidimensionales validando el resultado por medio del programa de elementos finitos
CIVILFEM.

« Desarrollar el proceso para el célculo de areas de acero para un elemento de concreto

reforzado utilizando el programa de elementos finitos CIVILFEM.
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INTRODUCCION

El método de elementos finitos es un método numérico el cual usa aproximaciones para
alcanzar el resultado final, tiene la versatilidad de resolver ecuaciones diferenciales planteadas para
describir un fenémeno. Se le llama método de elementos finitos porque lleva a cabo una particién
o division del fenémeno en un namero finito de partes, su principal uso en ingenieria civil es para

resolver estructuras indeterminadas o redundantes.

El método de elementos finitos tiene maultiples aplicaciones entre las que se pueden
mencionar el analisis de estructuras de tipo lineal y no lineal, estatico, modal, transitorio, armanico,
también puede utilizarse para el analisis de filtraciones en medios porosos, andlisis térmicos,
resolucion de ecuaciones diferenciales, entre otras aplicaciones. En dichas aplicaciones el nUmero
de divisiones o partes es de tipo estatico, lo que significa que no cambia con el tiempo, puede llegar
a sufrir grandes deflexiones pero no puede cambiar el nimero de sus elementos. Para solventar esta
deficiencia, existen programas para los que sean creado algoritmos que permiten el re-mallado
como el programa KRATOS, el cual utiliza la combinacion del método de particulas con el método
de elementos finitos. Esta combinacion permite el anélisis de fendmenos como el comportamiento
del agua en un medio aislado, el desprendimiento de viruta para procesos industriales, entre otros

fenédmenos.

Con esta idea general de cdmo se encuentra actualmente el desarrollo del método elementos
finitos, la presente Guia tiene como objetivo acercar al estudiante al método de elementos finitos
permitiendo su facil compresion por medio de ejemplos practicos, entre ellos se estudiaran la
resolucion de ecuaciones diferenciales, andlisis de elementos unidimensionales, analisis de
elementos bidimensionales, analisis de elementos tridimensionales y finalmente se desarrollara un
ejemplo préactico de concreto armado por medio del analisis de placas asistido por el programa de
elementos finitos CIVILFEM.






CAPITULO 1. DEFINICION Y CONCEPTOS

1.1. Propiedades geométricas de los elementos

Las propiedades geométricas son caracteristicas que poseen los elementos, estan en funcién de
la configuracion de su seccién. Entre estas se pueden mencionar; el area, el centro geométrico, la
inercia respecto a un eje 0 momento inercial, el radio de giro y la inercia polar o inercia respecto a
un eje local distinto de los ejes principales del plano. El area es la propiedad geométrica mas basica,
en la figura 1, se muestra como se obtiene el area a partir de las funciones de contorno, utilizando
para ello la sumatoria de elementos infinitesimales. A continuacion se presenta la integral de area

obtenida del anlisis de la figura 1.

et
Uy T
=
\%
1

e
Il

ol |
| R
y=g(x) ] —— M
& ‘L dx :
a b *
Figura 1. Region de integracion. Fuente: (Zill D. G., 2011, pag.

759) .

b
A= f [92(0) — 91 (0) | dx

Donde A representa el Area encerrada por las dos curvas integradas desde los limites a y b.

El centro geométrico de una seccién es una funcion del area, el cual representa el punto de
equilibro de dicha seccién (Beer & Russell Johnston, 1994, pag. 176). En la figura 2, se muestra
una seccion irregular a la cual se le llama regidn. Para determinar el centro geométrico de esta

region se debe resolver las siguientes integrales para cada eje.
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Figura 2. Centro geométrico de la region. Fuente: (Zill D. G., 2011, pag. 369).

1.1.1. Inercia de una seccién

El area por si sola solo representa una cantidad que puede determinarse con infinitas
combinaciones de contornos, pero al combinarse con el centro geométrico es posible determinar la
inercia de la seccion. La inercia representa la oposicion que la seccidn presenta a girar en torno a

un eje, o dicho de otra forma representa la oposicion a la deflexion del elemento respecto a un eje.

Suponiendo que cada una de las secciones mostradas en la figura 3, tiene igual area transversal,
carga puntual y material. Ya que todas las secciones son diferentes en configuracion pero similares
en cuanto a material y area transversal, la seccion plana horizontal sera la que menor resistencia a
la deformacion podra tener. La inercia es el valor que podra precisar cual de los elementos resistira
mejor el momento flector provocado por la carga (Beer & Russell Johnston, 1994, pag. 366).

Cuando el area es continua la inercia respecto a cada eje se encuentra de la siguiente forma.
I, = fyz dA

IyzszdA



Figura 3. Diferentes elementos estructurales. Fuente: El Autor.

ay
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,
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A2

A1

Figura 4. Ejes principales de una seccion. Fuente: El Autor. Figura 5. Seccién de dreas compuestas. Fuente: EI Autor.
Existen secciones que estan compuestas por varias areas las cuales rotan respecto al mismo

eje, como en el caso de la seccion de la figura 5, la cual posee tres areas y todas ellas rotan respecto

al eje “ax”. Para determinar la inercia equivalente se hace uso del teorema de ejes paralelos, el cual

relaciona la inercia del area respecto a su propio centroide mas el cuadrado de la distancia al eje

multiplicado por el area de la seccion que se esta analizando (Beer & Russell Johnston, 1994, pag.

373). La ecuacidn de la inercia equivalente se expresa de la siguiente forma:

I, =1+ D?A

1.1.2.  Inercia polar de una seccion

El momento inercial resiste la deformacion provocada por el momento flector y la inercia polar

se opone a la deformacién debido al momento torsor (Beer & Russell Johnston, 1994, pag. 367).



Ipzfrsz Ipzfy2+x2dA

Figura 7. Elementos sometidos a torsion. Fuente: (Beer,
Johnston Jr, DeWolf, & Mazurek, 2009, pag. 138) .

1.2. Mecanica de materiales

La mecéanica de materiales es la disciplina que se encarga del estudio de los esfuerzos producidos
por las cargas en los materiales, asi como el estudio del comportamiento de los elementos

estructurales ante diversas fuerzas y momentos.

1.2.1. Propiedades mecénicas de los materiales

Estas propiedades representan las caracteristicas que posee el material a resistir la deformacién
y su comportamiento ante la aplicacion de diversas cargas. Entre las propiedades mecanicas es

posible mencionar: elasticidad, plasticidad, dureza, ductilidad, termo fluencia, entre otras.



Una de las principales caracteristicas de los materiales es su homogeneidad mecénica o
isotropia. Un material Is6tropo significa que tiene la misma propiedad en todas las direcciones. El
acero posee la misma respuesta independiente de la direccion de solicitacion, motivo por el que se
considera isotrépico. Asimismo posee la caracteristica que antes de llegar a la falla pasa por una

transicion elastica y una plastica o de endurecimiento.

El concreto, por ejemplo, resiste a tension una porcion de su resistencia a la compresion, dicha
porcion es casi igual a la raiz cuadrada de su resistencia a la compresion (Gonzélez Cuevas &
Fernandez Villegas, 2016, pag. 41), por lo que se considera que este es un material que carece de
isotropia llamado material anisotropico. La madera es otro material anisotropico, su resistencia esta

en funcidn de la orientacion de la carga respecto a la orientacion de sus fibras.

1.2.2. Ley de Hooke

La relacidn lineal que existe entre el esfuerzo ¢ y la deformacidn unitaria € se conoce como el
Maodulo de Elasticidad E, la cual es una constante de proporcionalidad. La ley de Hooke establece
esta relacion lineal entre el esfuerzo axial o cortante y la deformacion (Gere & Goodno, 2009, pags.
575-580). El cientifico Inglés Robert Hooke planteo las siguientes ecuaciones, las cuales
representan una idealizacion para materiales que sean uniformes y con las mismas propiedades en

todas direcciones, lo que significa que debe ser homogéneo e isotrépico.

o=Ee =Gy

Donde E es el Médulo de Elasticidad y G es el Médulo Cortante.

1.2.3. Esfuerzo

Es una medida de intensidad que estd en funcion de la carga aplicada y de la superficie de
contacto, su unidad es el Pascal. A continuacidn se presenta una tabla que ejemplifica los esfuerzos

que pueden generarse al aplicar cargas a un elemento estructural.



Tabla No. 1. Reacciones internas.

Accidn Reaccion Esfuerzos
S”ZT““\“TE ESF“ERK/’DETE”\S'ON Esfuerzos de Tension
- \ o
Tension P g ﬁ P (primario) y Esfuerzo
Cortante (secundario).
Esfuerzos de
ESFUERZOCORTANTE  ESFUERZO DE COMPRESION ., R .
c y Compresion (primario)
ompresion
P \fJ* ><7 y Esfuerzo Cortante
(secundario).
P
Cortant v Esfuerzo Cortante
Or an e / \\- ESFUERZO - -
. y o (primario).
.‘, h
P
| Esfuerzos de Tensién
Esrueizo coRTANTE © ESFUERZO DE TENSION T (primario)’ ESfuerZO de
/ P : . N - 77'\\\ \\. ., . .
Flexion F‘/ v\\\ )] Compresion (primario)
N 4(/_',,,_7 =~ //
\\\—-,,, i 1 ESFUERZO ELE COMPRESION "-»_/-"/ F y ESfuerZO Cortante
| .
! (secundario).
g T, N Esfuerzo Cortante
Torsion L) - o
N . J /1 (primario).
-

Fuente: (Flores Aguilar, 2008, pag. 10).

A continuacion se presentan una serie de ecuaciones para determinar el esfuerzo segun la carga

aplicada.



a) Esfuerzo debido a una carga axial de tension o compresion.

N
|
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I A ]
i i
P 4‘> < |\ Fﬁ O l\ [\ <'7 P
A
R N
6/2! Lo-0 !5/2
Lo

Figura 8. Elemento sometido a una carga axial. Fuente: El Autor.

Esfuerzo axial de tensién o compresion:

N
7712

Usando la ley de Hooke:

- re =[]
TEREEET

Donde 6 es la deformacion y Lo es la longitud inicial.

Esfuerzo cortante debido a la carga de tension o compresion:

NI Q

b) Esfuerzo debido a una carga cortante.

Figura 9. Elemento sometido a una carga cortante.
Fuente: El Autor.



Esfuerzo de corte debido a P.

P Fuerza cortante
o=—=—
Dt Area de corte

Donde t es el espesor de la placa 'y D es el ancho.

c) Esfuerzo debido a una carga de flexion.

La falla por corte cuando existen momentos flectores ocurre a un angulo
cercano a45°, como se puede deducir en latabla 1. El esfuerzo cortante no se obtiene
de la misma manera que en la seccidn vista en el inciso anterior. Pero, si bien es
cierto, este si puede analizarse de manera aislada como se observa en la figura 11,
en donde la carga cortante V, varia a lo largo de toda la viga. Dicha grafica se dibuja
analizando el cortante como el mostrado en la figura 10a, como una fuerza de corte

que no toma en cuenta el momento flector. Para obtener el esfuerzo cortante si debe

tomarse la carga por flexion.

—
P ]

R1 R2
DIAGRAMA DE CORTE V(X

|
.

DIAGRAMA DE MOMENTQ MO

\
|
4
\
\
|
\

Figura 10. Elemento sometido a momentos flectores.

Figura 11. Diagram r momento.
Fuente- El Autor. gura agramas de corte y momento

Fuente: El Autor.

Esfuerzo debido al cortante para vigas de seccion rectangular sometidas a
momentos flectores y material de comportamiento lineal (Gere & Goodno, 2009,
pags. 387-390).



_VfydA _V.Q R |/
= ]Zb = [Zb para unavigarectanguiar T = 24

Q=fydA

Donde V; es el cortante, Q es el momento estatico, A es el area de la seccion

transversal y b el ancho de la viga.

Figura 12. Seccidn transversal de la viga.
Fuente: El Autor.

Esfuerzo debido al momento flector respecto al eje neutro z como el
mostrado en la figura 12.

Donde Y representa el radio de giro e Iz representa la inercia respecto al eje

d) Esfuerzo debido a una carga de torsion.

— Y TII.~ -__\Griu'lu-a 45° 'Jr
ST < _

S -

- = o "‘_
B S i ‘\_,_._. .................
. -
Lo
| =
Figura 13. Elemento sometido a torsion. Figura 14. Falla debido a torsion. Fuente: (Gere &

Fuente: El Autor. Goodno, 2009, pag. 249).
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Esfuerzo cortante, usando la ley de Hooke.

oy _gla_ R , TR
M= T 1o © =T

Donde La es la longitud de arco e Ip es la inercia polar de la seccion.

1.2.4. Elasticidad Lineal

El mddulo de elasticidad, o también conocido como modulo de Young, representa la constante
de elasticidad de un material en un intervalo de deformacion unitaria. Para ejemplificar esto de una
mejor forma es posible analizar la grafica de esfuerzo deformacion del acero como en la figura 15.
Dicha gréfica se puede obtener a partir del ensayo de traccion de un espécimen normado, la norma
que rige este ensayo es la ASTM E8/E8M — 13a “Standard Test Methods for Tension Testing of
Metallic Materials”.

El Modulo de Elasticidad se obtiene hallando el valor de la pendiente (E), en la ecuacion de la
recta OA de la Figura 16, la cual se encuentra trazando la recta desde el origen hasta el cambio de

pendiente de la grafica.

El esfuerzo de fluencia indica el lugar donde se separa la zona elastica de la zona plastica. En
la seccion 7.7.1 de la norma ASTM EB8, se propone una forma de determinar el esfuerzo de fluencia
del material, usando la gréafica de esfuerzo deformacidn, se debe hacer una recta paralela en la zona
elastica del material desplazada 0.2% de la deformacion unitaria (Askeland, 1998), dicha recta

corresponde a la recta de elasticidad lineal como se muestra en la figura 16.

o E' A n
) / /
_____ -7 - — YS(offset=0m%) /— — — — — — — = T
Esfuerzo—, | -2D / /’
tltimo F /
. E /
/
Esfuerzo de fluencia ~ B c Fractura ” 6 / " ,
o [}
L 1" TA ) Vs /
Limite & 4{) /
de proporcionalidad //
/
/
/
o /
| €
! Plasticidad 'Endurecimiento  Estriccion /
Regién o fluencia por deformacién Om = specified offset | /

lineal perfecta k1 -

Strain

Figura 15. Grafica de Esfuerzo - Deformacion. Fuente: Figura 16. Gréfica de Esfuerzo - Deformacion. Fuente:

(Gere & Goodno, 2009, pag. 19). (ASTM INTERNATIONAL, 2013, pég. 17)
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Debido a que el concreto no es un material ductil, solo la parte inicial de la grafica de esfuerzo
deformacion del concreto se puede aproximar a una recta, esta parte inicial representa hasta el 40
por ciento de la carga maxima, y es de donde se obtiene el modulo de Elasticidad del concreto
(Gonzalez Cuevas & Fernandez Villegas, 2016, pag. 33). El ensayo que rige la obtencion del
modulo de elasticidad del concreto es la norma NTG 41017-h16 “Método de ensayo.
Determinacion del mddulo de elasticidad estatico y la relacion de Poisson del concreto a
compresion”, la cual se basa en la norma ASTM C469-02. También se puede obtener el mddulo
de elasticidad del concreto de manera aproximada utilizando las ecuaciones que aparecen en la
seccion 19.2.2.1 del “Reglamento para concreto Estructural 2014 publicado por el Comité 318
del “American Concrete Institute” ACI 318-14.

1.2.5. Relacion de Poisson

La relacion de Poisson es un valor que relaciona la deformacion unitaria lateral respecto a
deformacion unitaria axial. Como se observa en la figura 17, al ser sometido un elemento a tension
este sufre una deformacion axial y una deformacion lateral por el principio de conservacion de la

masa.

—def.unitaria lateral —¢’
v= - - - = —
def.unitaria axial €

(a) _ —AR/Ro _ —lo (AR)
V="AlJlo ~ Ro(dD
P P A P E
I 9—) G —
N v 2(1+v)
(b)

Figura 17. Deformacion de una barra al ser sometida a tension
(a) barra antes de aplicar la carga y (b) barra después de aplicar
la carga. . Fuente: (Gere & Goodno, 2009, pag. 28).

La relacion de Poisson no puede ser mayor a 0.5, este valor maximo indica que el material

posee una alta ductilidad (Gere & Goodno, 2009, pags. 28, 575). El caucho tiene un valor cercano
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a 0.5, para materiales como el concreto la relacion de Poisson se encuentra entre 0.1 - 0.2, para

materiales metalicos esta relacion esta entre 0.25 y 0.35.

El modulo de cortante G, esta en funcion del médulo de elasticidad E, y la relacion de Poisson
v. Los valores del médulo cortante estan entre 0.5E y 0.33E. A los valores de E, G y v se les

denomina como constantes elasticas de los materiales.

Hasta ahora se han relacionado Unicamente los esfuerzos debido a un tipo de cargas, pero cémo
es que se relacionan las deformaciones cuando existe mas de una carga y cOmo es que se aplican

la ley de Hooke y la relacion de Poisson.

Para ello sea el elemento mostrado en la figura 18, un elemento infinitesimal de un cuerpo, al
cual se le estan aplicando dos cargas axiales las cuales generan dos esfuerzos orientados en el

mismo eje. Estos esfuerzos estan orientados al eje x y al eje y respectivamente.

b
8y

|
s

0z=0 -

a) b)

Figura 18. a) Esfuerzos en el elemento infinitesimal b) Deformacidon del elemento infinitesimal
debida a la combinacion de los esfuerzos. Fuente: El Autor.

Donde ¢ es la deformacion del elemento en metros.

Las deformaciones estan en funcion de los esfuerzos que se aplican en el elemento. En esta
idealizacion el esfuerzo en z no existe, por lo que es cero la aportacidn que este hace pero no quiere
decir que no exista una deformacion sobre su eje. Como se ve en la siguiente ecuacion la suma
total de las deformaciones es igual a la suma de las deformaciones de cada esfuerzo sobre el eje

analizado.

ox = O6lx + 62x + 63x
ox oy gz =0
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dy = 6ly + 82y + 63y
ox ay oz =0

6z = 61z + 62z + 63z
ox ay gz =0

Como se mostré en la figura 17, la deformacién de un eje afecta la deformacion de los otros
ejes. Suponiendo ahora que el eje en el que se aplica la carga al elemento de la figura 17, esta sobre
el eje x, entonces usando la relacion entre deformaciones o relacion de Poisson para determinar la
deformacion que existe en el eje y, provocado por el esfuerzo sobre el eje x, se obtiene la siguiente

ecuacion:

_ —def.unitaria lateral  —¢& —g, —¢g
v = p . p === 0.
def.unitaria axial £ &y Zx
—€ v
— y - __
V=5 &y = B (0y)
E

Y la deformacion unitaria € esta en funcién de la deformacion real 6.

Al utilizar las relaciones anteriores es posible determinar la deformacion unitaria en cada eje

debido a los esfuerzos.

ex = ¢€lx + €2x + £3x
ox oy 0z=0
Oy _ v _ v _
g1x=E st——E(Uy) £3x——E(aZ)—O
gy = ¢ely + €2y + €3y

ox oy oz =0

_ 9%

e2y="  ely=--(a) e3y=--(3,)=0

ez = ¢€lz + €2z + €3z
ox oy oz =0
332=%=0 slz=—§(ax) 522=—%(0y)

Al cambio de volumen unitario se le conoce como dilatacion y esta definido por la siguiente

ecuacion.
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AV
e=-=exteytez

Cuando existe un esfuerzo donde solo estén involucrados dos esfuerzos axiales la ecuacién

también puede escribirse de la siguiente manera.

LAV 1-2v
TV T E

(ox + oy)

Si existiera un tercer esfuerzo en el eje restante entonces se debe sumar el esfuerzo, siempre

tomando en cuenta que los valores de esfuerzos deben mantener su signo.

La relacion de Poisson solo funciona en el rango elastico, para el rango plastico se Ilama

relacion de contraccion.

1.2.6. Combinacién de esfuerzos principales y esfuerzos méximos 2D

La relacion de Poisson permite determinar las deformaciones axiales resultantes de los
esfuerzos principales, cada una de estas deformaciones entonces desarrolla un esfuerzo axial,
dichos esfuerzos pueden ser representados por el circulo de Mohr, el cual recibe el nombre en honor
al ingeniero civil aleméan Otto Cristian Mohr (1835-1918).

—Oy Oy
L oy x|

Tyx %ﬁ $% —Txy
-0y oy
a) b)

Figura 19. Esfuerzos principales en el plano a) esfuerzos axiales en compresion y esfuerzo cortante en contra de las manecillas del
reloj b) esfuerzos axiales en tensién y esfuerzo cortante a favor de las manecillas del reloj. Fuente: El Autor.

En la figura 19, se presentan dos elementos infinitesimales los cuales estan soportando

esfuerzos axiales y esfuerzos cortantes, cuando el elemento sufre un esfuerzo en compresion se
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dice que este esfuerzo es negativo y cuando el elemento sufre un esfuerzo en tensién se dice que el
esfuerzo es positivo, de la misma manera cuando el elemento sufre un esfuerzo cortante en sentido
contrario a las aguas del reloj entonces se dice que el esfuerzo cortante es positivo. Estos conceptos
se utilizan en el capitulo 6, de la presente guia, en donde se analizan los esfuerzos maximos y

minimos de elementos de concreto en tension y compresién por el método de elementos finitos.

Las ecuaciones que se utilizan para determinar los esfuerzos axiales maximos y minimos asi

como el esfuerzo cortante maximo, son las siguientes:

. .y , Ox + Uy
Ubicacion del circulo = 0promedio = —
. ‘ Ox — Oy 2 2
Radio del circulo = Ty, = (T) + (Txy)
oy + 0y Ox — Oy\? 2
Omax,min = 2 * ( 2 ) + (TXY)

En el caso del andlisis del concreto se deben revisar que los esfuerzos minimos no sean
positivos, ya que al ser estos positivos se necesitara chequear que el concreto soporte el esfuerzo
en tension y de no ser esto posible se debera reforzar con acero a tension. Cuando se analicen
elementos metalicos se debe chequear que los esfuerzos no superen el esfuerzo de fluencia del

material.

1.2.7. Combinacion de esfuerzos principales y esfuerzos maximos 3D

El circulo de Mohr es posible generalizarlo en 3D, al combinar los esfuerzos principales de
los tres ejes. Para ello se deben determinar los esfuerzos principales en los tres ejes y ordenarlos en
una matriz la cual se le denomina tensor de esfuerzos, en el capitulo 4, se presenta una matriz
similar de conductividad hidraulica.

[M] = |tyx oy 71yz

1zX 1TZy 0Z

ox XYy sz]
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O~

T <
“I o

Ox

Figura 20. Elemento infinitesimal tridimensional con los esfuerzos principales
en los tres ejes. Fuente: El Autor.

En la teoria del circulo de Mohr, al rotar el elemento bidimensional infinitesimal es posible
encontrar el angulo en donde los esfuerzos finales son axiales, esto también se aplica al rotar el
elemento tridimensional infinitesimal, al hacerlo es posible determinar los esfuerzos axiales,

quedando entonces los esfuerzos axiales del elemento tridimensional infinitesimal al ser rotado de
la siguiente manera:

cl 0 O
[O o2 O]

0 0 a3

Para dibujar los tres circulos de Mohr, se colocan sobre el eje de las abscisas los esfuerzos y

se dibujan los circulos usando como didmetro la combinacion de esfuerzos. Para encontrar los
esfuerzos rotados se utiliza las siguientes ecuaciones.

Primero; se encuentran las invariantes /.

i1=M11+M22+M33=O-x+O-y+O-Z

~ M4 M12] [Mzz M23] [ ] ™y Xz
I, = Det [M21 - + Det M M + Det Ms; Mg Det Tyx ]+D t[sz ]+D [sz JZ]

32 33

I; = Det[M] = Det [tyx oy 7tyz

TzX 7Tzy O0Z

ox XYy rxz]
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Segundo; se resuelve en términos del esfuerzo la ecuacion caracteristica la cual es de tercer

grado, y se encuentra en funcion de las invariantes.
_~3 f~2_T7 -
0>+ lioc—Lo+I3=0

Tercero; Se dibujan los esfuerzos sobre el eje de las abscisas.

1.2.8. Esfuerzo de Von Mises

El esfuerzo de Von Mises relaciona los esfuerzos axiales y cortantes principales sobre un
elemento. Dicho esfuerzo se obtiene de la formulacion de la teoria de Energia de Distorsion de

un material ductil. Para efectos de la presente guia la ecuacién que se usara es la siguiente.

(O‘x - ay)z + (0, —0,)%* + (ay — O'Z)Z +6 ((Txy)z + (145)% + (sz)z)
2

En donde los esfuerzos axiales y torsionales son los esfuerzos obtenidos por la deformacién

unitaria obtenida por la relacion de Poisson.

1.2.9. Rigidez de un elemento

Antes de comenzar a relacionar la rigidez para un elemento estructural se debe analizar la

rigidez desde el punto de vista de los elementos de resorte.

Un resorte es de tipo lineal si el alargamiento o deformacién axial se relaciona linealmente con

la fuerza aplicada.
F=Kx=KS§

Donde 6 representa la deformacion como se muestra en la figura 8, K representa la rigidez del

resorte o constante de resorte y F es la fuerza aplicada.

El sentido de la deformacion proporciona el signo a la fuerza.
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En la naturaleza, no es comun que los resortes se comporten de manera lineal perfectamente,
mas bien tienen un comportamiento no lineal. Cuando un resorte no lineal experimenta
deformaciones pequefias, entonces se puede sustituir por un resorte lineal (Rao, 2012, pag. 22).
Esto es lo que sucede en el analisis de estructuras, lo que se busca es no llegar a la zona plastica
del material, por lo que todos los esfuerzos que se mantengan dentro de la zona elastica permiten

que se pueda tomar el elemento como un resorte.

Los resortes no lineales pueden representarse con la siguiente ecuacion.
F=ax+bx3=a6+b5> a>0

En la ecuacion anterior F, se refiere a la fuerza aplicada como en el resorte lineal, el término a,
esta asociado con la parte lineal, el término b, esta relacionado a la no linealidad del resorte y la

variable §, es la deformacion del elemento.

Si el valor de b > 0 se dice que el resorte es duro, si b < 0 se dice que el resorte es suave y si

el valor de b es cero entonces es un resorte lineal.
En la siguiente figura se muestra la comparacion grafica de un resorte lineal y el
comportamiento de un resorte no lineal.
Fuerza (F)

!

/
!’ <
N .
;’ 7 Resorte lineal (b = 0)
F
/ / \
,‘:/ Resorte suave (b < 0)
0 Deflexion (x)
A
!
/i
Va4
# /
/

S INC
7 I — Resorte duro (b > 0)

]
i

Figura 21. Grafica de resortes de tipo lineal y no lineal.
Fuente: (Rao, 2012, pag. 22).
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Los resortes pueden estar configurados en serie, paralelo y serie paralelo. Estos cominmente
se trabajan con rigideces equivalentes, para determinar estas rigideces equivalentes se utilizan las
siguientes ecuaciones:

Resortes en paralelo.
Keq = K1+K1 +K1+K1+"'Ki ZZK]

Resortes en serie.

72 Yz

a) b) c)

Figura 22. a) Resortes en Serie b) Resortes en paralelo c) Resortes
en Serie - Paralelo. Fuente: (Rao, 2012, pag. 83).

El andlisis de un resorte serie — paralelo se lleva a cabo por la sucesiva equivalencia de las
secciones paralelo o serie.

También existen los resortes torsionales o de resistencia y desplazamiento angular (Lazaro,
2011, pag. 16).
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Figura 23. Resorte torsional. Fuente: (Rao, 2012, pag. 14).

En estos se aplica un momento torsor (Par torsor), el cual tiende a hacer girar a un elemento

con respecto a su eje longitudinal, generando asi un angulo torsor.

Figura 24. Elemento a torsion. Fuente: El Autor.

Las ecuaciones que permiten relacionar la rigidez del elemento sometido a torsion son las

siguientes:

T = Kt[91 - ‘92] K, = [6,-65]

GI
K="

Donde Ip es la inercia polar descrita en la seccion 1.1.2., T es el momento torsor, G es el modulo
cortante del material y L es la longitud total del elemento.
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Para la rigidez de un elemento sometido a cargas axiales como el mostrado en la siguiente

figura, la ecuacion de la rigidez se expresa como sigue:

K_AE
T L
(a)
P P P
| }—»
(b)

Figura 25. Deformacidn de una barra al ser sometida a tension
(a) barra antes de aplicar la carga y (b) barra después de aplicar
la carga. . Fuente: (Gere & Goodno, 2009, pag. 28).

En donde K es la rigidez, E representa el modulo de elasticidad del elemento explicado en la

seccion 1.2.4., I inercia de la seccién y L es la longitud total del elemento.

Para la rigidez de un elemento sometido a momentos flectores, la ecuacion de la rigidez se

expresa como sigue a continuacion:

> / M

Figura 26. Elemento sometido a momentos flectores.
Fuente: El Autor.

En donde K es la rigidez, la constante n esta en funcién de los tipos de apoyo, E representa el
maodulo de elasticidad del elemento explicado en la seccion 1.2.4., I inercia de la seccién y L es la

longitud total del elemento.
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La rigidez es una medida de oposicion que posee un elemento a sufrir deformacion o deflexion
y esté en funcion de la seccion, como también del material, la longitud y una constante que cambia

conforme cambian las restricciones de los apoyos del elemento.

La rigidez de la viga en voladizo se obtiene a partir de la maxima deformacion que podria sufrir
a lo largo de todo el tramo. Con el fin de obtener la deformacion se utilizara el método de doble
integracion y se analizara desde el punto donde se aplica la carga P, hasta el punto de apoyo. Ya
que el método de doble integracion es una ecuacion diferencial, es necesario para su resolucion que
existan condiciones iniciales: para la viga empotrada de la siguiente figura se tiene que cuando x

es igual a L el valor de la pendiente es igual a cero y la deflexion también es cero.

P

it
M

R1 X

Figura 27. Viga empotrada. Fuente: El Autor.

d’y _M(x)

dx2 EI

donde M(x) = Px

dy fM(x) dy Px?

= | E dx sustituyendo M(x) e integrando I = 7El + G,

d
d_ .

Siendo las primeras condiciones iniciales x=L vy P
x

d PL?
Sustituyendo las primeras condiciones iniciales d_ic} =0= SEI + Gy

PL? dy Px* PL?

= l - 7
261 POT O AMe T 2RI T 2EI

Se encuentra que Cy =
Integrando | 6 anterior y = [ L5 PV
ntegrando la ecuacién anterior y = | omr — o dx

Px3® PL*x

Se obtiene que y = Bl 2B

+ G

Siendo las segundas condiciones iniciales x=L y y=20



23

_PI* PI?

Sustituyendo y despejando para C1 y=0= eEl ~ 2EI + G

PL?

Se obtiene que C, = ~3E

La ecuacion final de la deflexion a lo largo de todo el tramo es

La maxima deflexion ocurreen x =0

PO PL?0 PL® _ PL?

Ymax =8 = GF1 ~ ZEr T3E T 3E
Siendo la deflexién 8= = — —o
iendo la deflexién %=~ 3E

L3

Entonces la rigidez K, para una viga empotrada es la siguiente:

3E]

3
De esta manera es posible determinar la rigidez de cualquier elemento segin los apoyos y la
distribucion de las cargas. Conforme se avance en el estudio de estructuras por el método de rigidez

del cual se hablara en el siguiente capitulo, se presentaran otras constantes de rigidez las cuales se

obtendran de la misma manera que se planted anteriormente.

1.3. Sistemas estructurales

Un sistema estructural se puede definir como un conjunto de elementos combinados de tal
forma que puedan soportar las cargas aplicadas, cada sistema estructural es diferente segln las
condiciones o restricciones que se tengan. Las cargas son producidas por los fendmenos naturales
como el viento, la gravedad, entre otros fendmenos. Existen diferentes combinaciones de elementos

estructurales que puedan resolver un problema o solventar una necesidad estructural.

1.3.1. Clasificacion de las estructuras

Existen diferentes maneras de clasificar las estructuras. A continuacion se presenta una

clasificacion por la cantidad de elementos que poseen:
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Estructuras Continuas: Las estructuras continuas se definen como estructuras que
poseen un solo elemento estructural, por lo que sufren distintos esfuerzos a lo largo
de todo el elemento, dichas estructuras no son separables a simple vista, por lo que
debe usarse un proceso de discretizacion de la estructura. La discretizacion consiste
en separar en un namero finito de partes mas pequefias y simples todo el elemento.
Los nodos de las estructuras discretas de concreto regularmente se consideran una
estructura continua, debido a que es la union de varios elementos en un solo elemento.
Otro ejemplo de una estructura continua son las losas o techos curvos de concreto, los
cuales no se pueden dividir en elementos a simple vista sino hasta que se hace una

proceso de discretizacion.

A modo de ejemplo, en Espafia se encuentra un complejo de obras arquitectonicas
fabricadas de concreto armado. Este complejo esta ubicado en la Ciudad de las Artes
y las Ciencias en Valencia. Dentro del complejo se encuentran una gran variedad de
especies maritimas como Delfines, Tiburones, entre otras especies. Este complejo
posee el centro OCEANOGRAFIC, el cual es una estructura de concreto armado, el
edificio fue disefiado con una belleza espectacular. Este edificio es una representacion

clara de una estructura continua.

Figura 28. Estructura Continua. Edificio OCEANOGRAFIC, Ciudad de las Artes y
Ciencias en Valencia, Espafia. Fuente: (Plago, 2010)
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e Estructuras Discretas: Se conocen como estructuras discretas las que estan
compuestas por una cantidad definida de elementos, de los cuales cada uno sufre una
accién de cargas distintas entre uno y otro. Una de las caracteristicas de estas
estructuras es la facilidad con la que se identifica cada elemento. Entre las estructuras
discretas se encuentran las armaduras, las cuales tienen elementos que soportan cargas

en tension y compresion.
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Figura 29. Estructura discreta. Perfil Arquitecténico Sur del Puente Samala 1, CITO 180 RN 01 ESTACCION
2224200, Puente Metalico. Fuente: El Autor.

Otras estructuras que también es posible mencionar son los marcos estructurales de
seccién continua, los cuales se definen como vigas y columnas. Las columnas muy
esbeltas también se conocen como muros, los cuales tiene la funcion de soportar
distintas cargas simultdneamente como cargas cortantes, cargas de flexo-compresion
0 tension y compresion solamente. Las vigas pueden soportar cargas de tension y

compresion, como también de flexion y cortante.

1.3.2.  Principio de Superposicion

Se define como principio de superposicion a la capacidad de sobreponer o sumar deformaciones
producidas por diferentes cargas en un mismo punto de la estructura y que el resultado de la suma
de las deformaciones de las cargas analizadas individualmente sea igual al obtener la deformacion
analizando todas las cargas a la misma vez (Hibbeler, 2012), tal y como se ilustra en la siguiente

figura.
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P1 P2

P1 + P2 |
o= —— -
H uﬁ o = 31=06 uﬁg- 0.4

Figura 30. Principio de superposicion. Fuente: El Autor.

El principio de superposicién es la base tedrica de la resolucion de estructuras que utiliza
conceptos de elasticidad lineal. En ingenieria se busca que los esfuerzos estén concentrados en la
zona eléstica de los materiales, lo que permite poder predecir su comportamiento lineal y es un

oportuno factor de seguridad trabajar en esta zona.
El principio de superposicién se basa en dos condiciones las cuales son:

e Ley de Hooke: EIl material debe de cumplir con la ley de Hooke, la cual dice que la
carga es proporcional a la deformacion o que los esfuerzos son proporcionales a la

deformacion unitaria.
F = kx 6 o=¢E tT=yG

e Deformaciones pequefias: Los desplazamientos que debe sufrir el material deben ser

tan pequefios que se encuentren dentro de la zona elastica del material.

Esta condicion permite que se pueda cumplir la condicion de linealidad de los materiales.

1.3.3. Métodos de resolucion de estructuras hiperestaticas

Para poder entender cuéles son las estructuras hiperestaticas se necesita conocer las estructuras
inestables y las estructuras isostaticas. Todas ellas se basan en la condicion de equilibrio, para la

cual se utilizan las ecuaciones de equilibrio.
Las ecuaciones de equilibrio son:
YFx=0 YFy=0 YFz=0

YMx=0 YMy=0 Y>Mz=0
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A partir de la cantidad de ecuaciones de equilibrio se clasifican las estructuras como se muestra

a continuacion:

Estructuras Inestables: Son las estructuras cuyo numero de las reacciones son
menores a las ecuaciones de equilibrio. Estas estructuras permiten el movimiento o
desplazamiento de la estructura en uno de los ejes. Un ejemplo de estas son los carritos
de supermercado, las cuales son estructuras de tipo inestable porque sus rodillos

permiten el desplazamiento en uno de los sentidos.

ﬁ%ﬁ ae

Figura 31. Estructura inestable. Fuente: EI Autor.

Estructuras Isostaticas: Son las Estructuras que poseen un mismo numero de
reacciones que de ecuaciones de equilibrio, estas estructuras se ven con regularidad
en los puentes, los cuales poseen apoyos que permiten la rotacion pero no el
desplazamiento. En el caso de los voladizos, estos son también estructuras isostaticas
debido a que el punto de apoyo no permite rotacion ni traslacion, pero en el otro
extremo del elemento este no posee apoyo, lo que permite que el ndmero de

ecuaciones sea igual al nimero de reacciones en el apoyo.

Figura 32. Estructura Isostatica (Figura
repetida). Fuente: EI Autor.

Estructuras Hiperestaticas: Son estructuras discretas que no pueden resolverse por

las ecuaciones de equilibrio, debido a que el nimero de reacciones es mayor al nimero
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de ecuaciones de equilibrio, lo que significa que el elemento es redundante o posee

mas apoyos de los que necesita para alcanzar el equilibrio

Ch (+

Figura 33. Estructura Hiperestaticas (Figura
repetida). Fuente: El Autor.

Los métodos para la resolucion de estructuras Hiperestaticas o estructuras discretas redundantes

son los siguientes:

Método de doble integracion: Este método utiliza una ecuacion diferencial para la
resolucion de la funcion deflexion, este método se utiliza Unicamente para vigas de
hasta tres apoyos, vigas doblemente empotradas 0 con empotramiento y apoyo simple

en el otro extremo.

Método de Areas de Momento: Es la simplificacion del método de doble integracion
para el cual utiliza las graficas de momento y los centroides de las gréficas para
determinar la deflexion en un punto determinado. Debido a que es la simplificacion

del método anterior, las vigas que pueden resolverse son las mismas.

Método de la viga conjugada: Este método se utiliza para la resolucion de vigas su
principal aplicacion es para determinar las lineas de influencia, las cuales son
utilizadas cuando existe una carga dinamica como en los puentes. EI método consiste
en sustituir los apoyos por otros apoyos los cuales permitan simplificar el analisis del

elemento.

e Método de Distribucién de Momentos: Este fue el mejor método para la resolucion
de marcos y vigas hasta hace 60 afios, debido a que se comenzo6 a desarrollar el
Método de Rigideces y el Método de Elementos Finitos. Este método se utiliza para

la resolucién de vigas y columnas combinadas como el que se muestra en la figura
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33. Con este método se analizaron estructuras de gran envergadura a inicios del siglo

pasado.

El método consiste en analizar cada elemento ya sea una viga o columna como una
viga doblemente empotrada o con una combinacion de empotramiento y apoyo
simple, con los métodos de Doble Integracion o Areas de Momento, obtener los
momentos, luego utilizar la rigidez del elemento sometido a flexion como se explicd
en la seccion 1.2.9., y posterior a ello hacer una distribucion de los momentos de un
extremo a otro del elemento y en los nodos hasta que la sumatoria de los momentos
en el nodo sea igual a cero. Se utilizan iteraciones para este método hasta obtener un

resultado cercano a cero al sumar los momentos en el nodo.

Método del Portal: Este método es utilizado para estructuras bajas de marcos. Permite
obtener resultados aproximados un tanto alejados de la realidad, funciona para un

analisis rapido, pero es un método que ya no se utiliza.

Método del Voladizo: Este método a diferencia del anterior se usa para estructuras
esbeltas de tipo marco, su analogia es como una viga a flexion, para la cual se debe
determinar el eje neutro, el cual esta en funcion de los vanos, la seccion y material del
elemento. Este método ya no es utilizado debido a que los resultados son aproximados

con un alto porcentaje variacion entre los resultados reales.

Método de Flexibilidades: Este método también es conocido como el método de la
fuerza, el cual se desarrolld en los afios de 1860. EI método permitia resolver
estructuras indeterminadas, su mayor desventaja es crear un algoritmo capaz de
resolver estructuras ya que se necesita el planteamiento inicial de las ecuaciones de
compatibilidad para las cuales se utilizan los diagramas de momento de la estructura
simplificada. Este método fue el primero en emplear matrices lo que facilitaba

bastante el trabajo final pero no el inicial, el cual consistia en armar la matriz.

Método de Rigidez: Este método se basa en el método de Pendiente-Deflexion. El
método de Rigidez es un método matricial, disefiado para utilizar computadoras para
el analisis. Con este método es posible resolver vigas, marcos y estructuras. Este

método utiliza la rigidez del elemento para obtener las fuerzas resultantes por eje. Con
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este método se pueden resolver complejas estructuras obteniendo resultados muy
cercanos a la realidad. Para poder utilizar este método se debe entender que es un eje
local y ejes globales, debido a que para lograr plantear la matriz de rigidez global,

primero se arman matrices locales. Este método se estudiara en el capitulo siguiente.

Todos los métodos anteriores son utilizados para vigas, marcos o armaduras, pero el siguiente
método del que se hara una pequefia descripcion del cual es que trata esta guia, se utiliza para

estructuras continuas, las que deben ser discretizadas para su analisis.

e Método de Elementos Finitos: Este método se utiliza para resolver estructuras
continuas. EI método consiste en dividir el elemento analizado en elementos mas
pequefios, los cuales formaran una estructura discreta. La cantidad debe ser finita o
en otras palabras debe conocerse, al igual que en el Método de Rigideces, se debe
poder manejar el concepto de matriz local y matriz global, ya que la matriz global es
el resultado del ensamble de las matrices locales. La eficacia de este método radica
en la cantidad de elementos en los que se divida el elemento.

Este método solo puede ser utilizado si se cuenta con un programa de cémputo, debido a la
cantidad de datos y al tamafio de la matriz que se obtiene. Para el propdsito de la guia este método
se analizara en capitulos posteriores, para el cual se presentaran ejemplos sencillos, los cuales se
resolveran sin la ayuda de un programa, pero se compararan para verificar que se obtuvo un

resultado aceptable.

1.3.4. Grados de libertad

En los sistemas vibratorios, el minimo de coordenadas independientes requerido para
determinar por completo todas las partes de un sistema en cualquier instante de tiempo, se define
como la cantidad de grados de libertad del sistema, o en otras palabras: la cantidad de variables
independientes de desplazamiento de un sistema es igual a la cantidad de grados de libertad del

sistema.

Los sistemas discretos son sistemas que ya tienen definida la cantidad de variables, los sistemas

de origen discreto permiten identificar facilmente la cantidad de variables independientes. En la
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sigueinte figura se presentan varios ejemplos de sistemas discretos aplicados a vibraciones, cada
uno de ellos posee una Unica variable independiente, a estos sistemas se les conoce como sistemas
de un grado de libertad.

k |
0000
: N\
(a) Mecanismo de manivela (b) Sistema de resorte y masa (c) Sistema torsional

corrediza y resorte

Figura 34. Sistemas de un grado de libertad 1GL. Fuente: (Rao, 2012, pag. 14).

Los sistemas discretos de mas de un grado de libertad poseen mas de una variable
independiente, como los mostrados en la siguiente figura. Las variables independientes pueden ser
de tipo angulares y cartesianas.
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Figura 35. Sistemas de dos grados de libertad 2GL. Fuente:
(Rao, 2012, pag. 14).

También existen sistemas que cuentan con una infinitud de grados de libertad a los que se les
conoce como sistemas continuos o distribuidos. Los sistemas continuos se refieren a los sistemas
deformables o elasticos los cuales poseen una infinitud de grados de libertad. Para resolver estos

elementos es necesario discretizar en varios elementos, con el proposito de que su resolucion sea
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mas sencilla, entre mayor es el nimero de elementos mejores son los resultados obtenidos, como

ya se menciono antes.

1.3.4.1. Grados de libertad de una estructura

Los grados de libertad para una estructura estan relacionados directamente a las deformaciones
en los nodos ya sea de desplazamiento angular o lineal. La cantidad de grados de libertad es la

cantidad de desplazamientos que sufre la estructura (Hibbeler, 2012, pags. 451-453).

Para comprender este concepto se analizara la estructura de la siguiente figura. La cual posee
un grado de libertad y dos nodos, ya que en el nodo 2, por ser un empotramiento perfecto no existe
desplazamiento angular como tampoco lineal, pero en el caso del nodo 1, si existe un

desplazamiento angular.

Figura 36. Viga indeterminada con dos nodos. Fuente: El Autor.

Si se colocara un nodo falso en el punto de la carga puntual, entonces el elemento estructural

se veria como en la siguiente figura.

Figura 37. Viga indeterminada con tres nodos. Fuente: El Autor.

La estructura es la misma, pero debido al tercer nodo entonces la estructura tiene tres grados

de libertad ya que existen en los nodos tres desplazamientos; dos de rotacion y uno lineal.
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Es importante resaltar que los desplazamientos solo se toman en cuenta en los nodos, si se
desea tomar en cuenta un desplazamiento a lo largo del elemento, entonces se debera colocar un

nodo falso en el lugar donde se desea obtener la deformacion como se muestro en la figura anterior.

En el caso de la siguiente figura la estructura posee tres nodos y cuatro grados de libertad

debido a que sufre cuatro deformaciones; tres angulares y una lineal.

Figura 38. Viga determinada con tres nodos. Fuente: El Autor.
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CAPITULO 2. METODO DE RIGIDEZ

2.1. Introduccion al método de rigidez

El método de rigidez tiene como caracteristica principal la matriz de rigidez, la cual es un
conjunto de valores los cuales relacionan la rigidez del elemento en diferentes direcciones.

Utilizando la ley de Hooke se puede escribir la relacion de la siguiente forma:

En dénde [F], es la matriz de fuerza resultante [k], es la matriz de rigidez del elemento o
estructura [§], es la matriz de deformacion. La matriz [F] y [§], son matrices de “nx/ ”, en donde
“n” representa el niumero de filas y el valor de “/” representa la cantidad de columnas, en el caso

de la matriz [k], esta es una matriz de “nx»n”’ con la misma cantidad de filas y columnas.

Para comprender como se dé esta relacion matricial, en la siguiente seccion se hara una sintesis
de los conceptos basicos del algebra lineal enfocado a la resolucion sistemas estructurales de tipo

reticular.

2.1.1. Conceptos generales

2.1.1.1. Resolucién de ecuaciones lineales de varias variables con matrices

Para la resolucion de ecuaciones lineales de varias variables debe tomarse en cuenta que la
cantidad de variables debe ser igual a la cantidad de ecuaciones que se posea para poder resolver
el sistema de ecuaciones. Existen diversos métodos para la resolucién de ecuaciones lineales con
varias variables, cuando la cantidad de variables es muy grande el método mas préactico es utilizar
matrices. A continuacion se presenta un ejemplo de tres ecuaciones con tres incdgnitas, el cual se

resolvera utilizando matrices.

x + 2y + 2z =1
x - y - z =0
-x + y — 3z =2

Para hallar las variables x, y, z, se haran cuatro matrices debido a que son tres ecuaciones con

tres incognitas.
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[x ¥y 7] [ R ¥y 2z [ x R Z] [x vy R]

1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1
A=]11 -1 —1] B=] 0 -1 —ll C = [ 1 0 —1] D=1 -1 Ol
-1 1 -3 2 1 -3 -1 2 -3 -1 1 2

En donde la matriz A, representa la matriz de las incognitas y las matrices B, C y D, son
matrices en las que se sustituye la columna de una variable por la columna de los resultados (Strang,
2007, pags. 1-3).

La resolucion de las ecuaciones por el método matricial consiste en obtener el determinante de
la matriz que tiene una columna remplazada por la columna de resultados y dividir por el
determinante de la matriz de las incognitas, el resultado de esta division es la variable de la que se

remplazé la columna en la matriz del numerador.

Dety
12 2
0 -1 -1
pet] Gz o1 -3l 4
¥ DetlA] TP, o] 12 3
1 -1 -1
=11 -3
Det
11 2
1 0 -1
_Det[c]  |'-1 2 =3l 10 5
Y= Detld] Pt | 5 5] 12 6
1 -1 -1
=11 =3l
Detp
12 1
1 -1 0
_petfp] =11 2l] 6 1
" T Detld] TP | 5, o] 12 2
1 -1 -1
=11 -3

Si se comprueba el resultado de cada variable se vera que efectivamente los valores de las

variables obtenidas son los valores correctos.
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2.1.1.2. Determinante de una matriz

El determinante de una matriz da como resultado un namero real, solo es posible obtener el
determinante de matrices cuadradas, este se obtiene multiplicando los valores de la matriz de base
de 2x2, en forma diagonal internamente y restandose por la multiplicacion de la contra diagonal
inicial. Para resolver matrices mas grandes se deben reducir a matrices de 2x2. Para ejemplificar
de mejor manera se realizara un ejemplo de una matriz de 2x2 y 3x3, en las que se resolvera la

matriz para que se comprenda la secuencia logica de su resolucion.

Sea la matriz A una matriz de 2x2, para la que se desea conocer el determinante de la matriz.

A=, 7]

El determinante de la matriz A, se obtiene de la siguiente manera.

Lo primero que se hace es multiplicar el valor de menos uno elevado a la suma del nimero de
la fila i mas el nimero de la columna j, al determinante del valor de la columna uno fila uno, por
el valor del determinante del valor de la columna dos fila dos, ya que ambos son valores reales, el
determinante de estos son el mismo valor (Hibbeler, 2012, pags. 612-623). Este resultado se suma
algebraicamente por la multiplicacion ya sea corrido sobre la fila o columna del valor inicial por el
valor de menos uno elevado a la suma de la fila mas la columna por el determinante del valor de la
fila y la columna corrida todo ello por el valor del determinante del siguiente valor contrario en

diagonal. El determinante de un nimero real es el nimero real.
_ e _ }l C
Det[M] = &? ol Det[M] [@---9]-.

Det [M] = (—1)"*/ x det(A) = det(D) + (=1)'*/ x det(B) * det(c)

Paso No. 1.

Paso No. 2.
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Paso No. 3.

Det [A] = (-1 x det(1) = det(—4) + (—1)1*2 x det(2) = det(—3) = 2

Se obtiene el mismo resultado al hacer la siguiente combinacion:

b2 L3

Con lo que se puede concluir que no es importante que fila o columna se utilice como punto
de apoyo, sino que se respete durante todo el proceso, esto se entenderd mejor con el siguiente

ejemplo.
Sea la matriz B una matriz de 3x3, para la cual se desea conocer el determinante.

-2 4 1
2 5 3
0

-1 -3

B =

Paso No. 1.

Elegir la columna o fila con la que se trabajara, es recomendable trabajar con la fila o columna
en la que exista la mayor cantidad de ceros, la matriz resultante se forma con los valores que no
son descartados.

a4

r=2(2)1
2<;5> 3 | =~ « det@) «det | % 3]
-1 D -3 -1

Paso No. 2.

Seguir con los valores del elemento de la fila o columna elegida.

%(? —-3-+= (—1)?*2 % det(5) * det [:i _13]
-1 . —3
-2 4 1]
2 5 3= (_1)2+3 * det(0) * det [_2 1]
S Ceyn 2 3
ML)=3
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Paso No. 3.

Todos los resultados se suman obteniendo el siguiente resultado.

Det [B] = (_1)3 * det(4) * det (_21 _33) + (_1)4 * det(S) * det (:i _13) + (_1)5 % det(O) + det (—22 ;)

Det [B] = 47

2.1.1.3. Multiplicacion de matrices

La multiplicacion de matrices es la parte central al igual que la inversa de una matriz y la
division de matrices. La multiplicacion de matrices se da entre filas y columnas cada uno con el
elemento de la fila por el elemento de la columna que le corresponde. La multiplicacién solo puede
hacerse cuando se tenga la misma cantidad de elementos en las columnas asi como en las filas.
También es importante la posicion de la matriz que multiplica ya que la matriz de més columnas
va en el lado izquierdo de la expresion y la matriz de mayor numero de filas va en lado derecho de
la expresion. Es importante resaltar que existe una matriz resultante que se forma con el nimero

de filas de la matriz del lado izquierdo y con el nimero de columnas de lado derecho.

Sea la matriz resultante [F] de la multiplicacion de la matriz [k] y [6].

[F] = [k][5]
En donde:
1 -2 4
k] = [ 0 -1 —3] matriz de 3x3
-4 2 3

-8
[6] = [11 matriz de 3x1

[F] = [ 0 -1 —3] [11}
-4 2 3 15,

La cantidad de columnas del lado izquierdo tiene que ser igdél a la cantidad de filas de la

matriz del lado derecho. La matriz resultante [F] tiene la cantidad de filas del lado izquierdo por la
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cantidad de columnas de lado derecho, para este caso en particular el resultado es una matriz de

3x1. Los pasos para la resolucion de la multiplicacién de matrices son los siguientes:

Paso No.1.

Calcular el primer valor de la matriz resultante, multiplicando los elementos de la primera fila

con los elementos de la primera columna.

_3H11]j=l ke "3
s F3 3

Paso No.2.

Calcular los siguientes valores de la matriz resultante multiplicando cada fila por la primera

columna.

; F1 —50
]: [O*(—8)+(—1)*11+(—3)*(—5)] = 4 ]
: F3 F3

F1 -50
z[ F2 lz[ 4 l
1 l(-4)* (=8) + 2% 11+ 3+ (=5) 39

La matriz resultante es la siguiente:

[F]=

1 -2 417[-8 -50
0 -1 =-3||11|=| 4
-4 2 3115 39

Para matrices con mas de una columna el procedimiento es el siguiente, sea la matriz [D], una

matriz de 2x3 y la matriz [E], de 3x2 y [G], la matriz resultante 2x2.

Lo primero que se debe verificar es si es posible multiplicar las matrices, la Gnica forma de

multiplicar dichas matrices es multiplicando [D]x[E], ya que el nimero de columnas de la matriz
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[D], corresponde al nimero de filas de la matriz [E]. La multiplicacién [E]x[D], no es posible ya

que el nimero de columnas de la matriz [E], no corresponde al mismo nimero de filas de la matriz

[D].

En dénde:

[D]=[-1 2 0] matrizde 1x3

0 -2
[E]=1|2 —1| matrizde 3x2
1 3

[G] = [D][E]

El tamafio de la matriz [G], se forma con los valores restantes de la fila y columna que no se

tomaron en cuenta en la primera evaluacion quedando una matriz de 1x2.

La sumatoria de la multiplicacion entre los elementos de la primera columna [E], por los

elementos de la primera fila [D], es el resultado del primer elemento G1, de la matriz [G].

0 -2
2 —1]=[ G2] =[-1(0) +2(2) + 0(1) G2]

[G] = [—1/—2—-64:—2—?1]= [61 G2]=[61 —1(=2)+2(=1)+0(3)]
T~3

[6]=[4 0]

Si fueran matrices con mas filas y columnas se debe hacer la primera evaluacién y el tamafio

de la matriz se obtiene de la misma forma.

Ya que es la suma de multiplicaciones hay una posibilidad de anular elementos y reducir el

tamarfio de las matrices al multiplicar pero deben de cumplirse algunas condiciones.

Sea la matriz [R], una matriz de 10x10, y la matriz [S], una matriz de 10x1, la matriz resultante

de la multiplicacion de las matrices es la matriz [M], de 10x1.

[M] = [R][S]
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-2 -4 2 -2 0 0 -1 0 1 0
2 1 -3 -3 -1 1 -1 0 0 0
6 -3 -4 -5 -1 1 1 -1 0 -1
8 6 -4 16 3 2 1 0 -1 0
R= _12 _04 g _12 _45 _523 _15 1 _05 _46 Matriz de 10x10
2 1 -3 -3 -3 -2 -6 1 0 -9
3 1 -2/3 83 -2 -35 -3 1 0 -6
9 3 -2 8 -6 -3 -5 1 0 3
0o 0 0 o 7 1 0 1 0 o0

S= Matriz de 10x1

—2 —4 2 -2 0 0 -1 0 1 0qr1 0

2 1 -3 -3 -1 1 -1 0 0 o1 0

6 -3 -4 -5 -1 1 1 -1 0 -1f]2 0

18 6 —4 16 3 2 1 -1 0|]-1 0
[M] = 1 0 0 1 4 5 1 0 41012]_1-43
-2 —4 2 -2 -5 =23 -5 -5 —6||-3 148

—-2/3 8/3 —2 -35 -3 -61-31 1155

0
1
1
-3 -3 -3 -2 -6 1 0 -9ll-5 90
1
1
1

0 0 7 1 0

Como se observa en la matriz resultante los primeros valores resultan ser cero, esta es la
primera condicion que debe cumplirse para poder reducir la matriz. La segunda condicién que debe

cumplirse es que la matriz reducida sea igual al resultado de multiplicar la matriz inicial.

La matriz reducida se forma dividendo la matriz inicial en dos matrices las cuales se
multiplican por la segunda matriz que también estd dividida en dos partes y el resultado de la
multiplicacion de cada una de las partes de las matrices, deben de generar una matriz cero

totalmente y otra matriz con el resultado que se espera.
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SO0 OoO0 00O

2 -4 2 =210 0 -1 0 1 07 1 0
2 1 -3 -3]|-1 1 -1 0 0 0 1 0
6 -3 -4 -5|-1 1 1 -1 0 -1f| > 0
18 6 —4 163 2 1 0 -1 0 _ 0
Mol T O 0 T 12 5 T T U0 2 > —i3
-2 -4 2 -2|-5 -23 -5 1 -5 -6l _3 148
2 1 -3 3|3 -2 -6 1 0 -9 _c 90
3 1 -2/3 83|-2 -35 -3 1 0 -6l _; 155
9 3 -2 8|6 -3 -5 1 0 3l _s )
0 0 0 o7 1 o 1 o0 o _7) g |
4 5 1 1 0 4 —43
|[—5 —23 -5 1 -5 6]||[ 3]| |[148]|
vy=|3 -2 -6 1 0 -9ll-5]_]|90|
-2 —35 -3 1 0 —6ll-3]"l155]
|l—6 3 51 0 J“l 5JI ll_le
7 1 0 1 0 7 8

La reduccion de matrices conjuntamente con la inversa de una matriz son los métodos que se

utilizan para resolver las incognitas de desplazamiento y reaccion en las estructuras.
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El concepto de multiplicacion de matrices también permite transformar las ecuaciones lineales
simultaneas en una multiplicacién de matrices (Strang, 2007, pags. 19-24), como se muestra a

continuacion.

Sea el siguiente un conjunto de ecuaciones lineales de varias incognitas igual al ejemplificado

en la seccion 2.1.1.1.

x + 2y + 2z =1
x - y - z =0
-x + y — 3z = 2

[R] = [F][V] =

i1 -

Para comprobar que efectivamente se cumpla esto, solo se debe sustituir el valor de las

variables x, y, z, con lo que se podra comprobar la matriz resultante.

1 2 2111/3 1
[R]=[F]IV]=|1 - —1” 5/6 l = |Ol
-1 1 =3ll-1/2 2

2.1.1.4. Division de matrices
La division de matrices como tal no existe, pero existe un método que consiste en utilizar la

inversa de la matriz del denominador y multiplicarla por la matriz del numerador.

Para ejemplificar esto se usara el conjunto de ecuaciones lineales de varias variables de la

seccion anterior.

x + 2y + 2z =1
x - y - z =0
-x + y - 3z =2
1 2 271x 1
[RI=[FIVI=]1 -1 -1 [y]= Ol
-1 1 =31tz 2

Si se deseara despejar para los valores de X, y, z, la ecuacién matricial quedaria de la siguiente

forma.
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LT 1 H
EE

Con un método matricial como tal esto no es posible resolverlo, por lo que una forma

equivalente de esta expresion es utilizar la inversa de la matriz del denominador.

2 21
-1 -1 |o
1 =31 [2

Operando la inversa de la matriz quedaria como resultado la siguiente expresion.

1/3  2/3 1/3
1/3 —-1/12 1/4” ] |5/6l
0 -1/4 -1/4 1/2

vI=[F]7'[R] =

2.1.1.5. Matriz inversa

Para calcular la inversa de una matriz existen dos métodos, el método de Gauss y el método
de la traspuesta y adjunta de la matriz. EI concepto de la matriz inversa dice que la matriz inversa
por la matriz inicial es igual a la matriz identidad. La matriz identidad se refiere a la matriz que

tiene una diagonal con valores igual a 1.
[FI7'[F1=U1]

1 0 0
1 010
1

0 0 1

[F]~*

El Método de Gauss es un método no ortodoxo pero funcional, por lo que no se hablara de él
en la presente Guia. Por otro lado existe el método que relaciona la matriz inversa con el
determinante, la adjunta y traspuestas de la matriz, el cual es el que utilizan los ordenadores, el cual
se puede escribir con la siguiente expresion.

[ = -

x adj(Ft

Sea la matriz [F]~1, la inversa de la matriz [F], el termino |F|, es el determinante de la matriz

[F]y el termino adj(F*), corresponde a la matriz adjunta de la matriz transpuesta de [F].
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Para obtener la inversa se debe hacer lo siguiente:

Primero: Obtener el determinante de la matriz [F], si el determinante es cero, no es posible

obtener la inversa de la matriz.

1 2 2
F=|1 -1 -1

-1 1 -3

IF| = 12

Segundo: Obtener la traspuesta de la matriz. La traspuesta de la matriz es cambiar de lugar las

columnas por las filas, manteniendo los primeros valores de las filas como primeros valores de las

nuevas columnas.

1 2 2
F=11 -1 —1]
-1 1 =3

1 1 -1
Ft=[2 -1 1 l
2 -1 -3

Tercero: Obtener la adjunta de la matriz traspuesta. La adjunta de la matriz se obtiene a partir
de calcular el determinante de las matrices resultantes de cada elemento, eliminando la fila y
columna del elemento, el valor del determinante se multiplica por el valor de menos uno elevado a

la suma del niimero de la columna mas el nimero de la fila del elemento.

1 —1

...... 11 1 1

1 3
132 _113+1 2 _1]
| 1) 3 g (Dder[; -1l

; ey — b aN142 /1N2+2 1 -1 __13\3+2 1 1
adjt (Ft) = |( 1)+det[_1 1)+det[2 _3] ( 1)+det[2 _1i
[(—1)1+3det[_11 (—1)2+3det[; _11] (—1)3+3det[; _11J



46

4 8 0
adjt (FH) =[4 -1 3
0 -3 -3

Sustituyendo los resultados se obtiene que la matriz inversa es igual a:

1 1[4 8 0 /3 2/3 0
[F]—lz?*ad]t(Ff)zﬁ*[L} -1 3]:[1/3 —1/12 1/4]
IF| -3 -3 0 —1/4 -1/4

1/3  2/3 0
[F]! = [1/3 —-1/12 1/4]
0 -1/4 -1/4

2.1.1.6. Introduccioén a la resolucion de estructuras reticulares

Las estructuras reticulares son armaduras compuestas por barras, segun el tipo de conexion asi
son los esfuerzos que estas soportan. Para barras unidas por una conexion rigida, el elemento sufre
esfuerzos axiales de compresién, cortantes y flexionantes. Para barras unidas por conexiones
articuladas, los elementos sufren esfuerzos axiales a tension o compresion tnicamente. Un ejemplo

de estas estructuras son las mostradas en la seccion 1.3.1., clasificadas como estructuras discretas.

Con la intension de ilustrar Gnicamente se desarrollard un ejemplo con una estructura reticular

con conexién articulada o que no transmite momentos.

1000 kg
1000 kg 1000 kg -
S
o~
(=]
(o]
<
(=]
S
o
£ *
\, 2.50 L 2.50 L 2.50 \, 2.50 \,
7 7 7 7 2

Figura 39. Estructura reticular con articulaciones en los nodos. Fuente: El Autor.

Para la resolucion de dicha estructura se tomaran las siguientes premisas.
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Primero: Las articulaciones son perfectas por lo que no transmiten momentos.

Segundo: La sumatoria de fuerzas internas es igual a la sumatoria de fuerzas externas en la

unioén o nodo.

z = Z FEX[@T‘H.(ZS

»

2.00

N\
TN

2.00

2.50 2.50
d ‘1

Figura 40. Reacciones en el nodo. Fuente: El Autor.

Tercero: El sentido de las fuerzas internas es respecto al eje horizontal.

Figura 41. Sentido de las fuerzas internas. Fuente: El Autor.
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Cuarto: El sentido de las fuerzas externas es el siguiente.
y

Figura 42. Sentido de las fuerzas externas. Fuente: El Autor.

Quinto: El apoyo del nodo uno posee dos restricciones Unicamente siendo estas vertical y
horizontalmente. El apoyo del nodo ocho es un apoyo simple el cual solo restringe el movimiento

vertical.

F4 = 1000 kg

N4

F2 =1000 kg F6 =1000 kg

Figura 43. Reacciones internas y externas. Fuente: El Autor.

Sexto: Las reacciones internas mostradas en la figura 40, estan orientadas segun el criterio del
autor, de no ser correcta la suposicion los resultados seran negativos indicando que son en sentido

contrario.
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Para hallar las reacciones y las fuerzas internas lo primero que se hara es plantear las
ecuaciones por nodos, tanto para el eje x y el eje y, incluyendo todas las variables multiplicadas

por el sentido. En caso alguna variable no afecte el nodo entonces esta variable se multiplicara por

el valor de cero.
4
6 = tan~! (g) = 38.6598°

NODO 1

FAxcos(@) + FB+*0+ FC *cos(180)+ FD+*0+ FE*0+ FF+«0+FG+«0+FH=+0+FI*0
+F]/+«0+FK*0+FM=*0+FL*0=R1x

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA+0.7808+ FB+*0+FC*(—1)+FD*0+FE+xO0+FF+«0+FG+*0+FH+*0+FI*0
+F/*0+FK*x0+FM=*0+FL+0=R1x

Ejey

FA *sin(f) + FB 0 + FC # sin(180) + FD 0+ FEx0+ FF « 0+ FGx 0+ FH x 0 + FI % 0
+F/+«0+FK*0+FM=0+FL*0=R1ly

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA%0.6246+FB*0+FC*0+FD*x0+FEx0+FF+x0+FG*0+FH*0+FI*x0+FJ
*0+FK*0+FMx*0+FL+0=R1ly
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NODO 2

F2 =1000 kg

Eje x

FA *cos(6 +180) + FB xcos(8) + FC * 0+ FD = cos(270) + FEx0 + FF = cos(360—0)
+FG+*0+FH*0+FI*0+F/+x0 +FK*x0+FM=*0+FL+x0=0

Sustituyendo el &ngulo y resolviendo.

FA % (—=0.7808) + FB * (0.7808) + FCx0+ FD * 0 + FE* 0+ FF * (0.7808) + FGx0+ FHx 0+ FI *0 + FJ
*0+FK*0+FM*0+FL+x0=0

Ejey

FA «sin(0 + 180) 4+ FB *sin(@) + FC * 0 + FD % sin(270) + FE * 0 + FF *sin(360 — 6)
+FG+*0+FH*0+FI*0+F/*0 +FK*0+FM*0+FL*0=(-1)F2

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA * (—0.6246) 4 FB % (0.6246) 4+ FC % 0 + FD * (—1) + FE * 0 + FF = (—0.6246) + FG % 0
+FH*0+FI«0+F/+0 +FK+0+FM*0+FL*0=(—1)1000

NODO 3

S e

N3~
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Eje x

FAx 0+ FB %0+ FC *cos(0) + FD % cos(90) + FE * cos(180) + FF* 0+ FG*0+ FH+«0+FI« 0+ F] 0
+FK+«0+FM*0+FL+x0=0

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FAxO0+FB+x0+FC*1+FD*0+FE*(—1)+FF+«0+FG+*0+FH*0+FI*0+F/+*0+FK*0+FM
*0+FL*x0=0

Ejey

FA*0+ FB + 0+ FC * cos(0) + FD * cos(90) + FE * cos(180) + FF* 0+ FG*0+ FH+«0+ FI«0+ F] 0
+FK+«0+FM*x0+FL+*0=0

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA*0+FB*0+FC+«0+FD*1+FE*0+FF+«0+FG*0+FH*0+FI*0+F/*0+FKx0+FM=*0
+FLx0=0

NODO 4
F4 = 1000 kg

N4

I

2

Eje x

FA%0+4FB*cos(180+0)+FC*0+FD*0+ FE +«0+ FF 0+ FG * cos(90) + FH * cos(360 — 0) + FI
*0+F]x0+FK*0+FM+x0+FL+x0=0

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA*0Q0+ FB*(—0.7808)+ FC*0+FD+0+FE+*0+FF+«0+FG=*0+FH *(0.7808) + FI«0+ F] 0
+FK+x0+FM+«0+FLx0=0

Ejey
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FAx0+ FB *sin(180+6) + FC*0+ FD*0+ FE x 0+ FF * 0 + FG * sin(90) + FH *sin(360 — 0)
+FI*0+F]*0+FK+*0+FM*0+FL*0=(-1)F4

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA% 0+ FB +(—0.6246) + FCx0+FD *0+ FE* 0+ FF 0+ FG 1+ FH  (—0.6246) + FI * 0 + F] % 0
+FK+0+FM=0+FLx0=(—1)1000

NODO 5

Eje x

FAx0+FB*0+FC*0+FD 0+ FE * cos(0) + FF * cos(180 — 8) + FG * cos(270) + FH x 0 + FI
* cos(0) + F] xcos(180)+ FK*0+FM 0+ FL*0=20

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA*0+FB*0+FC*0+FD*0+ FE 1+ FF*(—0.7808)+ FG*0+ FH *0+ FI x0.7808 + F] * (—1)
+FK«0+FM*x0+FL*0=0

Ejey

FA*0+FB*0+FC+0+FD 0+ FE =sin(0) + FF * sin(180 — 0) + FG * sin(270) + FH * 0 + FI * sin(6)
+ FJ *sin(180) + FK * 0+ FM*0+ FL*0=0

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FAx0+FB*0+FC*0+FD*0+FE «0+ FF %0.6246 + FG * (—1) + FH * 0 + FI = (0.6246) + F] = 0
+FK*0+FM*0+FL*x0=0
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NODO 6

F6 = 1000 kg

Eje x

FAx0+FB+«0+FC*x0+FD+*0+FE*0+ FFx0+FG 0+ FH * cos(180 —8) + FI * cos(180 + 6) + FJ
* 0+ FK % cos(270) + FM = 0 + FL = cos(360 — 8) =0

Sustituyendo el &ngulo y resolviendo.

FA*0+FB*0+FC*0+FD*0+FE*0+ FF+0+FG+0+ FH % (—0.7808) + FI * (—0.7808) + F] * 0
+FK+0+FM=#*0+FL*(0.7808) =0

Ejey

FAxO+FB*0+FC*0+FD*0+FEx0+ FF+0+FG*0+ FH *sin(180 — 0) + FI * sin(180 + 0) + FJ
* 0 + FK = sin(270) + FM % 0 + FL * sin(360 — 6) = (-1)F6

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FAx0+FB+*0+FC*x0+FD*0+FE*0+ FF*0+FGx0+ FH % (0.6246) + FI * (—0.6246) + FJ * 0
+FK * (=1) 4+ FM % 0 + FL = (—0.6246) = (—1)1000

NODO 7

~

A ST
N7~
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Eje x

FAx0+FB+«0+FC*x0+FD+*0+FE*0+FF+«0+FG*0+FH+*0+ FI 0+ FJ] x cos(0) + FK * cos(90)
+ FM % cos(180) + FL*x0 =0

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FAx0+FB+*0+FC*0+FD*0+FE*0+FF*0+FG+*0+FH+*0+FI+0+F]+«1+FK=0+FM
«(—1)+FL*0=0

Ejey

FA*0+FB*0+FC*0+FD+«0+FE+«0+FF+«0+FG*0+FH 0+ FI+0+ FJ *sin(0) + FK = sin(90)
+ FM *sin(180) + FL*0 =0

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA*0+FB*0+FC+«0+FD*0+FE*xO+FF*x0+FG*0+FH*0+FI*0+F/«0+FK*1+FM=*0
+FL*x0=0

NODO 8

Eje x

FA*QO+FB+*0+FC+*0+FD*0+FE*0+FF*0+FG+*0+FH*0+FI*0+F/«0+FK*0+FM
*cos(0) + FL x cos(180—-0) =0

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA*O+FB+0+FC+*0+FD+0+FE+0+FF+0+FG*0+FH*0+FI*0+F/+0+FKx*0+FM* (1)
+ FL + (—0.7808) = 0



55

Ejey

FAxO0+FB+*0+FC+*0+FD*0+FE*0+FF*0+FG*0+FH*0+FI+*0+F/*0+FK*0+FM
*sin(0) + FL * sin(180 — 8) = R8y

Sustituyendo el angulo y resolviendo.

FA*0+FB*0+FC+0+FD*0+FE+«0+FF*0+FG*0+FH*0+FI«0+F/+0+FK*0+FM=0
+ FL + (0.6246) = R8y

Las ecuaciones por nodo se ensamblan en una matriz global de la siguiente forma.

[RExternas] = [Msentido][Rinternas]

En donde [Rgxternas], €S 1a matriz de reacciones externas de 16x1, [Mgentidol, €S la matriz de
sentido de 16x13, méas adelante se conocerd como la matriz de rigidez y [Rinternasl, €S 12 matriz

de reacciones internas de 13x1.

[ Rix | - 0.7808 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Rly 0.6246 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0. -
0 —0.7808 07808 0 O 0 07808 0 0 0 0 0 0 0 ||FA
~1000 —0.6246 06246 0 -1 0 —06246 0 0 0 0 0 0 o ||FB
0 0 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 o || FC
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 o ||FP
0 0 ~07808 0 0 0 0 0 0.7808 0 0 0 0 o ||FE
o |_ 0 —06246 0 0 0 0 1  —0.6246 0 0 0 0 o || FF
0o 1 0 0 0 0 1 -07808 0 0 07808 -1 0 0 o || FG
~1000 0 0 0 0 0 06246 -1 0 06246 0 0 0 o [[FH
0 0 0 0 0 0 0 0 -0.7808 —0.7808 0 0 07808 o0 || FI
1000 0 0 0 0 0 0 0 06246 —06246 0 -1 —06246 0 ||F/
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 —1||FK
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 1 0 o || FL
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -07808 1 |FM-
| R8y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 06246 0

Para poder resolver este sistema matricial lo primero que se hara es reducir la matriz, ya que
la inversa de una matriz solo es posible obtenerla de matrices cuadradas, entonces se reducira la

matriz [M..,+iq0l, @ Una matriz cuadrada, de la siguiente forma.

Como se conocen las reacciones externas de los nodos del N2x al N8x, entonces la reduccion
se haré eliminando las filas de las variables de reacciones externas que no se conocen. Ya que la

matriz [Mgentiao), NO €S UNa matriz cuadrada entonces no se eliminan columnas.
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[ R1x ] 7 0.7808

Rly 0.6246

0 —0.7808
—1000 —0.6246

0 0

0 0

0 0

0 _ 0

0o | 0
—1000 0

0 0
—1000 0

0 0

0 0

0 0
R8y | 0

0
0
0.7808
0.6246
0
0
—0.7808
—0.6246

[l eNeNoNoNoNe)

-1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 o0 07808 0 0
0 -1 0 -06246 0 0
1 0 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0o o0 O 0 0 0.7808
0o o0 O 0 1 -0.6246
0 o0 1 -0.7808 0 0
0 0 o0 06246 -1 0
0o o0 O 0 0 -—0.7808
0o o0 O 0 0 0.6246
0o o0 O 0 0 0
o o0 o0 0 0 0
0o o0 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Quedando el sistema de matrices de la siguiente forma:

J

0 r—0.7808
—1000 —0.6246

0 0

0 0

0 0

0 0

0 = 0
—-1000 0

0 0
—1000 0

0 0

0 0

o 0

0.7808
0.6246
0
0
—0.7808
—0.6246

O oo oo Oo

0
0
0
0
0
0
0

0
0.7808
0.6246

—0.7808
—0.6246
0

0
0
0

(=N NoNoNoNo Nl

-1

oo oORroOoOo

[RExternas]Reducida = [Msentido]Reducida [Rinternas]

0 0 0 0.7808 0 0
0 -1 0 -06246 0 0
1 0 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.7808
0 0 0 0 1 -0.6246
0 0 1 -0.7808 0 0
0 0 0 0.6246 -1 0
0 0 0 0 0 —0.7808
0 0 0 0 0 0.6246
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

oo o oo

0
0.7808
0.6246

—0.7808
—0.6246

0

0

0

Despejando para hallar las reacciones internas se obtiene que:

[Rinternas] = [Msentido ] _1Reducida [RExternas]Reducida

(=Nl NN N

-1

OO R OOO

OO OO OO OoC OO

0
0.7808
—0.6246

(= oo No o Nol

0
0.7808
—0.6246
0
0
—0.7808

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

-1
0

1/ Fa

1

LF M

FA
FB
FC
FD
FE
FF
FG
FH
FI
F]
FK
FL
LFM

FB
FC
FD
FE
FF
FG
FH
FI
F]
FK
FL




FB
FC
FD
FE
FF
FG
FH
FI
Fj
FK
FL

FA

1—0.32
0.32
0.75

0.75
0.64
=1 0.40
0.32
0.25

0.32

LF M

- 0.25

-1.2
-0.4
—0.93

—-0.93
-0.8
-0.5
-0.4

-0.31

-0.4
—-0.31

S OO OO OO OO R OO

-1.2
-0.4
-0.93

—-0.93
-0.8
-0.5
-0.4

-0.31

-0.4
—-0.31

-0.8
-0.8
—0.62

0

—0.62

0

-1
-0.8

0

—0.62

0

-0.8
—0.62

—0.64
—0.64
0.5

0

0.5

0
0

0.64

0

0.5

0

0.64
0.5

FB
FC
FD
FE
FF
FG
FH
FI
Fj
FK
FL

rA]

LM

—0.62

—0.62

—0.62

—0.62

—| 1000

-0.8
-0.8
0.75
0 0
0.75
0 0
0 -0.4
-0.8

-0.32
-0.32

—0.32

0 —0.64

0.25
0 0
-0.8 032
0.25

2401.19
1600.79
1874.99
0
1874.99
800.39

1600.79
800.39
1874.99
0
2401.19
-1874.99

-04 0 -04
-04 0 -04
-031 1 -0.31
0 0 0
-031 1 -0.31
0 0 0
-05 0 =05
-04 0 -04
-08 0 -08
-093 1 -0.93
0 0 1
-12 0 -1.2
-093 0 -0.93

R OO RO O0OoORROoORROoOOo

|
[UN

I
=

|
[RN
C OO OO oo OO o O
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o

Después de hallar las reacciones internas se calculan las reacciones externas, acoplando las

filas que se redujeron en un sistema para hallar los valores de las reacciones externas desconocidas.

Rlx

R8y

[RExternas] Que seredujo — [Msentido]Que se redujo [Rinternas]

0.7808 0
Rly|= 0.6246 0

0

0

-1
0
0

0
0
0

o O O

o O O

oS O O
oS O O
oS O O

oS O O

o O O

0 0
0 0
0.6246 0

FA]

FB
FC
FD
FE
FF
FG
FH
FI

F]

FL

LF M




58

Rlx 0
R1ly| = 1500
R8y 1500

2.2. Método de rigidez

2.2.1. Conceptos generales

El método de rigidez relaciona las fuerzas que acttan y el desplazamiento de los elementos.
El método se compone de elementos y juntas o nodos. Para poder analizar una estructura por el
método de rigidez es necesario numerar los elementos, las juntas o nodos e identificar los
desplazamientos conocidos, asi como los que se desea conocer. EI método trabaja con el ensamble
de matrices locales a una matriz global de rigidez, al decir global, este término se refiere a que la
rigidez de toda la estructura puede ser expresa en una sola matriz. Esta sin duda es la mayor ventaja
del método, ya que para la légica de una computadora es mas facil analizar un conjunto de datos
en forma matricial, que desarrollar un conjunto ecuaciones y resolverlas como sucede al utilizar

otros métodos.

Se le llama método de fuerza-desplazamiento por que utiliza como forma base la siguiente

ecuacion matricial:

En donde [F], representa la matriz de fuerza externas en los nodos por eje coordenado x, Y,
expresado en Newtons, el término [k], es la matriz de rigidez de la estructura en Newtons sobre
metro y [6], es la matriz de desplazamientos en los nodos por eje coordenado en metros. La matriz
de desplazamientos [§], se ensambla con los desplazamientos rotacionales y lineales tratados en la

seccion 1.3.4.1.

Para el caso de estructuras reticulares con nodos articulados solo existen desplazamientos
lineales en x, y, en el caso de estructuras con nodos rigidos con transmision de momentos los
desplazamientos son lineales y rotacionales. Cuando se trabaja en dos dimensiones los
desplazamientos solo pueden ser; dos lineales y un desplazamiento rotacional por nodo. En el caso
de tres dimensiones los desplazamientos lineales solo pueden ser; tres desplazamientos lineales y

tres desplazamientos rotacionales.
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El método como tal es ordenado, inclusive para dibujar los elementos y enumerarlos, estos

deben cumplir con una cierta légica para que puedan ordenarse en la matriz de manera mas sencilla.

2.2.1.1. ldentificacién del elemento y el nodo

Lo primero que se hace es identificar los elementos y los nodos, como se menciond en la
seccion 1.3.4.1., la numeracion de los nodos, elementos, desplazamientos y el inicio de los

elementos se explica a continuacion.

Usando como referencia la estructura que se desarrollo en la seccidon 2.1.1.6., se identificaran

los nodos y los elementos, asi como su inicio y final.

1000 kg

1000 kg 1000 kg

2.00

4.00

2.00

Figura 44. Estructura reticular con articulaciones en los
nodos. Fuente: El Autor.

De la estructura de la anterior figura, la forma de numerar los elemento es con un cuadro en
el centro del elemento dentro del que se encerrara el nombre del elemento, el nombre se hara con
un numero entero mayor a cero, como se muestra en la siguiente figura. La numeracion se hizo

segun el criterio del autor.
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"2 77

Figura 45. Numeracion de los elementos. Fuente: El Autor.

Si en caso se tuviera un nodo falso como en la seccion 1.3.4.1, se debe dividir el elemento, a
pesar que estructuralmente se un solo elemento, con ello la numeracién de los elementos quedaria

de la siguiente manera.

© [ ® 2 @

Figura 46. Numeracion de los elementos, cuando existan nodos falsos. Fuente: El Autor.

La numeracion de los nodos se hard nombrandolos como en el caso anterior con un nimero
pero con la diferencia que se encerraran en un circulo como se muestra en la figura anterior. Es
importante que para grandes vigas, se utilice un patrén de onda, es decir, comenzando desde la

parte superior hasta la parte inferior y después de abajo hacia arriba.

También debe dejarse especificado cual es el punto de origen de un elemento y cuél es su
punto de finalizacion. Esta orientacion sirve para armar la matriz del elemento. Se debe dirigir la
flecha del nodo menor al mayor (N1—-N2), (N2—N3), (N1—N3), y asi sucesivamente por cada

elemento.
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Figura 47. Numeracién de los nodos e identificacién del inicio y fin de cada elemento. Fuente: EI Autor.

INICIO FIN

g > F--7——=

Figura 48. Representacién del inicio y fin de un elemento. Fuente: EI Autor.

Por altimo deben de identificarse las deformaciones por nodo. Para el caso de la armadura
articulada que se esta analizando solo existen dos desplazamientos lineales los que podrian llegar
a sufrir los nodos, pero en el caso de la viga mostrada en la figura 3, es un desplazamiento rotacional
y un desplazamiento lineal el que podria llegar a sufrir cada nodo debidos al momento flector. Y
en el caso de un marco son tres desplazamientos los que podrian llegar a sufrir los nodos; un

desplazamiento rotacional y dos lineales.

La identificacion de las deformaciones se hace enumerandolas, las Ultimas deformaciones

corresponden a los nodos que su deformacion no existe.

N

2 (2 Vs

sk k
=

Figura 49. Numeracion de las deformaciones en una viga. Fuente: El Autor.

et
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Figura 50. Numeracidn de las deformaciones en
una estructura articulada. Fuente: EI Autor.

Cada uno de los casos anteriores se analiz6 en dos dimensiones, ya que en tres dimensiones

para una estructura tipo marco existirian deformaciones lineales en las tres dimensiones asi como
desplazamientos rotacionales en las tres dimensiones.

2.2.1.2. Coordenadas del elemento y la estructura.

El método de rigideces establece dos sistemas de coordenadas, el local y el global. El sistema

local usa como origen el nodo de inicio del elemento y el sistema global establece un nodo fijo de
toda la estructura como el punto de origen.

Para la orientacion de los ejes locales, estable como eje x” el eje axial del elemento.

Vv 4.
R 4

Figura 51. Ejes locales del elemento.
Fuente: El Autor.

La estructura debe quedar rotulada de la siguiente manera.
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Figura 52. Numeracion final de la estructura. Fuente: EI Autor.

El origen de la estructura debe establecerse sobre un nodo de la estructura o un punto fuera

de la estructura, para asi poder referenciar todos los nodos restantes a este. Para el caso de esta

estructura el origen se establecera en el nodo 1, como se muestra en la siguiente figura.

'EJEY
M4 =(5 4
2 (D :I
3m
ME = (7.5, 2)
2y M2=(245 2]
1
o M7= (7.5 0 ME={10,0) EJE ¥
Om 1Irn 2Im - E;m -fim am I':!m Tlm - E:rn !;:rn 10m ‘Il‘lm 1|2m H
M1=(0,0) M3= (2.5 0) ME=(5,0)
Fiaura 53. Coordenadas alobales de la estructura. Fuente: El Autor.
2.2.2.

Matriz de rigidez local de una estructura reticular

La rigidez de un elemento se establecié en la seccion 1.2.9., la cual se define como una

articulados.

medida de la oposicién que posee un elemento a sufrir deformacion o deflexion. Para el caso de la

estructura de la figura 44, la deformacién solo puede ser axial, ya que la estructura posee nodos

63
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La matriz de rigidez local se arma utilizando las fuerzas internas que provocan las
deformaciones en los nodos del elemento (Hibbeler, 2012, pags. 539-543). Para ejemplificar esto,

se analizara el elemento 13, de la estructura mostrada en la figura 44.

Figura 54. Elemento nimero 13. Fuente: El Autor.

El elemento mostrado en la figura anterior, sufre cuatro deformaciones, las deformaciones
en cada nodo son componentes de una deformacion resultante en el nodo, como se muestra en la
siguiente figura. A las deformaciones se les nombrara deformacion lejana (FAR) Dy, y deformacion
cercana (NEAR) Dy, el nombre es debido a lo cercano que se encuentren al nodo origen del
elemento, sefialado por la flecha rotulada en color azul de la figura anterior. La fuerza esta
relacionada con la deformacion y la rigidez del elemento, tal como se mencioné en la seccion 1.2.9.,

en la que se mostrd la ecuacion de un resorte lineal.

D

Figura 55. Deformaciones del elemento. Fuente: El Autor.
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En donde Fg, es la fuerza resultante aplicada en el nodo 4, con la cual se obtiene la
deformacion axial Dg, y el termino Fy, es la fuerza resultante aplicada en el nodo 2, con el cual se
obtiene la deformacion axial Dy. Las fuerzas Fr y Fy, son iguales a la fuerza interna del elemento
obtenida en la seccién 2.1.1.6., pero con sentido contrario entre ellas. Entonces es posible por el

principio de superposicion sumar las deformaciones.
[F] = [K1[5]

Sustituyendo las fuerzas de la figura 55.

o AE  AE
FN=F N_FN=K61_K62=TDN_TDF
o AE AE
FF=F F_FF=_K61+K52=_TDN+TDF

Pasando las ecuaciones a un sistema matricial.

AE -
1;:] T [—11 11] [glpv]
Identificando la rigidez.

4 AEr1 -1
[k]_T—l 1]

2.2.3. Matriz de rigidez del elemento de una estructura reticular

La matriz de rigidez k’, representa la rigidez local del elemento, ya que se omite la inclinacion
que tiene respecto a los ejes globales de la estructura presentados en la figura 53. Para tomar en
cuenta el angulo respecto a los ejes globales, es necesario obtener las coordenadas del elemento y
con ello hallar mateméticamente la inclinacion. La matriz que se obtiene tomando en cuenta las

coordenadas globales se le conocen como matriz de rigidez del elemento.

Por geometria analitica se sabe que el coseno del angulo se obtiene de la siguiente manera.
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y
Dr
7 sy
Fr
“
Fn
X
N
Du
Figura 56. Inclinacion del elemento. Fuente: El Autor.
Y, - Y, Y, - Y,
Ay = cos(6,) = L =22
\/(Yz =Y+ (X; — X1)? L
X, —X X, —X
Ax = cos(6,) = 21 =22 7
VO = Y)2 + (X, — X;)? L

En donde las coordenadas globales (X;,Y;), pertenecen al nodo origen o nodo cercano
(NEAR), las coordenadas globales (X5, Y,), pertenecen al nodo final o nodo lejano (FAR) vy el

termino L, es la longitud del elemento.

Existe también una equivalencia geomeétrica entre el seno del angulo x y el coseno del angulo

y por lo que es indistinto que expresién se utilice.
cos(Gy) = sin(6,)

Con la relacion anterior entre coordenadas globales y ejes locales también es posible
descomponer las deformaciones Dp y Dy, asi como también descomponer las fuerzas Fr y Fy.

Como se muestra en la figura 57.
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c)

Figura 57. Deformaciones y fuerzas con sus componentes a) conjunto b) componentes de
fuerzas c) componentes de desplazamientos. Fuente: El Autor.

Planteando las ecuaciones para las deformaciones.

Dy = Dyy cos(Hy) + Dy, cos(6,)
Dg = Dp, Cos(By) + Dg, cos(6)

Planteando las ecuaciones para las fuerzas.

Fyy = Fy cos(By)
Fyx = Fycos(6y)
Fpy, = Fg cos(ey)

Fry = Fpcos(6y)

Para entender esto mejor, se plantea a continuacion un ejemplo para un nodo Unicamente,
con el fin de ilustrar la deformacion axial de las componentes.

Sea el elemento 10, el mostrado en la siguiente figura, con el origen del elemento en el nodo

1. El nodo 1, es un apoyo por lo que no puede sufrir deformacién, pero el nodo 2, sufre las
deformaciones e inclinacion siguientes.
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D16=0

Figura 58. Deformacion del elemento 10. Fuente: El Autor.

En ddnde el elemento mostrado en color negro representa inicialmente la posicion del

elemento y el elemento en azul representa la deformacion alcanzada por elemento.

La deformacion axial se obtiene de la siguiente manera.

Dg = Dp,, cos(Hy) + Dy cos(6y)

En ddnde;
Dpy, =D1=0.2
Dp, =D2 =04
Y, =Y, 2 —
cos(Hy) = 2 = 0
JO V)2 + (X, — X2 /2 - 002+ (25— 0)?
Xz - Xl 25 - 0
cos(8,) = =
VO =Y)2+ X, —X)? /2 —0)2+ (2.5 -0)2

Entonces la deformacion axial del elemento es:

Dy = 0.2(0.6246) + 0.4 (0.7808) = 0.4372 = 0.44

Si se compara graficamente se observa que el resultado es el mismo.

= 0.6246

= 0.7808
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Figura 59. Deformacion axial del elemento 10.
Fuente: El Autor.

El resultado es la resta de las longitudes axiales.
Dp = 3.64 — 3.20 = 0.44

Con esta demostracion entonces es mas sencillo entender como se arma la matriz de rigidez

del elemento. La matriz de rigidez local del elemento se establecid en la seccion anterior.

FN]=£[1 —1”DN]
Fel ™ L l-1 111De

Armando las matrices de deformacioén.

Dy = Dy, cos(6y) + Dy, cos(6,)

Dr = Dgy, cos(6y) + D, cos(6y)

[Pn]
Dyl _ cos(6y) cos(y) 0 0 ]|Dwy]|
[DF] B [ 0 0 cos(6y) cos(6y) | Drc |

| Dpy |
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Armando las matrices de fuerza.

Fyx = Fycos(6x)
Fyy = Fycos(6,)
Fpy = Fgpcos(6y)
Fpy, = Fp cos(By)

[szx [cos(@x) 0
[Fny| _[cos(8y) O | [FN]

Fre| ™ 0 cos(ex)J Fp

Fry 0 cos(6,)

Sustituyendo la matriz de desplazamiento en la matriz del elemento local se obtiene la matriz
de componentes de fuerzas del elemento o matriz de rigidez del elemento respecto al eje global, la

cual queda de la siguiente manera:

1=

[Prx]
Dyl _ cos(6,) cos(6y) 0 0 ]|Dny]|
DF] _[ 0 0 cos(6y) cos(6y) | D |
lDFyJ
[Drx]
Fv] _AEr1 -1 cos(6,) cos(6,) 0 0 ]|Dny]|
FF]_T[—l 1][ 0 0 cos(6y) cos(6y) | Dy |
lDFyJ

Para obtener la matriz de componentes de fuerza se debe sustituir la matriz anterior en la

matriz de fuerzas.

[szx] [cos(@x) 0
[Fny| _|cos(6,) 0 | [FN]

Frx 0 COS(Gx)J Fr
Fp, 0 cos(6,)
[FNx [cos(@x) 0 1 [DNx]
[Fny| A_E|cos(9y) 0 |[ 1 _1] [cos(@x) cos(6y) 0 0 ]|DNy|
FFxJ_ L 0 cos(Gx)J -1 1 0 0 cos(8,) cos(6y) lDFxJ
Fpy 0 cos(6,) Dgy
[Pre]
Fy) _AE [ 1 —1] [COS(HX) cos(y) O 0 ]IDNyI
FF] T L1 1 0 0 cos(6y) cos(6y) [DFxJ

Fy
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Desarrollando la multiplicacion de las matrices se obtiene la matriz de rigidez del elemento

respecto al eje global:

FNx DNx
[FNY] = [K] [DNY]

Fryx Drx

FFyJ [DFy
[ (cos(8))? cos(6,) cos(ey) —(cos(8,))? —cos(6,) cos(Hy)]
(K] = AEI cos(6,) cos(6y) (cos(6y))? — cos(8,) cos(6,) —(cos(6,))? I
B T| —(cos(8,))? — cos(6,) cos(6,) (cos(8,))? cos(8,) cos(6y) |
[- cos(8,) cos(Qy) —(cos(6,))* cos(6,) cos(Qy) (cos(6,))? |

En donde [K], es la matriz de rigidez. Otra forma de escribir la matriz de rigidez del elemento

es de la siguiente manera:

[ (cos(6,))? cos(6,) cos(By) —(cos(0,))? cos(6,) cos(Hy)]

K] = I cos(6,) cos(8,) (cos(6,))? — cos(6,) cos(8),) —(cos(6,))? I
| —(cos(6,))? —cos(6,) cos(By) (cos(8,))? cos(6,) cos(Hy) |
—cos(8,) cos(@y —(cos(6,))? cos(8,) cos(Gy) (cos(6y))? |

Ny, (Nodo inicio en x) Ng, (Nodo final en x)

Ny, (Nodo inicio en'y Ngy, (Nodo final eny)

Cada nodo orientado al eje X, o al eje y, representa las deformaciones, para ilustrar mejor esto

se puede observar en la siguiente matriz dicha relacion:
La expresion E#N#y, significa Elemento nimero / Nodo ndmero cercano en X.
La expresion E#N#g, significa Elemento nimero / Nodo nimero lejano en x.

La expresion (D#) g4 significa la Deformacion nimero / Debida al elemento nimero.
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Figura 60. Figura repetida (Fig. 51). Fuente: El Autor.

[E#N#Nx] = [(D#)E#]

[E10NTnx]  [(D16)g10]
E10N1y,

E10N2g, (D2)g10
ElONsz (Dl)Elo

ElN1y, [ | (D16)s,
E1N1y,

E1N3py D4k
| EAN3g, | | (D3)g, |

Con estos dos elementos analizados (E10 y E1), se observa que existen distintas deflexiones

a portadas por diversos elementos, por lo que la sumatoria de las deflexiones del mismo nodo
permitiria obtener la deformacion final.

D16 = D16E10 + D16E1

Ya que no se conocen las deflexiones aportadas por cada elemento, entonces lo que se hace

es sumar las rigideces de la deformacion que le pertenezcan a cada elemento, esto se entendera
mejor en la siguiente seccion cuando se arme la matriz global.
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2.2.4. Matriz de rigidez global de una estructura reticular

La matriz de rigidez global se obtiene al ensamblar la matriz de rigidez de cada elemento. El

ensamble ocurre al sumar las rigideces de cada elemento como se muestra a continuacion.
K = k,El + k’EZ + k,E3 + -+ k,En

La matriz de rigidez global tendra las dimensiones segun el nimero de desplazamientos de
toda la estructura. Para el caso de la estructura de la figura 60, la matriz de rigidez global tiene

dimensiones de 16x16, debido a que existen 16 deformaciones en la estructura.

La matriz de rigidez del elemento debera ser rotulada de la siguiente forma:

[ (cos(6,))? cos(8,) cos(Gy) —(cos(68,))? —cos(6,) cos(By)]

(K] A_EI cos(6,) cos(6y) (cos(6y))? — cos(8,) cos(6,) —(cos(6))? I
L] —(cos(6:))* — cos(8,) cos(6),) (cos(6,))? cos(8,) cos(8,) |

- cos(6,) cos(By) —(cos(6,))* cos(6,) cos(Gy) (cos(6y))* |

Con este cambio en la numeracion podra entonces sumarse de manera practica los elementos
de cada matriz que coincidan en el nimero de la deflexion de la columna y de la fila. Para
ejemplificar esto mejor, se hara el ensamble de dos matrices de rigidez de dos elementos cualquiera.

Sean las matrices de los elementos las siguientes:

1 2 3 4
1
[k'e1] = 2
3
4
3 4 5 6
1 0 -1 0]3
[kKgl=10 0 0 0]4
-1 0 1 0}5
0 0 0 o0le

La matriz global de esta estructura es la siguiente:

[K] = [K'g1] + [k g2]
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1 2 3 4 5 6
0 071
|[ 0 0]|2
(K] =] +1 +0 -1 0|3
| +0 +0 0 o0l4
l 0 0 —1 0 1 on
0 0 0 0 0o ole

2.2.5. Ejemplo del desarrollo de una estructura reticular

Para realizar el ejemplo se usara la estructura de la figura 44, la cual se trabajo en la seccién
2.1.1.6. En dicha seccion se obtuvieron las fuerzas internas de los elementos y las reacciones en

los apoyos.

En este ejemplo se hallaran las deformaciones en cada nodo, las reacciones en los apoyos y
las fuerzas internas en los elementos. Con el método de la seccion 2.1.1.6., no fue posible hallar
las deformaciones en los nodos debido a que no se le habia dado una seccion a los elementos, ni
caracteristicas al material y el proceso de resolucién no lo requeria. Para el siguiente ejemplo se

establece la siguiente seccion y material de cada elemento de la estructura.

1000 kg
Area = 2125 mm®
1000 kg 1000 kg o
E =220 000 N/ mm? =]
o™
4.76 mm E N 2
S o<
% [=1
a S
o~
Fary s
L + [
101.6 mm ’IL L
2.50 2.50 2.50 2.50
il il

Figura 61. Figura repetida (Fig. 44). Fuente: EI Autor.

Para resolver la estructura se seguird una serie de pasos, los cuales se describen a

continuacion.
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Paso No. 1

Numeracion de la estructura. Este proceso se explico en la seccion 2.2.1.1., por lo que solo

se mostrara el resultado final de la numeracién.

>»13

%

>
8

e O ®)
Figura 62. Figura repetida (Fig. 52). Fuente: EI Autor.

Paso No. 2
Se establecen los sentidos de las fuerzas externas y se armar la ecuacion matricial de fuerza-

deformacion, deben incluirse las deformaciones y fuerzas aplicadas en los nodos.

[F] = [K][6]

rF1 = —10007 - D1
F2=0 D2
F3=0 D3
F4=0 D4
F5 = —1000 D5
F6 =0 D6
F7=0 D7
F8=0 D8
F9 = —1000|= K1|  pg
F10 =0 D10
F11=0 D11
F12=0 D12
F13 =0 D13
F14 = R8y D14=10
F15 = Rlx D15=0
| F16 = R1y | D16 = 0

Paso No. 3

Desarrollar la matriz de rigidez de cada elemento. La longitud del elemento (L), esté en
metros.



ELEMEMNTO

Modo inicio

MNodo fin

X ¥ Kool
Coordenada nodo inicio ] 0
Coordenada nodo fin 2.5 1]
Longitud del elemento (L) 2,5
Cos (angx) 1
cos (angy) 1]

MNo. Variable k1
Deflexiones NX 16 0 2,50
Deflexiones NY 15 1]
Deflexiones FX 4 b4
Deflexiones FY 3 D3
ELEMENTO 2
MNodo inicio 3
Modo fin 5

¥ y ko2
Coordenada nodo inicio 25 1]
Coordenada nodo fin 5 0
Lengitud del elemento (L) 25
Cos (angx) 1
cos (angy) ]

Mo.  Variable k™ 2
Deflexiones NX 4 D4 2,50
Deflexiones NY 3 D3
Deflexiones FX B D2
Deflexiones FY 7 o7
ELEMENTO 3
Nodo inicio 5
MNaodo fin 7

X ¥ ko3
Coordenada nodo inicio 5 0
Coordenada nodo fin 7.5 0
Longitud del elemento (L) 2,5
Cos (angx) 1
cos (angy) 0

MNo.  Variable k™ 3
Deflexiones MY g DB 2,50
Deflexiones MY 7 o7
Deflexiones FX 12 D12
Deflexiones FY 11 D11

[ =TSP~ T

0,40
0,00

-0,40

0,00

&L = e o

0,40
0,00

-0,40

0,00

= == R = e

0,00
0,00
0,00
0,00

L= Qe R e [ s

0,00
0,00
0,00
0,00

(=T S~ T

-0,40
0,00
0,40
0,00

= o @ L

-0,40

0,00
0,40
0,00

Fa

[ =T U~ RN

-0,40

0,00
0,40
0,00

Lo e s e RS

0,00
0,00
0,00

0,00 |

== == [ == R =]

0,00
0,00
0,00

0,00 |

a o L

a0 L



ELEMENTO 4
Modo inicio 7
Modo fin B

X y Kooa
Coordenada nodo inicio 7.5 0
Coordenada nodo fin 10 0
Longitud del elemento (L) 25
cos (angx) 1
cos (angy) 0

MNo. Variable k4
Deflexiones NX 12 D12 © 250
Deflexiones NY 11 D11
Deflexiones FX 13 D13
Deflexiones FY 14 0
ELEMENTO 5
Modo inicio
Modo fin

X ¥ k5
Coordenada nodo inicio 715 2
Coordenada nodo fin 10 ]
Longitud del elemento (L) 3,201562119
cos (angx) 0,7B0BGERR09
cos (angy) -0,624695048

Mo. Variable k' 5
Deflexiones NX 10 D10 - 320
Deflexiones NY 9 D9
Deflexiones FX 13 D13
Deflexiones FY 14 ]
ELEMENTC &
Modo inicio
Modo fin

X ¥ k™ 6
Coordenada nodo inicio 7,5 2
Coordenada nodo fin 7,5 0
Longitud del elemento (L) 2
Cos (angx) 0
cos [angy) -1

No.  Variable _ k8B
Deflexiones NX 10 D10 ~ 2,00
Deflexiones NY 9 (]
Deflexiones FX 12 D12
Deflexiones FY 11 011

ELE

0,61
-0,49
-0,61
0,49

0,19
-0,15
-0,19
0,15

(=1

L= == = = |

0,00
0,00
0,00
0,00

-0,49
0,39
0,49
-0,39

-0,15
0,12
0,15
-0,12

N -

0,00
0,50
0,00

-0,50

L

[= T~ TN

0,40

0,00
0,40
0,00

Fa

== == I = I = |

0,00
0,00
0,00
0,00

-0,50

L= = Y = I s

0,00
0,00
0,00
0,00 |

0,49
-0,39
-0,49
0,39

0,15
0,12
-0,15

0,12

= RS =]

0,00

0,00
0,50

77
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ELEMENTC 7
Modo inicio 5
Modo fin &

X ¥ k* 7
Coordenada nodo inicio 5 0
Coordenada nodo fin 7,5 2
Longitud del elemento (L) 5,201562119
Cos (angx) 0,7B0BGEBD9
cos [angy) 0,624695048

Mo. Variable k™ 7
Deflexiones NX g De 3,20
Deflexiones NY 7 o7
Deflexiones FX 10 D10
Deflexiones FY 9 ]
ELEMENTC g
Nodo inicio 2
MNodo fin 5

X ¥ k' B

Coordenada nodo inicio 25 2
Coordenada nodo fin 5 0
Longitud del elemento (L) 3,201562119
cos (angx) 0,780B6EB09
cos (angy) -0,624695048

Mo.  Variable k™ B
Deflexiones NX 2 D2 3,20
Deflexiones NY 1 D1
Deflexiones FX 8 [
Deflexiones FY 7 o7
ELEMENTO O
Modo inicio 2
Modo fin 3

X y Koo
Coordenada nodo inicio 25 2
Coordenada nodo fin 25 ]
Longitud del elemento (L) 2
cos (angx) 1]
cos (angyl -1

Mo,  Variable k™ 9
Deflexiones NX 2 D2 2,00
Deflexiones NY 1 D1
Deflexiones FX 4 b4
Deflexiones FY 3 D3

0,61
0,49
-0,61
-0,49

0,19
0,15
-0,19
-0,15

0,61
-0,49
-0,61
0,49

0,19
-0,15
-0,19
0,15

== == [ = R

0,00
0,00
0,00
0,00

0,49
0,39
-0,49
-0,39

0,15
0,12
-0,15
-0,12

-0,49
0,39
0,49
-0,39

-0,15
0,12
0,15
-0,12

=L

0,00
0,50
0,00

-0,50

-0,61
0,49
0,61
0,49

-0,19
-0,15
0,19
0,15

-0,61
0,49
0,61
-0,49

-0,19
0,15
0,19
-0,15

Lo e e [ e

0,00
0,00
0,00
0,00

-0,49
-0,39
0,49
0,39

-0,15
-0,12
0,15
0,12

0,49
-0,39
-0,49
0,39

0,15
-0,12
-0,15
0,12

= s oo

0,00

-0,50

0,00
0,50

(5]



ELEMEMTC 10
Modo inicio 1
Modo fin 2
X Y 10 =
Coordenada nodo inicio 0
Coordenada nodo fin 25 2
Longitud del elemento (L) 3,201562119
cos (angx) 0,7B0E68809
cos (angy) 0,624655048
No.  Variable 10 o
Deflexiones NX 16 0 320
Deflexiones NY 15 0
Deflexiones FX 2 D4
Deflexiones FY 1 D3
ELEMEMNTC 11
Modo inicio 4
Modo fin &
X ¥ k11
Coordenada nodo inicio 4
Coordenada nodo fin 15 2
Longitud del elemento (L) 3,201562119
Cos (angx) 0, 7B086EB09
cos (angy) -0,624695048
Mo,  Variable 11 k11
Deflexiones NX ] D& L 3,20
Deflexiones NY 5 D5
Deflexiones FX 10 D10
Deflexiones FY 9 D9
ELEMENTC 12
Modo inicio 4
Modao fin 5
X Y k12
Coordenada nodo inicio 4
Coordenada nodo fin 5 0
Longitud del elemento (L) 4
cos (angx) 0
cos (angy) -1
Mo.  Variable 12 k™ 12
Deflexiones NX 6 D6 L 4,00
Deflexiones NY 5 D05
Deflexiones FX B D8
Deflexiones FY 7 o7y

0,61 049 -0,61
0,49 039 -0,49
0,61 -0,49 0,61
-0,49 -0,39 0,49
0,19 0,15 -0,19
0,15 0,12 -0,15
0,19 -0,15 0,19
-0,15 -0,12 0,15
0,61 -0,49 -0,61
0,49 0,39 0,49
0,61 049 0,61
| 043 -035 -048
0,19 -0,15 -0,19
0,15 0,12 0,15
0,19 0,15 0,19
| 015 -0,12 -0,15
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 -1 0
0,00 000 0,00
0,00 025 0,00
0,00 000 0,00
0,00 -0,25 0,00

-0,49
-0,39

-0,15
-0,12

0,49
039 |

0,15

012 |

0,49
-0,39
-0,49
0,39

0,15
-0,12
-0,15
0,12

i~ T =1

0,00
-0,25
0,00

025 |

Lnoon

a Lnoon

3 Lnoon

Ln ch

F
[

L ch

[
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ELEMEMNTOC 15
MNodo inicio 2
Nodo fin 4
X y k13
Coordenada nodo inicio 2.5 2
Coordenada nodo fin 5 4
Longitud del elemento (L) 3,201562119
Cos (angx) 0, 780868809
cos [angy) 0,624695048
Mo.  Variable k™13 k' 13
Deflexiones NX 2 0 L ~ 3,20
Deflexiones NY 1 0
Deflexiones FX & D4
Deflexiones FY 5 D3

Paso No. 4

0,61
0,49
-0,61
-0,49

0,19
0,15
-0,19
-0,15

0,49 -0,61
0,39 -0,49

0,49 0,61
0,39 049

0,15 -0,18
0,12 -0,15

0,15 0,19
0,12 0,15

Ensamblar las matrices de cada elemento en una sola matriz global.

0,87 0,15 -0,50 0,00
0,15 0,57 0,00 0,00
-0,50 0,00 0,50 0,00
0,00 0,00 0,00 0,80
-0,12 -0,15 0,00 0,00
-0,15 -0,19 0,00 0,00
-0,12 0,15 0,00 0,00
0,15 -0,19 0,00 -0,40
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
-0,12 -0,15 0,00 0,00
| _-0,15 -0,19 0,00 -0,40

-0,12
-0,15
0,00
0,00
0,49
0,00
-0,25
0,00
-0,12
0,15
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

-0,15
-0,19
0,00
0,00
0,00
0,38
0,00
0,00
0,15
-0,19
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

-0,12
0,15
0,00
0,00
-0,25
0,00
0,49
0,00
-0,12
-0,15
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

0,15
-0,19
0,00
-0,40
0,00
0,00
0,00
1,18
-0,15
-0,19
0,00
-0,40
0,00
0,00
0,00
0,00

0,00
0,00
0,00
0,00
-0,12
0,15
-0,12
-0,15
0,87
-0,15
-0,50
0,00
0,15
-0,12
0,00
0,00

0,00
0,00
0,00
0,00
0,15
-0,19
-0,15
-0,19
-0,15
0,57
0,00
0,00
-0,19
0,15
0,00
0,00

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
-0,50
0,00
0,50
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

049 |
0,39

015 |
0,12

0,49
039 |

0,15
0,12 |

0,00 0,00 000 -0,12 -0,15
0,00 0,00 000 -0,15 -0,19
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 000 0,00 -040
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
-0,40 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,15 -0,12 0,00 0,00
0,00 -0,19 0,15 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,80 -0,40 0,00 0,00 0,00
-0,40 0,59 -0,15 0,00 0,00
0,00 -0,15 0,12 0,00 0,00
0,00 0,00 000 0,12 0,15
0,00 0,00 0,00 0,15 0,59




Paso No. 5

Utilizando la inversa de la matriz de rigidez calcular las deformaciones en los nodos y las

reacciones en los apoyos.

'F1 = —1000
F2=0
F3=0
F4=0

F5 = —1000
F6=0
F7=0
F8=0

F9 = —1000
F10 = 0
F11=0
F12=0
F13=0

F14 = R8y
F15 = Rlx
| F16 = R1y |

= AE[K]

D1
D2
D3
D4
D5
D6
D7
D8
D9
D10
D11
D12
D13
D14 =0
D15=0
‘D16 = 0-

81

Se debe reducir la matriz a 13x13 para poder usar la inversa de la matriz y hallar los valores

de deflexiones.

D1
D2
D3
D4
D5
gg 1000
D8 AE
D9
D10
D11
D12

-D13-

(K]

(F1 =—10007
F2=0
F3=0
F4=0

F5=-1000
F6=0
F7=0
F8=0

F9 =-1000
F10=0
F11=0
F12=0

F13=0
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La matriz que se forma en rojo dentro de la matriz ensamblada es a la que se le saca la

inversa.

0,87
0,15
-0,50
0,00
-0,12
-0,15
-0,12
0,15
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
-0,12
-0,15

A continuacién se presenta la matriz inversa [K]~1, de la matriz formada en rojo, multiplicada

0,15 -0,50 0,00 -0,12
0,57 0,00 0,00 -0,15
0,00 0,50 0,00 0,00
0,00 0,00 0,80 0,00
0,15 0,00 0,00 0,49
-0,19 0,00 0,00 0,00
0,15 0,00 0,00 -0,25
0,19 0,00 -0,40 0,00
0,00 0,00 0,00 -0,12
0,00 0,00 0,00 0,15
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
-0,15 0,00 0,00 0,00
-0,19 0,00 -0,40 0,00

-0,15
-0,19
0,00
0,00
0,00
0,38
0,00
0,00
0,15
-0,19
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

-0,12 0,15 0,00 0,00
0,15 -0,19 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 -0,40 0,00 0,00
-0,25 0,00 -0,12 0,15
0,00 0,00 0,15 -0,19
0,49 0,00 -0,12 -0,15
0,00 1,18 -0,15 -0,19
-0,12 -0,15 0,87 -0,15
-0,15 -0,19 -0,15 0,57
0,00 0,00 -0,50 0,00
0,00 -0,40 0,00 0,00
0,00 0,00 0,15 -0,19
0,00 0,00 -0,12 0,15
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
-0,50
0,00
0,50
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
-0,40
0,00
0,00
0,00
0,80
-0,40
0,00
0,00
0,00

0,00 0,00 -0,12
0,00 0,00 -0,15
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,15 -0,12 0,00
0,19 0,15 0,00
0,00 0,00 0,00
-0,40 0,00 0,00
0,59 -0,15 0,00
-0,15 0,12 0,00
0,00 0,00 0,12
0,00 0,00 0,15

-0,15
-0,19
0,00
-0,40
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,15

0,59

por el valor (1000/EA), el factor de 1000, es para convertir en milimetros la deformacion.

1
0,000030
-0,000014
0,000030
-0,000005
0,000022
-0,000003
0,000026
-0,000010
0,000017
-0,000003
0,000017
-0,000012

| -0,000013

2
-0,000014
0,000014
-0,000014
0,000004
-0,000010
0,000008
-0,000014
0,000008
-0,000010
0,000005
-0,000010
0,000009
0,000011

3
0,000030
-0,000014
0,000034
-0,000005
0,000022
-0,000003
0,000026
-0,000010
0,000017
-0,000003
0,000017
-0,000012
-0,000013

4

-0,000005

0,000004

-0,000005

0,000005

-0,000003

0,000003

-0,000003

0,000005

-0,000002

0,000004

-0,000002

0,000005
0,000005

5
0,000022
-0,000010
0,000022
-0,000003
0,000026
-0,000007
0,000026
-0,000007
0,000022
-0,000003
0,000022
-0,000010
-0,000013

6
-0,000003
0,000008
-0,000003
0,000003
-0,000007
0,000017
-0,000007
0,000005
-0,000010
0,000008
-0,000010
0,000008
0,000011

7
0,000026
-0,000014
0,000026
-0,000003
0,000026
-0,000007
0,000034
-0,000007
0,000026
0,000000
0,000026
-0,000010
-0,000013

8

-0,000010

0,000008

-0,000010

0,000005

-0,000007

0,000005

-0,000007

0,000011

-0,000003

0,000008

-0,000003

0,000011
0,000011

9
0,000017
-0,000010
0,000017
-0,000002
0,000022
-0,000010
0,000026
-0,000003
0,000030
0,000000
0,000030
-0,000008
-0,000013

10
-0,000003
0,000005
-0,000003
0,000004
-0,000003
0,000008
0,000000
0,000008
0,000000
0,000014
0,000000
0,000009
0,000011

11
0,000017
-0,000010
0,000017
-0,000002
0,000022
-0,000010
0,000026
-0,000003
0,000030
0,000000
0,000034
-0,000008
-0,000013

12

-0,000012

0,000009

-0,000012

0,000005

-0,000010

0,000008

-0,000010

0,000011

-0,000008

0,000009

-0,000008

0,000016
0,000016

B3
-0,000013
0,000011
-0,000013
0,000005
-0,000013
0,000011
-0,000013
0,000011
-0,000013
0,000011
-0,000013
0,000016

0,000021
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0,68 |

033
0,68
0,10
-0,68
0,20
0,76
0,20
-0,68
0,06
-0,68
0,30

0,39_|

La matriz de fuerzas debe ser multiplicada por la gravedad.

1
3,01E-05
-1,36E-05
3,01E-05
-5,01E-06
2,15E-05
-3,17€-06
= 2,58E-05
-1,00E-05
1,72E-05
-3,13E-06
1,72E-05
-1,17€-05
| -1,34E-05

- D11
D2
D3
D4
D5
D6
D7
D8
D9
D10
D11
D12

-D13-

2 3 4 5 6

-1,36E-05 3,016-05 -501E-06 2,15E-05 -3,17E-06
1,376-05 -1,36E-05 4,01E-06 -1,026-05  8,16E-06
-1,36E-05  3,44E-05 -501E-06 2,156-05 -3,17E-06
4,01E-06 -5,01E-06  5,35E-06 -3,34E-06  2,67E-06
-1,026-05  2,15E-05 -3,34E-06  2,50E-05 -6,68E-06
8,16E-06 -3,17E-06 2,67E-06 -6,68E-06  1,66E-05
-1,36E-05  2,586-05 -3,34E-06  2,50E-05  -6,68E-06
8026-06 -1,00-05 5,35E-06 -6,68E-06  5,35E-06
-1,026-05  1,726-05  -1,67E-06  2,15E-05  -1,02E-05
5,326-06  -3,13E-06  4,01E-06 -3,17E-06  8,16E-06
-1,026-05 1,726-05 -1,676-06  2,15E-05  -1,02E-05
9,36E-06 -1,17E-05  5,35E-06 -1,00E-05  8,02E-06
1,076-05 -1,34E-05 5,356-06 -1,34E-05  1,07E-05

r—1000 * 9.817
0
0
0
—1000 = 9.81
0
1000
- [K] -1 0
AE 0
—1000 *9.81
0
0
0
B 0 |
7 8 9 10
2,58E-05 -1,00E-05 1,72E-05 -3,13E-06
-1,36E-05 802E-06 -1,02E-05 5,32E-06
2,58E-05 -1,00E-05 1,72E-05  -3,13E-06
-3,34E-06  5,35E-06 -1,67E-06  4,01E-06
2,50E-05 -6,68E-06 2,15E-05  -3,17E-06
6,68E-06 5,35E-06 -1,02E-05 8 16E-06
3,45E-05 -6,68E-06  2,58E-05 2,48E-07
-6,68E-06  1,07E-05 -3,34E-06  8,02E-06
2,58E-05 -3,34E-06  3,01E-05 2,08E-07
2,48E-07 802E-06 2,086-07 1,37E-05
2,58E-05 -3,34E-06  3,01E-05 2,08E-07
-1,00E-05  1,07E-05 -8,36E-06  9,36E-06
-1,34E-05  1,07E-05  -1,34E-05  1,07E-05
D17 1—0.687
D2 0.33
D3 —0.68
D4 0.10
D5 —0.68
D6 0.20
D7 —-0.76
D8 0.20
D9 —0.68
D10 0.06
D11 —0.68
D12 0.30
D13 0.39
D14 0
D15 0
‘D164 L 0

11
1,72E-05
-1,02€-05
1,72E-05
-1,67E-06
2,15E-05
-1,02€-05
2,58E-05
-3,34E-06
3,01E-05
2,08E-07
3,44E-05
-8,36E-06
-1,34€-05

12
-1,17E-05
9,36E-06
-1,17E-05
5,35E-06
-1,00E-05
8,02E-06
-1,00E-05
1,07€-05
-8,36E-06
9,36E-06
-8,36E-06
1,60E-05
1,60E-05

13
-1,34E-05
1,07€-05
-1,34E-05
5,35€-06
-1,34E-05
1,07€-05
-1,34E-05
1,07€-05
-1,34E-05
1,07E-05
-1,34E-05
1,60E-05
2,14E-05
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1
404703.13
71230.47

-233750.00

0.00
-56984.38
-71230.47
-56984.38

71230.47

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00
-56984.38
-71230.47

Para obtener las reacciones en los nodos, se utiliza la ecuacion matricial anterior.

2 3
71230.47  -233750.00
267114.27 0.00
0.00 233750.00
0.00 0.00
-71230.47 0.00
-89038.09 0.00
71230.47 0.00
-89038.09 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
-71230.47 0.00
-89038.09 0.00

Paso No. 6

Calcular las fuerzas internas de cada elemento, para lo cual se usa la relacién planteada en

la seccion 2.2.3.

fuerza axial

FF]
Fy

4 5 6
0.00 -56984.38  -71230.47
0.00 -71230.47 -89038.09
0.00 0.00 0.00

374000.00 0.00 0.00
0.00 230843.76 0.00
0.00 0.00 178076.18
0.00 -116875.00 0.00

-187000.00 0.00 0.00
0.00 -56984.38  71230.47
0.00 71230.47  -89038.09
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00

-187000.00 0.00 0.00

r D1 71 [F17
D2 F2
D3 F3
D4 F4
D5 F5
D6 F6
D7 F7
Ag[k]] D8 |=|f8
D9 F9
D10 F10
D11 F11
D12 F12
D13 F13
D14 =0 R8y
D15 = Rilx
D16 =01 LR1yl
7 8 9 10 11 12 13 14 15
-56984.38 71230.47 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -56984.38
71230.47 -89038.09 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -71230.47
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 -187000.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
-116875.00 0.00 -56984.38  71230.47 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 71230.47  -89038.09 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
230843.76 0.00 -56984.38  -71230.47 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 552076.18 -71230.47 -89038.09 0.00 -187000.00 0.00 0.00 0.00
-56984.38  -71230.47 404703.13 -71230.47 -233750.00 0.00 71230.47  -56984.38 0.00
-71230.47 -89038.09 -71230.47 267114.27 0.00 0.00 -89038.09  71230.47 0.00
0.00 0.00 -233750.00 0.00 233750.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 -187000.00 0.00 0.00 0.00 374000.00 -187000.00 0.00 0.00
0.00 0.00 71230.47 -89038.09 0.00 -187000.00 276038.09 -71230.47 0.00
0.00 0.00 -56984.38 71230.47 0.00 0.00 -71230.47  56984.38 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 56984.38
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 71230.47
R8y 14715 1500
Rlx = 981 14715| = (1500
R1ly : 0 0

eje axial

AEr1 —17[cos(6,) cos(B,)
T[—1 1][ 0

factor coseno

0

0

cos(8,) cos

(c)ex)] [DFxJ

Deflexion
[Prx]
[Dny |

Fy

16
-71230.47
-89038.09

0.00
-187000.00

0.00
71230.47
276038.09

-0.68
0.334
-0.68
0.098
-0.68
0.197
-0.76
0.197
-0.68

0.06
-0.68
0.295
0.393
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Figura 63. Figura repetida (Fig. 55). Fuente: El Autor.

A continuacion se presentan los resultados por elemento de la fuerza axial.

eje axial

[1 1

[1 1

ELEMENTO 1
Nodo inicio 1
Nodo fin 3
Longitud 2,5
cos (angx) 1
cos (angy) 0
Deflexiones NX 16
Deflexiones NY 15 AE [ 14
Deflexiones FX 4 9.81*1000*L |_ 101
Deflexiones FY 3
FUERZA AXIALN -1875
FUERZA AXIALF 1875
ELEMENTO 2
Nodo inicio 3
Nodo fin 5
Longitud 2,5
cos (angx) 1
cos (angy) 0
Deflexiones NX 4
Deflexiones NY 3 AE
Deflexiones FX 8 | 9.81*1000%L | -1 1
Deflexiones FY 7
FUERZA AXIALN -1875
FUERZA AXIALF 1875
ELEMENTO 3
Nodo inicio 5
Nodo fin 7
Longitud 2,5
cos (angx) 1
cos (angy) 0
Deflexiones NX 8
Deflexiones NY 7 AE
Deflexiones FX 12 9.81*1000*L |_ 101
Deflexiones FY 11
FUERZA AXIALN -1875
FUERZA AXIALF 1875

I

Il

0,00000
0,09836

0,09836
0,19672

0,19672
0,29509

factor de coseno

1 0
0 0

] _

] _

I
]

0 0
1 0

AE

9.81*1000*L

AE

9.81*1000*L

AE

9.81*1000*L

_Deflexiones
0,0000
0,0000
0,0984

-0,6752 |

-0,008362 | _

-0,6752
0,1967

-0,7602
0,2951

| 00983623 |

0,0984 |

-0,7602 |

[ -0,098362 |
| 0,0983623 |

0,1967 |

-0,6752 |

| 0,0983623 |

d

-0,008362 | _

0,00000
0,09836

-1875
1875

l

l

0,09836
0,19672

-1875
1875

0,19672
0,29509

-1875
1875

]
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[1 1

[1 1

[1 1

[1 1

ELEMENTO 4
Nodo inicio 7
Nodo fin 8
Longitud 2,5
cos (angx) 1
cos (angy) 0
Deflexiones NX 12
Deflexiones NY 11 AE
Deflexiones FX 13 9.81*1000*L |_ -1 01
Deflexiones FY 14
FUERZA AXIALN -1875
FUERZA AXIALF 1875
ELEMENTO 5
Nodo inicio 6
Nodo fin 8
Longitud 3,201562
cos (angx) 0,780869
cos (angy) -0,624695
Deflexiones NX 10
Deflexiones NY 9 AE
Deflexiones FX 13 9.81*1000*L I_ 101
Deflexiones FY 14
FUERZA AXIALN 2401,172
FUERZA AXIALF -2401,172
ELEMENTO 6
Nodo inicio 6
Nodo fin 7
Longitud 2
cos (angx) 0
cos (angy) -1
Deflexiones NX 10
Deflexiones NY 9 AE
Deflexiones FX 12 9.81*1000*L |_ 101
Deflexiones FY 11
FUERZA AXIALN 0
FUERZA AXIALF 0
ELEMENTO 7
Nodo inicio 5
Nodo fin 6
Longitud 3,201562
cos (angx) 0,780869
cos (angy) 0,624695
Deflexiones NX 8
Deflexiones NY 7 AE
Deflexiones FX 10 9.81*1000*L |_ -1 01
Deflexiones FY 9
FUERZA AXIALN 800,3905
FUERZA AXIALF -800,3905

Il

I

Il

Il

0,29509
0,39345

0,46855
0,30723

0,67522
0,67522

-0,32129
-0,37506

)

0,781 -0,62
0 o

] _

]

0,781 0,625
0 0

] _

AE

0 0
0,78087 -0,625

AE

AE

0 0
0,78087 0,6247

AE

9.81*1000*L

]

9.81*1000*L

9.81*1000*L

]

9.81*1000*L

0,2951 |
-0,6752
0,3934
0,0000 |

[ -0,098362]
| 0,0983623 |

0,0599 |
-0,6752
0,3934
0,0000 |

[ 01613142

| -0,161314 |

0,0599 |
-0,6752
0,2951
-0,6752 |

0,1967 |
-0,7602
0,0599
-0,6752 |

| -0,053771 |

l

[ 005377147 _

l

l

l

0,29509
0,39345

-1875
1875

0,46855
0,30723

2401,171589
-2401,17159

0,67522
0,67522

-0,32129
-0,37506

800,3905297
-800,39053

}

]

]

J



[1 1

ELEMENTO 8
Nodo inicio 2
Nodo fin 5
Longitud 3,201562
cos (angx) 0,780869
cos (angy) -0,624695
Deflexiones NX 2
Deflexiones NY 1 AE
Deflexiones FX 8 9.81*1000*L |_—1 1
Deflexiones FY 7
FUERZA AXIALN 800,3905
FUERZA AXIALF -800,3905
ELEMENTO 9
Nodo inicio 2
Nodo fin 3
Longitud 2
cos (angx) 0
cos (angy) -1
Deflexiones NX 2
Deflexiones NY 1 AE
Deflexiones FX 4 9.81*1000*L |_ 101
Deflexiones FY 3
FUERZA AXIALN 0,00
FUERZA AXIALF 0,00
ELEMENTO 10
Nodo inicio 1
Nodo fin 2
Longitud 3,201562
cos (angx) 0,780869
cos (angy) 0,624695
Deflexiones NX 16
Deflexiones NY 15 AE
Deflexiones FX 2 9.81*1000*L |_ 101
Deflexiones FY 1
FUERZA AXIALN 2401,172
FUERZA AXIALF -2401,172
ELEMENTO 11
Nodo inicio 4
Nodo fin 6
Longitud 3,201562
cos (angx) 0,780869
cos (angy) -0,624695
Deflexiones NX 6
Deflexiones NY 5 AE
Deflexiones FX 10 9.81*1000*L |_ 101
Deflexiones FY 9
FUERZA AXIALN 1600,781
FUERZA AXIALF -1600,781

[1 1

[1 1

[1 1

Il

Il

Il

Il

0,68229
0,62852

0,67522
0,67522

0,00000

|
}

-0,16131

0,57609
0,46855

0,

]

|
]

|
)

781 -0,62
0o o0

0o -1
0 0
0,781 0,625
0 0
0,781 -0,62
0 0

0 0

AE

AE

0

0,78087 0,6247

AE

0

0,78087 -0,625

0

0

]

9.81*1000*L

9.81*1000*L

9.81*1000*L

0,78087 -0,625

AE

9.81*1000*L

0,3336 |
-0,6752
0,1967
-0,7602 |

[ 005377147 _

]

]

| 0053771 | ~

0,3336 |
-0,6752
0,084
-0,6752 |

-1,11E-16 |
1,11E-16 |

0,0000 |
0,0000
0,3336
-0,6752 |

[ 0,1613142 ]
| -0,161314

0,1967 |
-0,6763
0,0599
-0,6752 |

| -0,107543 |

d

l

l

[ 010754287 _

dl

0,68229
0,62852

}

800,3905297
-800,39053

0,67522
0,67522

0,00000
-0,16131

2401,171589
-2401,17159

0,57609
0,46855

1600,781059
-1600,78106

]

]

J
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ELEMENTO 12

Nodo inicio 4 [ 0,1967]

Nodo fin 5 0 -1 0 0 -0,6763 | _ 0,67629
Longitud 4 0 0 0 -1 0,1967 - 0,76022
cos (angx) 0 L -0,7602 |

cos (angy) -1

Deflexiones NX 6 B _

Deflexiones NY 5 AE |_ 1 -1 0,67629 _ AE -0,083936 ( _  -1000
Deflexiones FX 8 9.81*1000*L |_ 101 0,76022 B 9.81*1000*L | 0,0839358 | ~ 1000
Deflexiones FY 7

FUERZA AXIALN -1000

FUERZA AXIALF 1000

ELEMENTO 13

Nodo inicio 2 0,3336

Nodo fin 4 0,781 0,625 0 0 -0,6752 | _ -0,16131
Longitud 3,201562 0 0 0,78087 0,6247 0,1967 B -0,26886
cos (angx) 0,780869 L -0,6763

cos (angy) 0,624695

Deflexiones NX 2 B _

Deflexiones NY 1 AE |_ 1 -1 -0,16131 _ AE 0,1075428 | _  1600,781059
Deflexiones FX 6 9.81*1000%L | -1 1 -0,26886 B 9.81*1000*L | -0,107543 | = -1600,78106
Deflexiones FY 5

FUERZA AXIALN 1600,781

FUERZA AXIALF -1600,781

Al compararse los resultados con los obtenidos en la seccion 2.1.1.6., se observa que los

resultados son los mismos que los obtenidos por el método de rigidez.

2.2.6. Elementos sometidos a flexion

Las vigas son elementos que tienen la caracteristica de soportar esfuerzos de flexién y
cortante. La numeracion de los nodos y los elementos asi como el ensamble de matrices son

similares a los tratados en las secciones anteriores.

Ya que el elemento viga estd sometido a flexion y cortante, entonces este experimenta
deformaciones de rotacion y desplazamiento. A partir de estas deformaciones se armara la matriz

de rigidez.

Para comprender mejor como se arma la matriz de rigidez del elemento viga se analizara la
viga 1 de la figura 49, si esta viga se aislard como se muestra en la siguiente figura, entonces se

puede identificar las deformaciones, cortantes y momentos que actdan sobre el elemento.
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Dy VE
8 TMN 1 Mr
- E
H“)'\ — %
e

'—-\____H _— -
T ]
T — —_—
Figura 64. Elemento aislado de la viga de la figura 49. Fuente: El Autor.

En donde el subindice N representa el nodo cercano (NEAR) y el subindice F representa el
nodo lejano (FAR). Las deformaciones verticales estan representadas por A (delta), y las
deformaciones angulares estan representadas por 8 (angulo). El cortante V se obtiene de realizar

un analisis estatico por sumatoria de momentos (Hibbeler, 2012, pags. 451-458).

Para encontrar los momentos se utiliza el método de pendiente-deflexion. Este método se
nombra asi debido a que relaciona las pendientes y las deflexiones desconocidas con la carga
aplicada sobre una estructura. Ya que se esta analizando el elemento considerando solamente las
deflexiones y que partir de estas se generan las reacciones, se omitiran los momentos y cortantes
debidos a la carga aplicada y se calcularan los cortantes y momentos debidos a las deformaciones

unitarias que sufre el elemento. EI método utiliza la siguiente ecuacion.

2EI A
M; = T [291 + gj - 32] + Mcarga aplicada

En donde M;, es el momento final en el extremo i, el termino 6;, es la rotacion angular en el
extremo i, el valor de A, es la deformacion lineal, el valor de 6;, es la rotacion angular en el extremo
J, el termino de L, es la longitud entre los extremos i j, Y M¢arga apiicaaa €5 €l momento en el

extremo i, obtenido de una viga doblemente empotrada en funcion de la carga aplicada sobre la el

tramo i j.

Ya que son cuatro deformaciones diferentes, entonces se deben analizar cuatro vigas como

se muestra a continuacion.
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VIGA #1
AN
o
——— :: \ Ve Ar
Wi T ~ Me
\ B
Mni1 /

Figura 65. Viga No.1 (Analisis de la deformacion vertical). Fuente: El Autor.

Como se observa en la figura anterior el elemento solo tiene deformacion vertical en el nodo
cercano ya que esta empotrado y en el nodo lejano no existen deformaciones. Al sustituir los valores

encontrados en la ecuacion se obtiene lo siguiente:

2EIT Ayi1  6EI
Mya = =20+ Opr = 37| = T B
2B1 . Ayi]  6EI
My = = 12051 + Oy = 37| = 58w
Mui= (681/1%) A Mri= (601 /%) Avs

Figura 66. Viga No.1 (Equilibrio de momentos para encontrar el valor del cortante en el nodo lejano). Fuente: El Autor.



ZM=0

6EI 6EI
?ANl +7AN1 + VFlL =0

Por lo que el cortante en el nodo lejano es igual a:

12EI
F1 = _T N1

El cortante en el nodo cercano se obtiene de la sumatoria de fuerzas:

12E1

Vi ==V = T N1

Al sustituir los valores obtenidos en la viga No.1 quedaria como se muestra a continuacion:

AN

Vri=—(1261 /L2) AN

T
— \
Vii=(12e1 /L) A N ~_ Mri—(ee1/12)An

L

Mn1=(6E1 /1% ) AN

Figura 67. Resultados de la viga No.1. Fuente: El Autor.

Si los resultados de la viga No.l, se transformaran en un modelo matricial entonces se
obtendria el siguiente modelo:

- 12E] T
L3
Vas 6EI
My| _| 12
Ve | = 1261|1Bwil
Mg,y L3
6EI
1z

91
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VIGA #2

Si se analiza de la misma manera el nodo lejano como se muestra en la siguiente figura.

Ar2
L2 \LE - ; Brz
E) | Mz - -~
[ VF2
S
Mr2
L

Figura 68. Viga No.2 (Analisis de la deformacion vertical). Fuente: EIl Autor.

261, Ap, 6El
My, = P L~3N2 + 0= 3T = _FAFZ
2EIf. Aps 6EI
Mg, = T[?‘JFZ + Opr— 3T = _FAFZ
Y M=o
6E1 6E]
_?AFZ _FAFZ + Ve L =0

Por lo que el cortante en el nodo lejano es igual a:

12E1
F2 = ? F2

El cortante en el nodo cercano se obtiene de la sumatoria de fuerzas:

12E1

Vg = Vg = _TAFZ

Al sustituir los valores obtenidos en la viga No.2, quedaria como se muestra a continuacion.
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Winz=—(1281 /3 1F2

P
A -

- — Vro=(1281 /L) Ar2

(
> Mh2=—(6El /12 )AF2

L

i

¥

Mr2=—(6El /12 ) \F2

Figura 69. Resultados de la viga No.2. Fuente: El Autor.

12EI7
L3
Vi 6EI
My| _| 12
Voo | =| 1261 |1F2]
Mg, L3
6EI
oz

VIGA #3

Ya que se han analizado los desplazamientos verticales entonces se hace el analisis de los

desplazamientos angulares, estos se ven representados por la viga 3, para el nodo cercano y la viga
4, para el nodo lejano.

ANz
Vi Vrz A3
onz A
- M 3 M o
L

Figura 70. Viga No.3 (Analisis de la deformacion angular). Fuente: El Autor.
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Como se observa en la anterior figura la viga 3, solo posee una deformacion, la cual es
angular y se encuentra en el nodo cercano, por lo que las ecuaciones quedaran de la siguiente

manera:

2EI _ N 4EI
MN3 == T[29N3 + dF3 - ?JT:I == T N3

2EI| 7510 2EI
Mgz = I L'de +0n3 — 3‘L‘J = T9N3

Para encontrar las reacciones cortantes se debe hacer sumatoria de momentos respecto a

cualquiera de los nodos, tal como se muestra a continuacion:

. Muz= (461/0003 M3 (281/0)05 <€
{ (9 )
v'*&—\ Vi

—

Figura 71. Viga No.3 (Equilibrio de momentos para encontrar el valor
del cortante en el nodo lejano). Fuente: El Autor.

ZM=O

4E] 2EI
T6N3 +T6N3 +VF3L =0

6E1
Vi = — L—2 Ons

El cortante en el nodo cercano se obtiene de la sumatoria de fuerzas:

6E1
Vnz = —Vpz = L—29N3

Al sustituir los valores obtenidos en la viga No.3, quedaria como se muestra a continuacion.
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Vivs=(6E1/1%)8n 3 V3= (5E1/.2) B s
M 3=(4£1 /0003 Mrs=(2E1/L) Bz
e )
L

Figura 72. Resultados de la viga No.3. Fuente: El Autor.

Si los resultados de la viga No.3, se transformaran en un modelo matricial entonces se

obtendria el siguiente modelo:

T 6FET 1

2
Vi AEI
Mys| _| L
VF3 - 6EI [0N3]
Mp3 L?

2EI

L

VIGA #4

De la misma manera que se analizé la viga No.3, se debera hacer con la viga No.4, tal y como

se presentan a continuacion:

VN4

A
Bna
M4

Figura 73. Viga No.4 (Anélisis de la deformacion angular). Fuente: EI Autor.



96

i AT
My, = [?JN4 + Op,4 57] =7 Ora
2EI A, 4E]
My == [200 00 - 324 =" 01,
S-
2E1 4FE]
—9N4 +—9N4 + VF4_L = 0
L L
6E1
Vi = _L_29F4

El cortante en el nodo cercano se obtiene de la sumatoria de fuerzas:

6E1
Ve = —Vps = Fgm

Al sustituir los valores obtenidos en la viga No.4, quedaria como se muestra a continuacion:

VN4=(6E1/12) 04 Vra=—(6C1/1%)BF4

Mn4=(2E1/L)8F 2 Mra=(at1/) 04

— 1 TA 62

e

B —

o

L —

Figura 74. Resultados de la viga No.4. Fuente: El Autor.



2.2.6.1. Ensamble de vigas

1 6E1 1

2
Via 2EI
Mys| _| L
VF4— - 6EI [8F4]
Mp, Nz

4E1

L

97

Para realizar el ensamble de la matriz deben sumarse todas las reacciones de cortante y

momento. La suma se acomodé de la siguiente manera con el proposito que quedara ordenado por

nodo, primero la deflexion vertical y segunda la deformacién angular.

Vn
My
Ve
Mg

Vs +
Mys +
Vpz +
Mgs +

V2 +
My, +
Viy +
Mg, +

V1 +
My, +
Ve +
Mgy +

La suma entonces daria como resultado el ensamble de las reacciones y deformaciones del

elemento sometido a flexion.

En donde la matriz de rigidez del elemento es:

12EI  6EI 12E1  6EI
3 1z Iz 1z
6EI  4EI 6El  2EI
12 L 12 L
12E  6EI 12EI  6EI
3 1z I3 Iz
6EI  2EI 6EI  4EI
12 L 12 L
12EI  6EI 12EI  6EI
3 12 13 Iz
6EI  AEI 6EI  2EI
12 L 12 L
12EI  6EI 12EI  6EI
I 7 R PR
6El  2EI 6EI  4AEI
12 L 12 L |
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2.2.7. Matriz de rigidez global de una viga sometida a flexion

El ensamble de la matriz de rigidez global se obtiene de la misma manera que se presentd
en la seccion 2.2.4. En la que se expreso que el ensamble ocurre al sumar las rigideces de cada

elemento.

K = k,El + k,EZ + k,ES + -+ k'En

La matriz de rigidez global tendré las dimensiones segun el nimero de desplazamientos de

toda la estructura.

La matriz de rigidez del elemento debera ser numerada de la siguiente forma:

12 6L —12 6L
[K]=EI| 6L 412 —6L 212

L3|-12 —6L 12 —6L
6L 212 —6L 42

Con este cambio en la numeracion podra entonces sumarse de manera préactica los elementos

de cada matriz que coincidan en el nimero de la deflexion de la columna y de la fila.

2.2.8. Ejemplo del desarrollo de una matriz de rigidez para una viga

A continuacion se resolvera por el método de rigidez la siguiente viga indeterminada la cual
fue resuelta por el método de doble integracion en el anexo 1 y por el método de pendiente-

deflexion en el anexo 2.

A modo de ejemplo las constantes de inercia y méodulo de elasticidad seran iguales a la
unidad. Para desarrollar el ejemplo se utilizaran una serie de pasos los cuales permitiran seguir una

secuencia ldgica, con el proposito que sea sencillo comprender el método.
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g=1T/m P=1T
T —
- i i
E = BI=1
Ra L1=5 rel L2=1| L3=1}.
‘ TRAMO #1 TRAMO #Z‘TRAMO #3

| | | |
Figura 75. Viga indeterminada. Fuente: El Autor.

Paso No. 1

Numerar la viga sin utilizar nodos falsos segun lo descrito en la seccion 2.2.1.1.
1

@

3

—
6

6 1] j5 2
) M)

¥

Figura 76. Numeracién de la viga indeterminada.
Fuente: El Autor.

Paso No.2

Desarrollar la matriz de rigidez por elemento.

D#,y D#oy D#pr Digr
12 6L —12 6L D#an
[K'#] =EI| 6L 412 —6L  2L*|D#y
13|-12 —6L 12 —6L|D#r
6L 212 —6L 4L2| D# g
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Matriz de rigidez del elemento 1.

D1py Dégy  D2f D5¢p
12 6(5) -12 6(5) 101,y
[K'1]= 1] 6(5) 4(5)2 —-6(5) 2(5)%|D6yy
53|-12  —6(5) 12 —6(5)| D2
L 6(5) 2052 —6(5)  4(5)2lD5,,
D1py D6gy  D2pr  D5gp
0,096 024 —0,096 0,24
[K'1]=| 024 08 —024 04
—0,096 —0,24 0,096 —0,24
024 04 —024 08
Ay B¢ A, 05
A 0,096 024 —0,096 0,24 1[A=0
Mg=o0|=| 024 08 -024 04 B¢
v, —0,096 —0,24 0,096 —0,24||A,=0
—M; 024 04 —024 08 05

FEM
5/2

+] 25/12

5/2
—25/12

Los momentos y cortantes que se colocaron en la matriz FEM, son debido a las reacciones

obtenidas por el elemento sometido a empotramiento, ver el Anexo 2.

4 5 °

g=1T/m

1T

|

@L’ - J

M6= q|_21f12 M’'5= -qli/12
I Vi= g2

’

M*5= PL/8

V2= qU?T t\/“2= P/2

r

M4= -PL/8

1 V3= P2

Figura 77. Reacciones de corte y momento en elementos empotrados. Fuente: El Autor.

A, 06 A, 05 FEM
v, 0,096 024 —0,096 0,241[0 5/2
0 |=]| 024 08 —024 04 [|6s|+] 25/12
v, -0,096 —024 0,096 —024||0 5/2
—M; 0,24 04 -024 08 [los] L-25/12
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Matriz de rigidez del elemento 2.

12 6(2) -12 6(2) 1
[K2]=1]6(2) 42 -6(2) 2(2)°

23[-12  —6(2) 12 -6(2)
l62 2022 -6  4(2)2

15 15 -15 15
[kK2l=|15 2 -15 1
-15 -15 15 -15
15 1 -15 2

FEM

V, 1,5 15 -15 157[4:=0 1/2
My |=|15 2 -15 1 6s |+| 1/4
Vs -15 -15 15 -15[|A3=0 1/2
M, =0 15 1 -15 2 6, -1/4

Los momentos y cortantes que se colocaron en la matriz FEM, son debido a las reacciones

obtenidas por el elemento sometido a empotramiento, ver la Figura 77.

Paso No.3

Ensamblar la matriz de rigidez global y la matriz total.

[K]=[K"1] + [K2]

A, 0, A, 0 A, 6 Ay 6,
0,096 024 —0096 02474, [15 15 -15 1514,
[K]1=[K1]+[K2]=| 024 08 —024 04 |6+|15 2 -15 1 |6s

—-0,096 —-0,24 0,096 —0,24|A4, -15 -15 1,5 -—1,5(A;
0,24 0,4 -0,24 0,8 165 1,5 1 -15 2 16,
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Al A2 A3 84 65 06

009% -00% 0 0 024 024 |al
0,09 159 -15 15 126 -024 |A2
[ K] = o -5 15 ~-15 -15 0  |A3
o 15 -5 2 1 0 |oa
024 12 -15 1 28 04 |65
| 024 024 0 0 04 08 |66
Al A2 A3 04 05 06
V1=Ra 0,096 -0,096 0 0 0,24 0,24 0 2,5
V2 =Rb -0,096 1,596 -1,5 1,5 1,26 -0,24 0 3
V3 =Rc _ 0 -1,5 1,5 -1,5 -1,5 0 0 + 0,5
M4 =0 - 0 1,5 -1,5 2 1 0 04 -0,25
0 = M5-M5 0,24 1,26 -1,5 1 2,8 0,4 05 -1,8333
M6 =0 0,24 -0,24 0 0 0,4 0,8 06 2,08333

El momento en M5, da como resultado el valor de cero debido a que en ese punto el momento

no es mas que un valor relativo, ya que al hacer la sumatoria de momentos debe de ser igual a cero.

0 =- M5+M5

[K'1] [K"2]

M6 - M5 M5 N/m

Figura 78. Diagrama de momentos de la viga indeterminada. Fuente: EI Autor.

Paso No.4

Reducir la matriz total y resolver para las deflexiones.

D#1 D#2 D#3 D#4 D#7 D#8
Ra 0,096 -0,096 0 0 0,24 0,24 0 2,5
Rb -0,096 1,596 -1,5 15 1,26 -0,24 0 3
Rc _ 0 -1,5 1,5 -1,5 -1,5 0 0 0,5
0 - 0 1,5 -1,5 2 1 0 04 + -0,25
0 0,24 1,26 -1,5 1 2,8 0,4 65 -1,8333

0 0,24 -0,24 0 0 0,4 0,8 06 2,08333
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Matriz reducida.

04 —0,25
l [1 2,8 04 Os| + —1,8333]
0 04 08lL6¢ 2,0833

Despejando para las deflexiones.
0,25
I1,8333l [1 2,8 04” l
-2,08331 o 04 08

0,25
| l [1 2,8 04] [18333]
0 04 08 2,0833

Obteniendo la matriz inversa y resolviendo la multiplicacion de matrices.

05| =1-0,23809 0,47619 —0,2380952|| 1,8333 1,309523

[94l [0,61904 —0,23809 0,11904 H 0,25 l [—0,52976]
B¢ 0,11904 —0,23809 1,36904 —2,0833 —3,258928

Paso No.5

Sustituir las deflexiones obtenidas para calcular las reacciones en los apoyos.

Al A2 A3 04 65 66

0,096 -0,096 0 0 0,24 0,24 0 2,5 2,03214
-0,096 1,596 -1,5 1,5 1,26 -0,24 0 3 4,6375
_ 0 -5 15  -15  -15 0 0 0,5 _ | -0,66964
- 0 15  -15 2 1 0 -0,5298 + -0,25 - 0
024 1,26 -15 1 28 04 1,30952 -1,8333 0
| 024 -024 0O 0 04 08 || -3,2589 | | 2,0833 | . o |
Paso No.6

Calcular el valor del momento M5.

A 0, A, 05 FEM
2,03214 0,096 024 —0,096 0,24 0 5/2
0 =] 024 08 —024 04 [[-3,258928(+ | 25/12
4,6375 —-0,096 —0,24 0,096 —0,24 0 5/2
—Ms 0,24 04 —024 08 [[1,309523 —25/12

25
—M; = 0,24(0) + 0,4(—3,258928) + (—0,24)(0) + 0,8(1,309523) + 0,4(—3,258928) — v
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M = 2,33928

Los resultados son los siguientes.

[Ra] 1203214
| Rb 4,6375
| Re | _|-0,66964]
IMal=1 o |
llMS 233928J|
M6
AqT 0
) [ o ]
[As] 0 |
|6,]~ |-0,5298|
6s| | 13095 |
lo,] 132580l

Estos resultados pueden ser comprados con los obtenidos en los anexos 1y 2. Para verificar

como se analizaria la viga indeterminada con nodo falso como el analizado en la seccién 1.3.4.1.

se sugiere revisar el anexo 3.

2.2.9. Matriz de rigidez de un marco sometido a flexion

Los marcos son elementos estructurales que funcionan como elementos sometidos a flexion

y a tension. Por lo que para analizar un elemento este debe ser afectado por la matriz de rigidez

tanto de un elemento sometido a flexion como el de un elemento sometido a tension.

En la figura 64, se mostr6 un elemento sometido a flexion y en la figura 55 se mostr6é un

elemento sometido a tensién en el eje axial, si ambos elementos se unieran se como se muestra a

continuacidn, entonces también se deben de sumar las deformaciones, la rigidez y las cargas que

provocan esas deformaciones.

G Vi Ve
eNf M 1 Mre. éN TMN 1 MF;t\
‘ [Tl

T
= a— Tt D
— k““——-i_ - 8 &n

Figura 79. Elemento sometido a flexion y tension. Fuente: EI Autor.
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Sistema matricial del elemento sometido a flexion.

12E1  6EI 12E1  6EI
" 3 2 I3 2
MN 6El  4EI 6EI  2EI |[Ay
=l E L 12 L ||~
MF 12EI  6EI  12EI  6EI||Ag
T T T3 T |les
6EI  2EI 6EI  4EI
12 L 12 L

Sistema matricial del elemento sometido a tension.

TN]_£[1 —1][6N]
Tel L -1 1116

Sistema matricial del elemento sometido a tension y flexion.

Sy Ay Oy 5 A eF
Ty [AE/L 0 0 —AE/L 0 1761
\w| | o 12y emyz 0 —12E1/1 6EI/L2 [l |
|M, | = I 0 6EI/I2  4EI/L 0  —6EI/I2 —4EI/L || oy |
|72 | |—AE/L 0 0 AE/L 0 0 e |
[vel | o  —12E1/13% —6EI/I12 0  12EI/I*  6EI/I? I|AF|
178 I 6EI/I2  2EI/L 0 6e1/12  —2£1/1 )16

El sistema matricial mostrado anteriormente se usa cuando se busca obtener las reacciones
de tension sobre una viga horizontal, pero ya que los marcos tienen sistemas coordenados asi como
el mostrado en la figura 53, entonces debe tomarse en consideracion las coordenadas para el analisis

global de la estructura tal y como se hizo en la seccién 2.2.3.
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Q”( ?* (Q:"CD
o W LX)
K
-
O,
.‘_:“ \ : )
o 1 a)
. y
R W
g2 - />
e
N 7
P
Bl C, "
- X
o c‘0$ c)

Figura 80. Coordenadas globales del elemento sometido a tension y
flexién a) Conjunto b) Reacciones c) Desplazamiento. Fuente: El Autor.

Como se observa en la figura anterior cada una de las cargas y deformaciones tiene una
componente total de deformaciones y de carga, por lo que a continuacion se armara la matriz de

deformacion global y posterior a ella se armaré la matriz de carga global.
Matriz global de deformaciones.
La deformacién axial del nodo cercano se descompone en dos deformaciones totales.
8y = Dyx(cos(8,))
Oy = DNy(cos(Gy))
Sy = Dy, (cos(6,)) + DNy(cos(By))

La deformacion en el nodo cercano debida al cortante generado por el momento flector se

descompone en dos deformaciones totales.



107

Ay= _DNx(COS(gy))
Ay= Dyy(cos(6y))
Ay= —DNx(cos(Hy)) + Dy, (cos(6,))
La deformacién angular del nodo cercano es la misma tanto inicial como total.
Oy = Dy,
La deformacion axial del nodo lejano se descompone en dos deformaciones totales.
8 = Dpx(cos(6,))
O = DFy(cos(Gy))
6p = Dpy(cos(6,)) + Dpy(cos(ey))

La deformacion en el nodo lejano debida al cortante generado por el momento flector se

descompone en dos deformaciones totales.
Ap= _DFx(COS(Gy))
Ap= D, (cos(6,))

Ap= —DFx(cos(Hy)) + Dpy(cos(6,))

La deformacién angular del nodo lejano es la misma tanto inicial como total.
0r = D,

Se utilizard el valor de lambda para abreviar el valor de coseno, al convertirse en

coordenadas.
Y, Y, Y, Y,
Ay = cos(6,) = z 1 =2 1
V(2 =YD+ (X, — X,)? L
X, —X X, —X
Ax = cos(6,) = — 271

V2 = Y)2 + (X, — X;)? T

Al ensamblar la matriz direccional de las deformaciones se obtiene lo siguiente
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[Ov] [ 4y 0 0O 0 0 [Dnx]
[Av]| |-y Ax 0 0 0 Of|Pny|
6] | 0 0o 1 o o ol|lDn]|
6171 0o 0 0o ax Ay ol|De
[AFJ lo o o -y Ax 0] Dp,y
o] Lo o 0o o o 1lp,l

De la misma manera que se armé la matriz direccional o matriz global de las deformaciones

es posible armar la matriz direccional o matriz global de las cargas.
Matriz global de cargas.
Los cortantes debidos a la carga axial en el nodo cercano.
Vx = Ty(cos(6,))
Vny = TN(cos(By))
Los cortantes debidos al momento flector en el nodo cercano.
Vi = —Vi(cos(6y))
Vivy = Vy(cos(6,))
Vynx = Ty(cos(6,)) — Vy (cos(Qy))
Viy = Tn(cos(8y)) + Vi (cos(6,))
El momento flector total del nodo cercano es el mismo que el momento inicial.
My, = My
Los cortantes debidos a la carga axial en el nodo lejano.
Vix = Tr(cos(6y))
Vey = Tp(cos(Hy))
Los cortantes debidos al momento flector en el nodo lejano.
Vix = —Vz(cos(6,))

Vry = Vp(cos(6y))
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Vix = Tr(cos(6,)) — Ve (cos(8,))
Vey = TF(Cos(Hy)) + Vi (cos(6,))
El momento flector total del nodo cercano es el mismo que el momento lejano.
My, = My

Se utilizard el valor de lambda para abreviar el valor de coseno, al convertirse en

coordenadas.
Y, Y, Y, =Y,
Ay = cos(8,) = 21 -2 _1
\/(Yz =Y+ (X; — Xp)? L
X,—X X, — X
Ax = cos(6,) = 2 L =2 L

JOG -1+ (X, — X2 L

Al ensamblar la matriz direccional de las cargas se obtiene lo siguiente:

Vivx [Ax 4y 0 0 0 0]y
[Vwy| |-2y 2x 0 0 0 OfVn]|
[My.| _| 0 0o 1 0o o0 oMyl
[Vee [Tl 0 0 0 ax ay ol| 7]
vyl 10 0 0 -1y ax o|[VFJ
.l Lo o 0 o o 1lm

Con las matrices direccionales entonces es posible ensamblar la matriz global haciendo el

siguiente procedimiento:

El sistema matricial local es el que nos servira para ensamblar el sistema matricial global del

elemento.

(Tuq [ AE/L 0 0 —AE/L 0 [5 .
|ve| | 0 12B1%  eEZ 0 —12EI/L 6E1 /12|

My| | o 6EI/I2  4EI/L 0  —6EI/I2 —4EI LI o

=|

| T |~ | —AE/L 0 0 AE/L 0 0 |I5FI
el | o —12EI/1? —6EI/L? 0 12EI1/13  6EI/L? ||Ar
| M,

Ml [ 6EI/I2  2EI/L 0 6E1/12  —2E1/L |L6s
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Inicialmente debe ensamblarse la matriz direccional de las deformaciones en el sistema local.

Sy
o
| O
| 85
| A
Lo,
[T [ AE/L
|lw| | ©
IMy|_| o
| 7w |~ |—AE/L
IVFJ [ o
Ml o
[T [ AE/L 0 0
| | © 12EI/L®  6EI/L?
| My | I 0 6EI/I2  4EI/L
| 7 | = |—4E/L 0 0
el | o —12EI/1® —6EI/IL?
L] | o 6EI/L>  2EI/L

1] [ &y 0 0 0 0 [Dnx]
| |-y 2x 0 0 0 0f|Dny]
[_lo o 1 o o0 o|lDw
[T o 0 0 Ax Ay 0l| Drx
L'lo o 0 —ay i JIDFyI
IF'lto o 0o o o 4,

0 0 —AE/L 0
12EI/I*  6EI/I* 0  —12EI/L3
6EI/L?  4EI/L 0 —6EI/L?

0 0 AE/L 0
—12EI/L® —6EI/I?> 0 12EI/13
6EI/L2  2EI/L 0 6EI/L>
—AE/L 0 0 i 2x
0 —12EI/L* —6EI/L*||—3y 2x
0 —6EI/I? —4E1/L|| 0 o0
AE/L 0 o jlo o
0 12EI/L3  6EI/L? lo o
0 6EI/L? —2EI/LJl 0 0

S O Ok OO

o lov]
6EI/L2||AN|
—4EI/L ||9N
0
6EI /L I|AF
—261/1 1165

I
v |
|
|

O‘I[DNx-l
0| Py |
OllDNzl
/1}1 OllDFxl

|
1J lgFZJ

Posteriormente debe ensamblarse la matriz direccional de las cargas en el sistema anterior.

(Tu] [ AE/L 0 0 —AE/L 0 0 [ Ax
(V| | 0 12EI/L®  6EI/L? 0 —12EI/L* —6EI/L*||-}y ix
|MN|_| 0 6EI/L>  4EI/L 0 —6EI/L?  —4EI/L 1| 0
| 70 | ™ |-AE/L 0 0 AE/L 0 o o
|lVFj| | o  —12E1/13 —6EI/I? 0 12EI/1®  6EI/I? I|l 0
Mel | g 6EI/I2  2EI/L 0 6e1/12  —2E1/L1L 0
[Vax] [4x 2y 0 0 0 O[Ty
[y | |-y 2x 0 0 0 OfVy|
My _| 0 o 1 o o oMyl
| Viex | 0 0 0 Ax Ay 0|ITFI
[pr |0 00 -1y K 0J|VF|
My, o 00 o o ulml
Vax] [ 2y 0 0 0 0][AE/L 0 0 —AE/L 0 0 ][/lx
Vay| |1y ax 0 0 o0 ofl 0 12EI/I3  6EI/I? 0 —12EI/13 —6EI/I?||_}y
Mu|_|o 01 o o 0| 0 6EIJI2  4EI/L 0 —6EI/I? —4-EI/L| 0
Vrx 0 0 0 Ax Ay Ol||-AE/L 0 0 AE/L 0 0
V| 10 0 0 -y 2 0|[ 0  —12EI/I* —6EI/I* 0 12E1/13 6E1/L2J| 0
el Lo 00 o o 1l o 6EI/I*  2EI/L 0 6EI/I*  —2EI/L Lo

Ay

0

0
0
0

oo
=<

oo oo

[=NelNel e N

0 0 0] [Dnx]

0 0 OfDPwy|

0 0 o0||lDy|

Ax Ay 0l|Dpl

-y Ax 0I Dry

o o 1llp,,
0 0 0 O07[Dnx
0 0 0 0 [DNy]
1 0 0 0|lDn
0 Ax Ay OllDpx
0 —-dy Ax OllDFyl
o o o ulo,l
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Al resolver la matriz anterior se obtiene la matriz global de un elemento sometido a tension

y flexion.
r(AE , 12EI _, AE  12EI 6EI AE , 12EI _, AE  12EI 6EI r

we| [(Tatema’)  (T-F) )y ~(Tadma?) (T )ah (F57)m][Prem
AE  12E] AE ~, 12EI , 6E1 AE  12E] AE _, 12EI _, 6E1

wl| | G- (Tra) (e (T (T a0 ()5 |[phaw
6E] 6E1 4E1 6E1 6E] 2E1

=] A ()~ (%) () ~()n () |[p#one
AE , 12EI , AE  12EI 6EI AE ~, 12EI _, AE  12EI 6EI

Vi S(Taeat) (T )y (Tt (o)A (T |
AE  12EI AE , 12EI , 6E1 AE 12El AE ~, 12EI , 6E1

v (T (T ) (A (T (T (T Détar,
Fy 6E1 1 6E1 1 2E1 6E1 1 6E] 1 (4EI

M, (-7)» (%)% () (&) - ()~ 7)ot

r (AE , 12EI , AE 12EI 6EI AE , 12EI AE 12EI 6E1 ]
(Tri+Y) (T (B (T ) -(T-T)wy ()b
AE 12EI AE , 12EI , 6EI AE  12EI AE , 12E1  , 6E1
(T ) (Tatat) (F)x (T (T a) ()~

6E1 6EI 4E1 6E1 6EI 2E1
(~)» () (T) ()% ()& (%)

AE , 12EI AE 12EI 6EI AE , 12EI AE 12EI 6E]
S(TrirEat) (T (F)a (Tt (T ()

AE 12EI AE , 12EI 6E1 AE 12EI AE , 12EI , 6EI
(T (T Ea) (e (Do) (TAEA) ()

6E1 6EI 2EI 6E1 6EI 4E]
(-7)» ()~ (%) () () (%)

2.2.10. Ejemplo del desarrollo de un marco de un nivel con cargas gravitacionales.

En la seccion anterior se desarroll6 la matriz global del elemento pero en esta seccion se

explicarad como se arma la matriz global de la estructura.

A continuacion se presentara una estructura tipo marco.
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g=0.5Tm
Columnas Viga e
EIlv=320 T-m2
03 0.2 EAV=27000 T c
- < @)
[ ] S Elec=202,5 T-m2 Ele=202,5 T-m2 =)
T — EAc=24000 T EAc=24000 T ™
o«
21 E=300000 T/M2 — —
4.00 m
|

Figura 81. Elemento tipo marco sometido a cargas
gravitacionales. Fuente: EI Autor.

Al elemento estructural tipo marco se le deberan encontrar los momentos, cortantes y

desplazamientos en cada nodo.

Por lo que para resolverlo se seguira una serie de pasos.

Paso No.1
Numerar el marco sin utilizar nodos falsos segun lo descrito en la seccién 2.2.1.1.

9 11
—_—=
4’7 2 478
fem——i % 12
@ 3)
— w
1 4
43 6
3

Figura 82. Marco numerado sin nodos falsos. Fuente: EI Autor.



Paso No.2

Establecer las coordenadas de la estructura.

TesEY
Zrrry
a M2=1(0,3) Mi=1(4, 3)
21
11
aml M1 = (0, 0) Md=(4 00 EJEX
Om ‘Ilm 2Im :I-;rn 4m f:m
Figura 83. Coordenadas de la estructura. Fuente: El Autor.
Paso No.3
Desarrollar la matriz de rigidez por elemento.
D# ppsx D#any Di#gy, D ppy D#apy Di# g,
(Fr o0 (F (o (o) —(F T (B
(- (i) (e (-2 (i) ()
wn=| () () (7) () » - (T) (7)
(a2 (N (R () (N (E)a
(E- T () (P G G (P
(-%)» () () () » - () (7)

D# vy
D# any
Do,
D# ppx

D#ary

1 D#gp,

113
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q=05T/m
e | -
umw: qLr12 M'12=-qli-"12kf
1 Vo= qLi2 V= ali2 S
o
o
™
- e
4.00 m
Figura 84. Reacciones (FEM) debidas a las cargas en los empotramientos. Fuente: EI Autor.
Matriz de rigidez del elemento 1.
Y, - Y, ,-Y, 3-0
Ay = 2 1 _12 1_ -1
VO =Y)? + (X, — X;)? L 3
X2 - Xl X2 - Xl 0 - 0
x = = = = 0
Vo = Y1)? + (X, — X;)? L 3
ELEMENTO 1
Deflexién |No. Coordenadas D2ANx D1ANy D36Nz D10AFx D9 AFy D 7 6Fz
DANX 2|Nodo Nx 0 90 0 -135 -90 0 -135
DANy 1|Nodo Ny 0 0 8000 0 0 -8000 0
D6Nz 3|Nodo Fx 0 1 _ -135 0 270 135 0 135
DAFx 10|Nodo Fy 3 - -90 0 135 90 0 135
DAFy 9|Longitud 3 0 -8000 0 0 8000 0
D6Fz 7|Ax 0 -135 0 135 135 0 270
El 202,5|Ay 1
AE 24000
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vk | [ 90 0 -135 -90 0 135 [ b2anx ] [ o
V1'Ny 0 8000 0 0 -8000 0 D 1 ANy 0
M3'Nz B 135 0 270 135 0 135 D 3 6Nz 0
V10'Fx B -90 0 135 90 0 135 D 10 AFx + 0
V9'Fy 0 -8000 0 0 8000 0 D 9 AFy 0

| M7Fz | | 35 0 135 135 0 270 | ob7erz | | o

Los momentos y cortantes que se colocaron en la matriz FEM, son debido a las reacciones

obtenidas por el elemento sometido a empotramiento tal y como se mostré en la figura 84.

Matriz de rigidez del elemento 2.

ELEMENTO 2

Deflexién |No. Coordenadas D10 ANx D9 ANy D 76Nz D12 AFx D 11 AFy D 8 6Fz

DANX 10{Nodo Nx 0 6750 0 0 -6750 0 0

DANy 9(Nodo Ny 3 0 60 120 0 -60 120

DONz 7[Nodo Fx 4 K 2 _ 0 120 320 0 -120 160

DAFx 12|Nodo Fy 3 - -6750 0 0 6750 0 0

DAFy 11|Longitud 4 0 -60 -120 0 60 -120

DOFz 8|Ax 1 0 120 160 0 -120 320

El 320|A\y 0

AE 27000
V10"'Nx 6750 0 0 -6750 0 0 D 10 ANx 0
V9”Ny 0 60 120 0 -60 120 D 9 ANy 1
M7"Nz _ 0 120 320 0 -120 160 D 7 6Nz 0.667
V12°Fx - -6750 0 0 6750 0 0 D 12 AFx 0
V11'Fy 0 -60 -120 0 60 -120 D 11 AFy 1
M8'Fz 0 120 160 0 -120 320 D 8 6Fz -0.667
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Matriz de rigidez del elemento 3.

~ D12 ANx D11 ANy D 86Nz

ELEMENTO 3
Deflexién [No. Coordenadas
DANx 12(Nodo Nx 4
DANy 11{Nodo Ny 3
DNz 8|Nodo Fx 4 |: K3 :| —
DAFx 5(Nodo Fy 0
DAFy 4|Longitud 3
D6Fz 6[Ax 0
El 202,5|Ay -1
AE 24000
- _ D 12 ANx D 11 ANy D 8 6Nz D 5 AFx
V12”Nx 90 0 135 -90
V11”Ny 0 8000 0 0
M8"“Nz _ 135 0 270 -135
V5Fx B -90 0 -135 90
V4'Fy 0 -8000 0 0
| M6Fz L 135 0 135 -135
Paso No.4

Desarrollar la matriz global de la estructura.

D 1Ay D 2 Ax

8000 0
0 90
0 -135
0 0
0 0
0 0
0 -135
0 0

-8000 0
0 -90
0 0

0 0

D36z
0
-135
270
0

0
0
135

0
0
135
0
0

90
0
135
-90
0
135

D 4 AFy

-8000

8000

0 135
8000 0

0 270

0 -135

-8000 0

0 135

D 6 6Fz
135

135
-135

270

[K] = [k'1] + [k'2] + [k"3]

D 4 Ay
0
0
0

8000

O O ©oo

0
-8000
0

D 5 Ax
0
0
0
0
90
-135

-135

0
-90

D76z

-135
135

o

590
160
120
135
-120

D86z D9 Ay
0 -8000
0 0
0 0
0 0

-135 0

135 0

160 120

590 120

120 8060
0 0

-120 -60
135 0

D 5 AFx D 4 Ary
-90 0
0 -8000
-135 0
90 0
0 8000
-135 0
D 12 ANx
D 11 ANy
D 8 6Nz
D 5 AFx +
D 4 AFy
D 6 6Fz ]
D 10 Ax D 11 Ay
0 0
-90 0
135 0
0 -8000
0 0
0 0
135 -120
0 -120
0 -60
6840 0
0 8060
-6750 0

D66Fz

135
0
135

-135

0
270

FEM

o O O o o o

D 12 Ax
0
0
0
0

-90
135
0

135
0
-6750
0
6840




117

FEM
wi | [ 8ooo 0 0 0 0 0 0 0 -8000 0 0 o || biay=0 | 0
Vx2 0 90 -135 0 0 0 -135 0 0 -90 0 0 D2Ax =0 0
Mz3 0 -135 270 0 0 0 135 0 0 135 0 0 D36z=0 0
Vy4 0 0 0 8000 0 0 0 0 0 0 8000 0 D4Ay=0 0
Vx5 0 0 0 0 90 -135 0 -135 0 0 0 -90 D5Ax =0 0
Mz6 _ 0 0 0 0 -135 270 0 135 0 0 0 135 D66z =0 0
Mz7 =0 - 0 -135 135 0 0 0 590 160 120 135 -120 0 D76z + 0.667
Mz8 =0 0 0 0 0 -135 135 160 590 120 0 -120 135 D86z -0.667
Vy9=0 -8000 0 0 0 0 0 120 120 8060 0 -60 0 D9Ay 1
Vx10=0 0 -90 135 0 0 0 135 0 0 6840 0 -6750 D10Ax 0
Vyl1=0 0 0 0 -8000 0 0 -120 -120 -60 0 8060 0 D114y 1
| vx12=0_ | [ 0O 0 0 0 -90 135 0 135 0 6750 0 6840 | pb12ax | | O
Paso No.5
Reducir la matriz global y resolver para las deflexiones.
_ - o o - FEM
Vyl 8000 0 0 0 0 0 0 8000 0 0 0 D1Ay=0 0
Vx2 0 90 -135 0 0 0 -135 0 0 -90 0 0 D2Ax=0 0
Mz3 0 -135 270 0 0 0 135 0 0 135 0 0 D36z=0 0
Vy4 0 0 8000 0 0 0 0 0 0 -8000 0 D4Ay =0 0
Vx5 0 0 0 90 -135 0 -135 0 0 0 -90 D5Ax=0 0
Mz6 _ 0 0 0 -135 270 0 135 0 0 0 135 D66z =0 0
Mz7 =0 B 0 -135 135 0 0 0 590 160 120 135 -120 0 D76z + 0.667
Mz8 =0 0 0 0 -135 135 160 590 120 0 -120 135 D86z -0.667
Vy9=0 -8000 0 0 0 0 120 120 8060 0 -60 0 D9Ay 1
Vx10=0 0 -90 135 0 0 0 135 0 0 6840 0 -6750 D10Ax 0
Vy11=0 0 0 -8000 0 0 -120 -120 -60 0 8060 0 D11Ay 1
7Vx12:07 L 0 0 0 -90 135 0 135 0 6750 0 6840 N D12Ax ] L 0 ]
Despejando y obteniendo la matriz inversa.
[ Mz7=0 | [ 590 160 120 135 120 o | D76z [ 0.66666667 |
Mz8 =0 160 590 120 0 -120 135 D86z -0.6666667
Vy9 =0 | 120 120 8060 0 -60 0 D9Ay + 1
Vx10=0 - 135 0 0 6840 0 -6750 D10Ax 0
Vyll1=0 -120 -120 -60 0 8060 0 D11Ay 1
L Vx12 =0 1L 0 135 0 -6750 0 6840 B D12Ax L 0 ]
D76z 0.002092 -0.000241 -0.000027 -0.001399 0.000027 -0.001376 -0.66667
D86z -0.000241 0.002092 -0.000027 -0.001376 0.000027 -0.001399 0.666667
D9AY _| -0.000027 -0.000027 0.000125 0.000041 0.000000 0.000041 -1
D10Ax |~| -0.001399 -0.001376 0.000041 0.007674 -0.000041 0.007600 0
D11Ay 0.000027 0.000027 0.000000 -0.000041 0.000125 -0.000041 -1
| D12Ax | | -0.001376 -0.001399 0.000041 0.007600 -0.000041 0.007674 || 0 |
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Vyl
Vx2
Mz3
Vy4
Vx5
Mz6
Mz7 =0
Mz8=0
Vy9=0
Vx10=0
Vy11=0

| vx12=0_|

Multiplicando se obtienen los siguientes resultados en metros.

D76z

D86z

D9AY
D10Ax
D11Ay
D12Ax

Paso No.6

0.002092
-0.000241
-0.000027
-0.001399

0.000027
| _-0.001376

-0.000241
0.002092
-0.000027
-0.001376

0.000027
-0.001399

-0.000027 -0.001399
-0.000027 -0.001376
0.000125 0.000041
0.000041 0.007674

0.000000 -0.000041
0.000041 0.007600

0.000027
0.000027
0.000000
-0.000041

0.000125
-0.000041

Obtener las reacciones en los empotramientos.

-135

270

0 0
0 0
0 0
8000 0
0 90
0 -135
0 0
0 -135
0 0
0 0
-8000 0
0 -90

o O o

-135
270

135

o

135

Vyl
Vx2
Mz3
Vy4
Vx5
Mz6
Mz7 =0
Mz8 =0
Vy9=0
Vx10=0
Vy1ll=0
Vx12 =0

-135
135

o

590
160
120
135
-120

o O o

-135
135
160
590
120

-120
135

-0.001376
-0.001399
0.000041
0.007600
-0.000041
0.007674 |

-8000 0

1.00000

0.20857

-0.20787

1.00000

-0.20857

0.20787
0

o O O o o

-0.66667
0.666667
-1
0
-1
O —_—
0 0
0 0
0 0
-8000 0
0 -90
0 135
-120 0
-120 135
-60 0
0 6750
8060 0
0 6840

-0.001555
0.0015552
-0.000125
0.0000154

-0.0001250

_| __-0.000015 _|

O O O o oo

-0.001555
0.001555
-0.000125
0.000015
-0.000125

| -0.0000154 |

o O O o o

0.667

-0.667

1.000
0.000
1.000
0.000




Paso No.7

ey,

Figura 85. Presentacion de los resultados en los empotramientos

a) Numeracion de la estructura b) Resultados. Fuente: El Autor.

Obtener los momentos relativos en los nodos que no se encuentran empotrados.

4
{ﬂ% 2 {;\q =5
- ) w0
a)
9 11
\ Iy .
B ?
. c
—=10 i} 3212
1,00T 1,00T
11-0,20787T-m 110,20787T-m
Lf;\bpo;zosa S 3= 02085 T
b)
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Para ello se usara la matriz del elemento 2, y en ella se sustituyen los resultados de las

deflexiones que se obtuvieron en el paso anterior.

V10"’ Nx 6750
V9’ Ny 0
M7°Nz | _ 0
VI2'Fx | -6750
V11'Fy 0
M8'Fz 0

0
120
320

-120
160

0

-120

60

-120

120
160

-120
320

0,000015

-0,000125
-0,001555
-0,000015
-0,000125

0,001555

0,208567
1,000000
0,417829

-0,208567

1,000000

-0,417829
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1,00T 1,007
04178T-m i —O,41?8T—m
¢ 0,2085T :<> v -(,2085T
1,00T 1,00T
N h
110,20787T-m 110,20787T-m
™ 5-.0,2085T ™ = (0,2085T

Figura 86. Presentacion de los resultados relativos al elemento 2 en los nodos 2
y 3. Fuente: El Autor.

Al comparar los resultados con un programa de analisis estructural se comprueba que

efectivamente son los mismos resultados.

0.500 tiim

PHTHTLTEI LD DU LD LD LTI LT

Figura 87. Marco dibujado en el programa de
analisis estructural. Fuente: El Autor.



0.500 tfim 121

WL TLL DL TDE LT LLL DL

™ ™
< <

1.00 -1.00

| -1.
T 4—?
D21 tf j 021 1f
0.20 tfm 0.20 tfm

1.00tf
1.00tf

a)

RARNA RN AR AR RRRRRRRRRRRRRN
- “I{béjo.?zo tim 0; tfg%.zo tim
: ) :

Figura 88. Resultados arrojados por el programa a) Axial, b) Cortante.
Fuente: El Autor.
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0.41

0.300 tfim

=

SSNRRRRRRRRRR!

TTTTTTTTTITIITU

L
0.211f dﬂ//
0.20 ffm

1.00tf

[a]
[Te]

o

a)

0.500 tfim

0,20

‘TW
0.211f
0.20 tim

1.00 tf

LLHTTTLLE TELEEL T LELT L

L
0.211f j
0.20 tfm

b) Deflexiones.

1.001F

b)

—r
D211f
0.20 tfm

Figura 89. Resultados arrojados por el programa a) Diagrama de momento,
Fuente: El Autor.
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2.2.11. Ejemplo del desarrollo de un marco de dos niveles con desplazamiento lateral

En la seccién anterior se desarrollé un marco de un nivel con cargas verticales pero en esta

seccion se explicara cdmo se desarrolla un marco de dos niveles con cargas laterales y se

comprobaran los resultados con un programa de analisis estructural.

1,00 T ———
Elv=320 T-m2
EAv=27000 T
£
_ Q
Elc=202.5 T-m2 Elc=202,5 T-m2 =
EAC=24000 T EAc=24000 T o3
Columnas Viga
0,74T —» — 0.3 02
Elv=320 T-m2 B <
EAV=27000 T D
= 10 3l
o
Elc=2025 T-m2 Elc=202,5 T-m2 o i
EAc=24000 T EAc=24000T S e E=300000 T/m2
- e
4.00m

Figura 90. Elemento tipo marco sometido a cargas
laterales. Fuente: El Autor.

Al elemento estructural tipo marco se le deberan encontrar los momentos, cortantes y
desplazamientos en cada nodo.

Por lo que para resolverlo se seguira una serie de pasos.

Paso No.1
Numerar el marco sin utilizar nodos falsos segun lo descrito en la seccion 2.2.1.1.
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10 13
—_—
12 3 =15
——=11 14
@ @
>
o
7 il
—
1|9 6 44|18
s 8 ——==17
@ ®
= o,
1 4
+3 5 +6 5
- =E
© ®
Figura 91. Marco rotulado sin nodos falsos.
Fuente: El Autor.
Paso No.2
Establecer las coordenadas de la estructura.
Tesey
7
. M3 =0, 6) M4 =14, 6)
S
4
22003 MG =4, 3)
21
1
gl M1 =1(0,0) ME= (4, 0) EJEX
Om 1Im Z:m E;m 4m 5|m Blm

Figura 92. Coordenadas del marco de dos niveles.
Fuente: El Autor.
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Paso No.3

Desarrollar la matriz de rigidez por elemento.

AE _, 12EI , AE  12EI 6EI AE _, 12EI , AE  12EI 6EI\ 1
(T mv) (T )y ~(Tar ) (T (3)w
AE  12EI AE _, 12EI _, 6E1 AE  12EI AE , 12EI _, 6EI
(T-)an  (Tatrad) (@) (T —(Triead) ()
6E1 6E1 4E1 6E1 6E1 2EI
k'#] = () () ) () () ()
AE , 12EI _, AE  12EI 6El AE _, 12EI , AE  12EI 6EI
~(Trirma) (T (v (Tt (T (e
AE  12EI AE _, 12EI _, 6E1 AE 12EI AE _, 12EI _, 6E1
(T (T at) (e (Do) (Tatrat) ()
6E1 6E1 2E1 6E1 6E1 4E]
() () () () () (o) |
Matriz de rigidez del elemento 1.
A Yz - Yl Y2 - Yl 3 - 0 1
y = = = =
V¥ = Y)? + (X, — X;)? L 3
e X, — X, _Xz—Xl_O—O_O
V2 =YD+ (X, — X,)? L 3
ELEMENTO 1
Deflexion |No. Coordenadas D 2 ANx D 1 ANy D 3 6Nz D 8 AFx D 7 AFy D 9 6Fz
DANXx 2 Nodo Nx 0 90 0 -135 -90 0 -135
DANy 1 Nodo Ny 0 0 8000 0 0 -8000 0
DONz 3 Nodo Fx 0 K1 _ -135 0 270 135 0 135
DAFx 8 Nodo Fy 3 - -90 0 135 90 0 135
DAFy 7 Longitud 3 0 -8000 0 0 8000 0
DOFz 9 Ax 0 -135 0 135 135 0 270
El 202,5 [Ay 1
AE 24000

Los momentos y cortantes que se colocaron en la matriz FEM son debido a las reacciones

obtenidas por el elemento sometido a empotramiento.
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V 2 Nx
V 1Ny
M3 Nz
V 8 Fx
V7Fy
M9 Fz

1,00T 4)-@6

3.00m

074T — 3 i

4.00m

3.00m

Figura 93. Reacciones (FEM) debidas a las
cargas en los empotramientos. Fuente: El Autor.

90 0

0 8000
-135 0
-90 0

0 -8000
-135 0

Matriz de rigidez del elemento 2.

ELEMENTO 2
Deflexién |No. Coordenadas
DANX 8 Nodo Nx 0
DANy 7 Nodo Ny 3
DONz 9 Nodo Fx 0
DAFx 11 Nodo Fy 6
DAFy 10 Longitud 3
DOFz 12 Ax 0
El 202,5 Ay 1
AE 24000
V 8 Nx 90 0
V 7Ny 0 8000
M9 Nz _ -135 0
V 11Fx - -90 0
V 10 Fy 0 -8000
M12Fz -135 0

-135
0
270
135
0
135

L]

-135
0
270
135
0
135

-90

135
90

0

135

D 8 ANx

-90

135
ElY

135

-8000

8000

D 7 ANy

-8000

8000

-135

135
135

270

D 9 6Nz
-135

0

270
135

-135

135
135

270

D 2 ANx
D 1 ANy
D 3 6Nz
D 8 AFx
D 7 AFy
D 9 BFz

D 11 AFx

-90
0
135
90
0
135

D 8 ANx
D 7 ANy
D 9 6Nz
D 11 AFx
D 10 AFy
D 12 6Fz

D 10 AFy
0
-8000
0
0
8000

O O O o o o

D 12 6Fz

O O O o oo

-135
0
135
135
0
270



Matriz de rigidez del elemento 3.
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ELEMENTO 3
Deflexién [No. Coordenadas D11 ANx DI10ANy D 126Nz D14 AFx D13 AFy D 15 6Fz
DANX 11 Nodo Nx 0 6750 0 0 -6750 0 0
DANy 10 Nodo Ny 6 0 60 120 0 -60 120
DNz 12 |Nodo Fx 4 |: ‘3 :| _ 0 120 320 0 120 160
DAFx 14 Nodo Fy 6 -6750 0 0 6750 0 0
DAFy 13 Longitud 4 0 -60 -120 0 60 -120
DBFz 15 Ax 1 0 120 160 0 -120 320
El 320 [Ay 0
AE 27000
V 11 Nx 6750 0 0 -6750 0 0 D 11 ANx 0
V 10 Ny 0 60 120 0 -60 120 D 10 ANy 0
M 12 Nz _ 0 120 320 0 -120 160 D 12 6Nz 0
V 14 Fx - -6750 0 0 6750 0 0 D 14 AFx + 0
V 13 Fy 0 -60 -120 0 60 -120 D 13 AFy 0
M 15Fz 0 120 160 0 -120 320 D 15 6Fz 0
Matriz de rigidez del elemento 4.
ELEMENTO 4
Deflexion |No. Coordenadas D14 ANx D13 ANy D156Nz D17 AFx D 16 AFy D 18 OFz
DANX 14 Nodo Nx 4 90 0 135 -90 0 135
DANy 13 Nodo Ny 6 0 8000 0 0 -8000 0
DONz 15 |Nodo Fx 4 |: v a :| _ 135 0 270 -135 0 135
DAFx 17 Nodo Fy 3 -90 0 -135 90 0 -135
DAFy 16 Longitud 3 0 -8000 0 0 8000 0
DOFz 18 Ax 0 135 0 135 -135 0 270
El 2025 |Ay -1
AE 24000
V 14 Nx 90 0 135 -90 0 135 D 14 ANx 0
V 13 Ny 0 8000 0 0 -8000 0 D 13 ANy 0
M 15Nz _ 135 0 270 -135 0 135 D 15 6Nz 0
V 17 Fx - -90 0 -135 90 0 -135 D 17 AFx + 0
V 16 Fy 0 -8000 0 0 8000 0 D 16 AFy 0
M 18 Fz 135 0 135 -135 0 270 D 18 BFz 0
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Matriz de rigidez del elemento 5.

ELEMENTO 5

Deflexion [No. Coordenadas

DANX 17 Nodo Nx 4

DANy 16 Nodo Ny 3

DONz 18 |Nodo Fx 4 |: s :|

DAFx 5 Nodo Fy 0

DAFy 4 Longitud 3

D6Fz 6 Ax 0

El 202,5 Ay -1

AE 24000
V 17 Nx 90 0 135
V 16 Ny 0 8000 0
M 18 Nz _ 135 0 270
V 5Fx - -90 0 -135
V4aFy 0 -8000 0
M6 Fz 135 0 135

Matriz de rigidez del elemento 6.

ELEMENTO 6

Deflexién [No. Coordenadas

DANX 8 Nodo Nx 0

DANy 7 Nodo Ny 3

DONz 9 Nodo Fx 4

DAFx 17 Nodo Fy 3

DAFy 16 Longitud 4

DOFz 18 AX 1

El 320 Ay 0

AE 27000
V 8 Nx 6750 0
V 7Ny 0 60
M9 Nz 0 120
V 17 Fx -6750 0
V 16 Fy 0 -60
M 18Fz 0 120

120
320

-120
160

D 17 ANx

-90

-135
90

-135

90
0
135
-90
0
135

-6750

6750

0

D 16 ANy
0
8000
0
0
-8000

-8000
0

8000

D 7 ANy

60
120

-60
120

-60
-120

60
-120

D 18 6Nz

135
0
270
-135

135

135

135
-135

270

D 9 6Nz
0
120
320
0
-120
160

120
160

-120
320

D 5 AFx

D 4 AFy
-90 0

0 -8000
-135 0

90 0

0 8000
-135 0

D 17 ANx
D 16 ANy
D 18 6Nz
D 5 AFx
D 4 AFy
D 6 6Fz

D 17 AFx D 16 AFy

-6750 0
0 -60
0 -120

6750 0
0 60
0 -120
D 8 ANx
D 7 ANy
D 9 6Nz
D 17 AFx +
D 16 AFy
D 18 OFz

D 6 OFz
135

0

135
-135

0

270

D

O O O o oo

18 OFz

120
160

-120
320

O O oo oo



Viy
V2x
M3z
Vay
V5x
Mé6z
V7y
V8x
M9z
V10y
V11x
M12z
V13y
V14x
M15z
Viey
V17x

| Mi18z |

Paso No.4

Desarrollar la matriz global de la estructura.

8000

-8000

(K] = [k'1] + [k'2] + [k'3] + [k'4] + [k'5] + [k'6]
D1ly D2x D 3z D4y D5x D6z D 7y D8& D92 D10y D 11x D12z D 13y D 14x D 15z
8000 0 0 0 0 0 -8000 0 0 0 0 0 0 0 0
0 90 -135 0 0 0 0 -90 -135 0 0 0 0 0 0
0 -135 270 0 0 0 0 135 135 0 0 0 0 0 0
0 0 0 8000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 90 -135 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -135 270 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-8000 0 0 0 0 0 16060 0 120 -8000 0 0 0 0 0
0 -90 135 0 0 0 0 6930 0 0 -90 -135 0 0 0
0 -135 135 0 0 0 120 0 860 0 135 135 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -8000 0 0 8060 0 120 -60 0 120
0 0 0 0 0 0 0 -90 135 0 6840 135 0 -6750 0
0 0 0 0 0 0 0 -135 135 120 135 590 -120 0 160
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -60 0 -120 8060 0 -120
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -6750 0 0 6840 135
0 0 0 0 0 0 0 0 0 120 0 160 -120 135 590
0 0 0 -8000 0 0 -60 0 -120 0 0 0 -8000 0 0
0 0 0 0 -90 135 0 -6750 0 0 0 0 0 -90 -135
0 0 0 0 -135 135 120 0 160 0 0 0 0 135 135
1] = K1 [De] + FEM]

D1ly D2x D 3z D4y D5x D6z D 7y D8 D92 D10y D1lx D12z D13y D 14x D 15z D 16y D 17x
0 0 0 0 0  -8000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
90 -135 0 0 0 0 -90 -135 0 0 0 0 0 0 0 0

-135 270 0 0 0 0 135 135 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 8000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -8000 0
0 0 0 9 -135 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -90
0 0 0 -135 270 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 135
0 0 0 0 0 16060 0 120 -8000 0 0 0 0 0 -60 0
-90 135 0 0 0 0 6930 0 0 -90 -135 0 0 0 0 -6750

-135 135 0 0 0 120 0 860 0 135 135 0 0 0 -120 0
0 0 0 0 0  -8000 0 0 8060 0 120 -60 0 120 0 0
0 0 0 0 0 0 -90 135 0 6840 135 0 -6750 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -135 135 120 135 590 -120 0 160 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -60 0 -120 8060 0 -120 -8000 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -6750 0 0 6840 135 0 -90
0 0 0 0 0 0 0 0 120 0 160  -120 135 590 0 -135
0 0 -8000 O 0 -60 0 -120 0 0 0 -8000 0 0 16060 0
0 0 0 -90 135 0 -6750 0 0 0 0 0 -90 -135 0 6930
0 0 0 -135 135 120 0 160 0 0 0 0 135 135 -120 0

D 16y

D18z__

o O o

-135
135

129

D17x D18z _

135
0 -120

0 860

D 1y
D 2x
D 3z
D 4y
D 5x
D 6z
D7y
D 8x
D 9z
D 10y
D 11x
D 12z
D 13y
D 14x
D 15z
D 16y
D 17x
D 18z _|

_n
m
<

O OO0 0000000000000 OoOOoOOo
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Las cargas subrayadas representan las fuerzas aplicadas en los nodos que provocan el

desplazamiento lateral.

Viy
V2x
M3z
Vay
V5x
Méz
V7y
V8x
M9z
V1oy
V1lx
M12z
V13y
V14x
M15z
Viey
V17x

| Mgz |

Paso No.5

V1y
V2x
M3z
Viy
V5x
M6z
V7y
V8x
M9z =
V10y
V11x
M12z
V13y
V14x
M15z
Viey
V17x
M18z

V1y

o

OO0 ooooor ooy o

D 1y
D 2x
D 3z
D 4y
D 5x
D 6z
D 7y
D 8x
D 9z
10y
11x
12z
13y
14x
15z
16y
17x
18z

vAlvilvilvilvilvilvilvilv)

Reducir la matriz global y resolver para las deflexiones

D1ly D2x D 3z

8000 0
0 9%
0o -135
o o0
0o o0
0o o0
-8000 0
0 -9
0 -135
o o
o o
o o0
0o o0
0o o0
0o o0
0o o0
0o o0
L o o

0
-135
270
0
0
0
0
135
135
0

O O OO oo oo

D4y D5Sx D6z D 7y

0 0 0  -8000

0 0 0 0

0 0 0 0
8000 0 0 0

0 90 -135 0

0 -135 270 0

0 0 0 16060

0 0 0 0

0 0 0 120

0 0 0 -8000

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
-8000 O 0 -60

0 -90 135 0

0 -135 135 120

D 8x

0
-90
135

D 9z
0
-135
135
0
0
0
120

860

135
135

-120

160

D 10y D 11x D 12z

O O O oo oo

6840

-6750

o O o

-120

D 13y D 14x D 15z

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
-60 0
0 -6750
-120 0
8060 0
0 6840
-120 135
-8000 0
0 -90
0 135

O OO0 OO0 oo oo

= =
=]
o o

-120
135
590

-135
135

O O O o o o

D 7y
D 8x

O
o
N

10y
11x
12z
13y
14x
15z
16y
17x
18z

|vAlvilvilivilvilvilvilvilv)

D 16y D 17x

0 0

0 0

0 0
-8000 0

0 -90

0 135

-60 0

0 -6750
-120 0

0 0

0 0

0 0
-8000 0

0 -90

0 -135
16060 0

0 6930
-120 0

D18z

o O o

-135

D 1y
D 2x
D 3z
D 4y
D 5x
D 6z
D 7y
D 8x
D 9z
D 10y
D 11x
D 12z
D 13y
D 14x
D 15z
D 16y
D 17x
D 18z

_FEM_

O OO0 0000000000 OoOOoOOoOOoOOo




D7y |

D 8x
D 9z
D 10y
D 11x
D 12z
D 13y
D 14x
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Paso No.6

Obtener las reacciones en los empotramientos.

D1ly D2y D3y D4y D5y D6y
8000 0 0 0 0 0
0 90 -135 0 0 0
0 -135 270 0 0 0
0 0 0 8000 0 0
0 0 0 0 90 -135
0 0 0 0 -135 270
-8000 O 0 0 0 0
0 -90 135 0 0 0
0 -135 135 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0O -8000 O 0
0 0 0 0 -90 135
0 0 0 0 -135 135

D 7y

-8000
0
0
0
0

0
120

D8 D9 D10y D1ly D12y D13y D 14y D 15y D 16y
0 0 0 0 0 0 0 0 0
90 -135 0 0 0 0 0 0 0
135 135 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0  -8000
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 120 -8000 O 0 0 0 0 -60
6930 0 0 9 135 0 0 0 0
0 80 0 135 135 0 0 0 -120
0 0 8060 O 120 -60 0 20 0
90 135 0 6840 135 0 6750 0 0
4135 135 120 135 590 -120 0 160 0
0 0 -60 0 -120 860 0 -120 -8000
0 0 0 6750 0 0 6840 135 0
0 0 120 0 160 -120 135 590 0
0 -120 0 0 0 -8000 O 0 16060
6750 0 0 0 0 0 90 135 0
0 160 0 0 0 0 135 135  -120

Vly -1,2805

V2x -0,8715

M3z 1,5517

Viy 1,2805

V5x -0,8685

M6z 1,5462

0 0
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Figura 94. Presentacion de los resultados en los empotramientos a) Numeracion de la
estructura b) Resultados del empotramiento. Fuente: El Autor.

Obtener los momentos relativos en los nodos que no se encuentran empotrados. Para ello se

usara lamatriz del elemento 3y 6, y en ella se sustituiran los resultados de las deflexiones obtenidas
en el paso anterior.

Elemento 3
V 11 Nx 6750 0 0 -6750 0 0 0,02896355 0 0,5002
V 10 Ny 0 60 120 0 60 120 0,00021413 0 -0,4325
M12 Nz _ 0 120 320 0 -120 160 -0,001910 0 -0,8652
V 14 Fx - -6750 0 0 6750 0 0 0,028889 0 -0,5002
V 13 Fy 0 -60 -120 0 60 -120 -0,00021413 0 0,4325
M15Fz 0 120 160 0 -120 320 -0,00190835 0 -0,8649
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Elemento 6
V 8 Nx 6750
V 7Ny 0
M9 Nz _ 0
V 17 Fx - -6750
V 16 Fy 0
M 18 Fz 0

0 0 -6750 0 0 0,01511417
60 120 0 -60 120 0,00016007
120 320 0 -120 160 -0,003620
0 0 6750 0 0 0,015060
-60 -120 0 60 -120 -0,00016007
120 160 0 -120 320 -0,0036065
-0,4325 0.4325
.
-0.8652 r-0.8649
i 0,5002 0,5002
-0,8480 0,8480
-1,6872 —1,6949{:
—+—=»0,3683 #=-0,3663
-1.2805 1,2805
ki
:,1.551? Ll 1.5462
3= - 0,875 5= - (0. 86685

Figura 95. Presentacion de los resultados en los nodos
de los elementos 3 y 6. Fuente: El Autor.

O O O O o o

0,3683
-0,8480
-1,6972
-0,3683
0,8480
-1,6949

Al comparar los resultados con un programa de andlisis estructural se comprueba que

efectivamente son los mismos resultados.

1.00 tf

0.74tf

Ererrd

s

Figura 96. Marco dibujado en el programa de andlisis estructural.
Fuente: El Autor.
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Figura 98. Resultados obtenidos por el programa a) Diagrama de momento, b) Deformaciones. Fuente: El Autor.
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CAPITULO 3. METODO DE ELEMENTOS FINITOS

El método de elementos finitos es un método numérico que se utiliza para resolver ecuaciones

diferenciales, analizar los esfuerzos y deformaciones en elementos estructurales y mecanicos

debido a fuerzas estéaticas y dindmicas, como también la aplicacion en sistemas de distribucién de

temperatura, entre otros.

Las principales caracteristicas del método son las siguientes:

1.
2.

El método puede interpretarse como una mejora del método de rigidez.

Se debe discretizar la estructura en una cantidad finita de elementos de caracteristicas
idénticas.

Los elementos poseen Nodos los cuales funcionan como las uniones entre elementos y
al conjunto de elementos se le conoce como mallado.

En cada nodo existen determinados grados de libertad. Cada grado de libertad
corresponde a un desplazamiento lineal o giro.

Debe existir una frontera, con condiciones de contorno.

3 z
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ME 3
35438 0
39 9
37 10 8
40
41 954 9 3
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Figura 99. a) Mallado de ménsula, b) Numeracion de los elementos, ¢) Desplazamientos en los nodos.
Fuente: El Autor.
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Como se observa en la figura anterior la estructura estd formada por varios elementos los
cuales deben ser enumerados asi como sus nodos y los desplazamientos, en el caso del método de
rigidez los elementos eran barras y para el método de elementos finitos los elementos son de tipo
area o volumen. Existen elementos de tipo area triangulares y rectangulares, asi como elementos

de tipo volumen tetraédricos y cubicos.

3.1. Historia

El método de elementos finitos de acé en adelante Ilamado MEF, fue el resultado de la
contribucion de varios cientificos y matematicos prominentes. Para la década de 1940, los métodos
que se utilizaban para el analisis de estructuras eran el Método de Distribucion de Momentos y el
Método de Fuerzas. EI método de fuerzas se basa en el trabajo virtual y se utiliza para estructuras
hiperestaticas, este método se comenzaba a conocer pero su principal competidor era el método de

Rigidez el cual estaba surgiendo.

Con la aparicion de las primeras computadoras, el método de rigideces tomo mayor fuerza
ya que podian usarse algoritmos que resolvian las ecuaciones matriciales, facilitando el trabajo de
los disefiadores estructurales de aquella época, a diferencia del método de fuerzas y el método de
distribucion de momentos que eran métodos en donde se utilizaba el criterio y la capacidad de

razonamiento del calculista.

El MEF, comienza a desarrollarse debido a que la division de sistemas Aeroespaciales y la
division Naval de los Estados Unidos, necesitaban un método que les permitiera disefiar los
elementos mecénicos complejos de sus mecanismos de manera precisa, lo cual con métodos
tradicionales resultaba imposible. ElI primer problema analizado por el MEF, y por el cual el
método se comenzd a desarrollar fue el andlisis de vibraciones de la estructura del ala delta (aviones
bombarderos).

Las primeras contribuciones de este método se le atribuyen a Ray W. Clough a quien se le
otorgd la medalla Benjamin Franklin en 2006 (Institute, 2016), también a M. Jonathan Turner, B.
M. Irons, R. J. Melosh y E. L. Wilson quien fue el primero en desarrollar un software de matrices
el cual fue utilizado para el MEF (Boulder, 2016, pags. O-3).
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Debido a que en aquella época el acceso a las computadoras era bastante limitado el método
solo fue usado por la industria aeroespacial y centros de investigacion. Hasta que para los afios
1960 y 1970, se popularizo el método por medio de los académicos J. H. Argyris, R. W. Clough,
H. C. y O. C. Zienkiewiez autor del libro de tres tomos “EL METODO DE LOS ELEMENTOS
FINITOS”, publicado por la editorial CIMNE.

Con laaparicién de las computadoras el MEF, comienza a ser parte fundamental en el analisis
y modelacion de elementos mecénicos y obras civiles. A partir de la década de 1980, el método fue

estudiado por grupos de investigadores de diferentes organizaciones y universidades.

3.2. Alcances

El método de elementos finitos utilizando un andlisis lineal como en el que se tratara en la

presente guia, tiene la capacidad de evaluar los siguientes fenomenos:

1.  Resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.

2. Analizar deformaciones y fuerzas en los nodos de los elementos, (Dentro de
la zona eléstica de los materiales).

3. Obtener la frecuencia natural de las estructuras a partir de los grados de
libertad o deformaciones.

4.  Analizar la distribucion de temperatura de piezas.

5. Analizar la filtracion de agua en medios porosos.

6.  Analizar estructuras de concreto con la insercion de barras de acero como

refuerzos.

Con el MEF, se ha utilizado la regeneracion del mallado para analizar fendmenos estaticos

no lineales, como en los casos siguientes:

1.  Analizar la deformacion de materiales ductiles en la zona plastica.
2. Analisis de elementos con esfuerzos residuales.

3. Agrietamiento de elementos estructurales, entre otros.

En los ultimos quince afios se ha investigado un analisis del MEF, con la regeneracion del
mallado y los Métodos de particulas (F. Salazar, 2012, pags. 112-123), conocido como el Metodo

de Particulas de Elementos Finitos PFEM, para analizar fendmenos en los que varia el esfuerzo en
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funcioén del tiempo y cuando dichos esfuerzos alcanzan los esfuerzos maximos de los materiales,

la malla pueda separarse como mallas aisladas de la malla principal, con este nuevo estudio es

posible analizar los siguientes fenémenos.

1.

w

© N o g &

Comportamiento de fluidos Newtonianos en cuerpos aislados al ser
sometidos a perturbaciones.

Comportamiento de cuerpos sumergidos en fluidos Newtonianos.
Comportamiento de elementos en caida libre o forzada sobre superficies con
distintos coeficientes de restitucion

Comportamiento de fluidos no Newtonianos.

Comportamiento de gases y temperatura en entornos aislados.
Comportamiento de materiales expuestos a las temperaturas de fundicion.
Analisis de procesos de manufactura como el caso de arranque de viruta.
Anaélisis de excavacion en roca y suelos con diferentes caracteristicas fisicas,

entre otros.

3.2. Limitaciones

El método de elementos finitos como tal tiene las siguientes limitantes:

1.

El método de elementos finitos es un método aproximado, ya que entre
mayor es el nimero de elementos mejor es la aproximacion de los resultados.
Cuando se analicen estructuras con un nimero alto de elementos, debe
verificarse la capacidad del ordenador para analizar la estructura.

El método de elementos finitos no puede analizar sistemas dinamicos a
menos que se lleve a cabo un remallado.

El método de elementos finitos no es capaz de analizar materiales
compuestos, debido a la complejidad de su configuracion, como es el caso
del concreto, la madera o el suelo, la Gnica manera posible de utilizar estos
materiales es idealizdndolos como materiales homogéneos. El material
puede clasificarse en isotrdpico o aniso-tropico, pero de cualquier manera

debe ser homogéneo.
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5. En el caso de la mamposteria por el tiempo que se llevaria en detallar cada
bloque de concreto y dibujarlo conjuntamente con los elementos que
complementan la estructura de mamposteria, la forma equivalente es dibujar
muros continuos homogéneos con las propiedades de la mamposteria.

6. El concreto armado como material, es posible analizarlo con los métodos de
elasticidad dibujando las varillas de acero dentro del elemento de concreto,
existen programas enfocados en ingenieria civil que tiene herramientas de
insercién de varillas. Otros programas analizan el concreto como el material
del elemento y dependiendo del codigo de disefio (EURO CODIGO, ACI,
entre otros.), sugieren areas de acero para que el elemento pueda resistir los

esfuerzos.

Durante los ultimos afios se han desarrollados métodos complementarios del MEF, para
contrarrestar estas limitaciones, lo que ha llevado al desarrollo de nuevos métodos de analisis
basados en el MEF.

3.3. Evolucién del método de elementos finitos

Como se describio en la historia del MEF, este surge a partir de la necesidad de analizar
elementos con formas y caracteristicas muy particulares, que no pueden ser analizados como vigas
y marcos como es el caso de los elementos mecéanicos de los aviones de guerra como el mostrado
en la siguiente figura, entre los primeros elementos analizados fueron las alas delta de los aviones
de guerra estadounidenses, las alas delta permitian mayor amortiguamiento. Actualmente el MEF,
se sigue utilizando para analizar la eficiencia de los aviones, asi como la resistencia de sus

elementos mecanicos.
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Figura 100. F-16XL, avion desarrollado por la NASA y USAF.
Fuente: (Piccirillo, 2014, pag. 178).

Figura 101. Mallado de la superficie exterior del avion F-16XL,
en el que se utilizaron elementos multi-block. Fuente: (Boelens, y
otros, 2009, pag. 11).

3.4. Programas computacionales que utilicen MEF para ingenieria

El costo de los programas con caracteristicas para ingenieria civil es bastante elevado y no

existen actualmente programas gratuitos que permitan disefiar en concreto.

La capacidad de dibujo en los programas de elementos finitos es bastante limitado por lo que

debe dibujarse en un programa con caracteristicas CAD, y exportarse al programa de MEF. Existen
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programas especificamente para mallado ya que la capacidad de dibujo en los programas de MEF,

es frecuentemente muy limitada.

Los programas de elementos finitos mas populares que existen enfocados 0 no a ingenieria

civil, son los siguientes:

1. CYPECAD: Es un programa de la familia de programas de CYPE, este software esta
disponible en linea, los usuarios deben conectarse al servidor para poder acceder a la
plataforma, es necesario adquirir una licencia la cual es pagada. Las tutorias para aprender
a usar las herramientas del programa se deben pagarse. El programa es capaz de leer los
archivos de AutoCAD y Revit (Levantado en 3D), y realizar anélisis de célculos de areas
de acero en estructuras de concreto. Al igual que en otros programas es posible seleccionar
la norma de disefio de concreto, ya que tiene en su base de datos normas de diferentes
regiones y paises. Una de las principales ventajas de este software es que permite obtener
el dibujo del armado de la seccion transversal en cualquier punto de los elementos de

concreto.

2. SOFTWARE FEA: Es un conjunto de programas creados por la empresa Autodesk, dentro
de estos existe el programa Robot Structural Analysis Professional, el cual tiene como
finalidad calcular y analizar modelos estructurales de concreto y acero. Tiene en su base de
datos diferentes normas para el disefio de los elementos. Este programa tiene la
caracteristica de que permite dibujar el armado en tres dimensiones y con ello permite

generar juego de planos estructurales y detalles del armado de manera sencilla.

El software es pagado y posee la capacidad de importar los modelos de AutoCAD. Esta
linea de productos también posee otros programas de elementos finitos para analizar

Elementos Mecanicos, Dindmica de Fluidos, entre otros.

3. ABAQUS: Es un programa de elementos finitos que permite analizar sistemas lineales y
no lineales, posee también el paquete de Multiphysics, el cual permite utilizar variables

dentro del andlisis como la gravedad, friccion, distribucion de la temperatura en una pieza,
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entre otras caracteristicas fisicas. Asi como también permite analizar fracturas, la dinamica

de fluidos, vibraciones, entre otros fendbmenos.

La principal caracteristica es que con este potente software se han analizado materiales
aniso trépicos con caracteristicas no homogéneas como el suelo, el tejido humano, el
caucho, metales en polvo, materiales compuestos, entre otros. Tiene la caracteristica que
posee un paquete de remallado. El software es pagado y su principal uso es para la
investigacion, por lo que permite la interaccion por medio de aplicaciones con otros
investigadores. La compafiia que se encarga de distribuir el software es SDEXPERIENCE

Company.

MSC MARC: Este software es con licencia pagada, pero con facilidades para estudiantes
al igual que algunos de los programas que se mencionaron anteriormente, pero se resalta

porgue es uno de los mas populares.

Este programa es capaz de simular el arranque de viruta, extrusion, corte, soldadura, entre
otros procesos de produccion, asi como también el analisis lineal y no lineal. Posee paquetes
que permiten analizar la distribucion de temperatura, la interaccion eléctrico-térmico-
mecanico, entre otros fendmenos fisicos. Su principal caracteristica es el remallado en

funcién del tiempo.

Este software es el motor de analisis de otros programas como el caso del programa de
CIVILFEM. A pesar que puede ser usado como motor de analisis de otros programas este
posee su propia interfaz en la que puede dibujarse los elementos que se analicen o

simplemente importarlos de otros programas.

CIVILFEM: Es uno de los programas que se especializa en estructuras para ingenieria civil,
con este programa es posible analizar el comportamiento del suelo y la interaccién suelo
estructura ante un sismo. También es posible analizar sistemas vibratorios. El programa es
pagado Yy utiliza como motor de andlisis el programa MSC MARC, con la diferencia que se

enfoca en analisis del concreto y el acero basado en las normas internaciones de disefio. La
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empresa encargada de distribuirlo constantemente realiza conferencias en linea gratuitas
para capacitar a los usuarios, asi como también tiene paquetes para estudiantes y
profesionales para poder certificarse en el uso del programa. Existe la posibilidad de
adquirir licencias estudiantiles las cuales limitan el nimero de nodos, pero tienen validez

de hasta un afio. Es importante saber que no posee el paquete de Multiphysics.

KRATOS: Se incluye dentro de esta lista debido a que es un motor de analisis, el cual puede
ser compilado y ejecutado con scripts de Python, lo que significa que es de codigo abierto,
posee los paquetes de Multiphysics y remallado. Este motor de analisis cumple con las
caracteristicas de un software libre y gratuito, con la desventaja que no puede ser utilizado
por usuarios sin conocimientos de programacion, ya que no posee una interfaz de dibujo
CAD. Este software fue creado con el proposito de apoyar la investigacion, el software
posee métodos que han sido validados experimentalmente, también posee una Wiki y foros
en donde cualquier usuario puede realizar consultas, la organizacion que apoya el desarrollo
y promocion de este motor de andlisis se le conoce por sus abreviaturas en espafiol como
CIMNE “INTERNATIONAL CENTRE FOR NUMERICAL METHODS IN
ENGINEERING”.

Para poder ejecutar un analisis es necesario crear varios archivos uno para los nodos, otro
para las restricciones o el contorno, asi como también un archivo con las propiedades del
material y con ello se utiliza el paquete para el analisis de fluidos, solidos, analisis de
fendmenos térmicos u otros que contenga el software. Este motor puede ser usado por
organizaciones ajenas, las cuales pueden desarrollar un programa con una interfaz sencilla

cuyo motor de andlisis sea KRATOS.

Entre los fendmenos que se puede simular se encuentran: fundicion, gases, fluidos, arranque
de viruta, analisis de fisuras, comportamiento de sélidos en fluidos, vibracion, propagacion

de incendios, entre otros fendmenos.

GitHub: Es un programa pagado el cual utiliza el motor KRATQOS, fue desarrollado como
una solucion a los problemas de interfaz que tiene KRATOS, lo que lo hace un software

con licencia pagada, ya que facilita el dibujo y el analisis. Existen licencia gratuitas que son
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10.

vélidas hasta por un mes con la oportunidad de renovar como maximo tres veces con un

mismo usuario.

Los fendmenos que se pueden analizar con este programa son los mismos que se analizan

con el programa del motor de analisis.

FEBIo: Al igual que KRATQS, son programas que son de codigo abierto lo que significa
que deben ser pre-compilados. El programa fue disefiado con el propdsito del estudio de
fendmenos en la rama de la Biomédica y Biofisica. Entre los principales analisis que es
capaz de ejecutar el programa se encuentran: El estudio de sistemas no lineales y de
viscoelesticidad, Mecénica corporal rigida, Reacciones quimicas, Efectos de osmosis,
Potencial eléctrico, distribucion de temperatura, dinamica de fluidos, interaccion entre

solidos y fluidos, entre otros.

El software fue desarrollado por el departamento de investigacion de la universidad de Utah

y la distribucion se realiza en conjunto con la universidad de Columbia.

AutoFEM Lite: Es un complemento de AutoCAD gratuito, no posee el paquete de
Multiphysics, por lo que solo es posible analizar sistemas estaticos o vibratorios pero no
dindmicos. Posee algunas restricciones pero para el analisis de piezas individuales y no de
mecanismos es un programa que puede ayudar de manera eficaz. Los analisis que son
posibles hacer son los siguientes: Analisis estatico, Analisis de Fatiga, Analisis de
frecuencia, Analisis de pandeo y Analisis térmicos. Existe el programa AutoFEM Analysis,

el cual posee una licencia pagada y posee méas herramientas de analisis.

CAELinux: Este es uno de los programas mas conocidos entre la familia de cédigo abierto
y software libre de Linux. Es un programa de elementos finitos desarrollado especialmente
para los sistemas operativos de Linux. La herramienta de dibujo es FreeCAD, el cual es un
equivalente de AutoCAD, en el cual puede modelarse el elemento que se desea analizar y

se importa a CAELinux. Los analisis que pueden hacerse en este programa son: Lineales y
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no lineales, dinamica de fluidos, distribucion de temperatura, posee un paquete limitado de

Multiphysics. Es un programa totalmente gratuito.

11. OpenFOAM: Pertenece a la comunidad de software libre y gratuito, enfocado
principalmente para el estudio de la dinamica de los fluidos. Posee en su sitio web oficial

un espacio de comunidad y Wiki, asi como sucede con la mayoria de software libre.

12. OTROS PROGRAMAS: Existen otros programas que utilizan el método de rigidez y el
método de elementos finitos para el analisis de estructuras, la ventaja de estos programas
es la facilidad de dibujo y la cantidad de resultados que proporciona, pero tienen la
condicion que solo puede disefiarse elementos de tipo viga, losa, columna, cascara y muros
de corte. No poseen el paquete de Multiphysics, son especialmente para el analisis de

estructuras estaticas. Algunos de los programas con estas caracteristicas son los siguientes:

LISA SOFTWARE.
SAP 2000. CSI
ETABS. CSI

d. SAFE. CSI

o o @

Los programas que se mencionaron son algunos de los que se pueden encontrar en el
mercado. Los programas gratuitos regularmente tiene la dificultad en la interfaz del usuario o la
cantidad de elementos que se analicen, asi como también la capacidad del programa para analizar
ciertos fenémenos, se recomienda al lector usar el programa que se adapte a sus necesidades ya
que no todos los programas pueden analizar los mismos fenémenos. Los programas con licencias
pagadas regularmente tienen a costar aproximadamente cinco mil euros e incluso pueden ser mas
caros segun la cantidad de modulos gue se deseen utilizar, también existen licencias temporales de

un afo que oscilan entre los mil y dos mil euros.

Para el caso de la presente Guia se usard una licencia temporal estudiantil del programa
CIVILFEM, con el cual se analizan elementos en dos dimensiones y tres dimensiones asi como se

analizara un elemento de concreto por medio del analisis de placas.
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CAPITULO 4. SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS POR
EL MEF

4.1. Conceptos generales

Las ecuaciones diferenciales permiten relacionar varias particularidades de un fenémeno y
con ello describir el fendmeno como tal. Existen dos tipos de ecuaciones diferenciales, las
ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecuaciones diferenciales parciales. Las ecuaciones

diferenciales se pueden clasificar de la siguiente manera.

Homogeneas
Lineales
No Homogeneas

Ordinarias

Homogeneas

No Lineales

No Homogeneas

Ecc. Diferenciales

Homogeneas
Lineales
No Homogeneas

Parciales

Homogeneas

Nk

No Lineales

No Homogeneas

Figura 102. Diagrama de ecuaciones diferenciales. Fuente: El Autor.

Se dice que son ecuaciones diferenciales ordinarias lineales cuando existe una variable

dependiente y una independiente, como se muestra a continuacion.

y=f@®

d?y

a(t) W

dy
+ b(t) T c®)y =g(t)

a(t)y”+b@)y +c)y = g(t)

Se dice que son ecuaciones diferenciales parciales cuando existe una variable dependiente y

maés de una variable independiente, como se muestra a continuacion.
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=f(xy,2)

0’u  d*u 0%u ou
a(x,y,z) 6x2+6y2+6 + b(x, y,z)[a +—+a ]+c(x y.z)u=g(x,y,z2)

a(x,y,2) (Wex + Uyy + Uzz) + b0y, 2) [y + uy + ug| + c(x,y,2) u = g(x,y,2)

Se dice que son ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales cuando la derivada de
cualquier orden esta dentro de otra funcion o cuando multiplica a una funcion de la misma variable

dependiente, como se muestra a continuacion.

y=f@®)

d?y
a(t,y) sm<d 2> + b(t, y) + ct,y)y =g()
a(t,y)sin(y”") + b(t,y)y +c(t,y)y = g(t)

Se dice que son ecuaciones diferenciales parciales no lineales cuando la derivada parcial
respecto a cualquier variable independiente de cualquier orden esta dentro de otra funcion o cuando

multiplica a una funcion de la misma variable dependiente, como se muestra a continuacion.

u=f(xy,2)

(o, 2y cos (et T8 L DY 4 ey, [ 4 S ]+ et
a(x,y,z,u) cos o2 a2 Ve xX,V,Z,U cx,y,z2)u=g(x,y,2)

a(x,y, z)(uxx + Uy, + uzz) + b(x,y,2) [ux +u, + uz] +cx,y,z2)u=g9(xy,2)

Una ecuacion diferencial ordinaria es homogénea cuando la funcién g(t) = 0, si no se
cumple esto entonces se dice que es una funcién no homogénea. Lo mismo equivale para las

ecuaciones diferenciales parciales se dice que es homogénea cuando la funcién g(x,y,z) = 0.

Existen los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, esto se da en fendmenos en los
que existen multiples variables dependientes y existe Unicamente una variable independiente
(problemas de mezclas o especies compitiendo), de existir maltiples variables independientes
entonces se conoce como sistemas de ecuaciones diferenciales parciales. Para estos sistemas

también existen las clasificaciones de lineales y homogéneas.
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Las ecuaciones ordinarias lineales son las que pueden tener multiples variables pero que su
relacion es aditiva, un ejemplo de estas ecuaciones es cuando se relacionan dos especies que

compiten por alimento en un mismo espacio, estas ecuaciones cumplen con la siguiente relacion:

dx b
gr — ax —by
d

d—)tlzcy—dx

En dénde las variables dependientes x,y representan el numero de ejemplares de cada
especie, y las constantes a, b, c,d relacionan las condiciones de cada especie con respecto al

espacio y a la cantidad de alimentos que consumen.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales se caracterizan por que las variables
dependientes se relacionan proporcionalmente, un ejemplo de este tipo de ecuaciones diferenciales
se genera cuando se analizan varias especies pero como presa y depredador, en donde una especie

depende directamente de la otra, un modelo es el que se presenta a continuacion:

dx b
g — X~ byx
d

d_}t] =cy —dxy

En ddnde las variables dependientes x, y representan el namero de ejemplares de cada especie
siendo una especie depredador y la otra presa respectivamente, y las constantes a, b, ¢, d relacionan

las condiciones de cada especie con respecto a la necesidad de alimentarse y su interaccién con el
entorno.

Como se menciond antes cuando se utilizan las variables de direccion x,y,z en las
ecuaciones diferenciales estas se clasifican como ecuaciones diferenciales parciales, para
comprender esto es necesario hacer uso del concepto de tensores. Para el fin de esta guia se utilizara
el concepto de tensores cartesianos se explicara de manera frivola. Los tensores cartesianos se

utilizan para rotar los ejes ortogonales x, y, z, en la direccion x*, y*, z".

Un recurso para entender como se llevan a cabo estas relaciones de variables es analizando

la ley de Darcy para filtracion en medios porosos.
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Henry Darcy fue un cientifico francés del siglo XIX, quien estudio el comportamiento del
agua en medios porosos, con lo cual establecié una ley (Vélez Otalvaro, 1999, pag. 79). Dicha ley
establece que el caudal en un medio poroso es directamente proporcional al area de la seccion del
medio poroso en la direccion del flujo y a la perdida de carga, e inversamente proporcional a la
longitud de lecho poroso entre las dos lecturas de la perdida, bajo la hip6tesis que el medio sea

continuo, isotropico, homogéneo y el flujo de agua este en régimen laminar.

dh
szAEzAlx

dh=hl—-—h2 dL,=Lo—1L
Qx = K Aiy

En dénde Q,, es el caudal transportado por el cilindro, el valor de A, es area transversal del
cilindro, el termino dh, es el diferencial de pérdida de presion del fluido debido al medio poroso,
el termino iy, es el gradiente en la direccion del flujo, el valor K,, es un coeficiente de

permeabilidad que esta en funcion del tipo de material que contenga el medio poroso.

El experimento que Darcy realizo, se hizo igualando el gradiente hidraulico a la pendiente

del cilindro con el objetivo de obtener la constante de permeabilidad del material.

h2

h1

Figura 103. Ley de Darcy aplicada en una direccion. Fuente: (Vélez Otalvaro, 1999, pag. 81).

El flujo de agua subterranea no puede ser representado Unicamente en una direccion ya que

este se mueve en los tres ejes, si bien es cierto que existe un gradiente dominante como el mostrado
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en la figura anterior, aun asi el flujo se ve afectado en las tres direcciones. Por lo que el modelo
anterior no es eficiente al referirse a un sistema tridimensional. Debido a esto entonces se
involucran las variables correspondientes a las tres direcciones, pero manteniendo el modelo

matematico basico.

250 278 300 328 350 37! 40
1 1 1
MODIFICADO DE: SIMBOLOGIA GEOLOGICA /
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= CNA (2007) . Rumbos y echados / TR
~ 4 T
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*Figura 3. Mapa de flujo de agua subterrinea a escala regional, elaborado con informacion de CCPY (2012) y CNA (2007). Las flechas indican las direcciones de
flujo de agua subterrdnea y el contorno en color gris oscuro representa la Subregion Hidrologica No. 33-A. El sistema de coordenadas se muestra en Universal
Transversal de Mercator (UTM). El Datum en WGS84 Zona 16 Norte (Q).

* lleghiidad de origen

Figura 104. Mapa del flujo de agua subterranea de la subregion No. 33-A en México. Fuente: (Sanchez-
Sanchez, Alvarez-Legorreta, Pacheco-Avila, Gonzéalez-Herrera, & Carrillo-Bribiezca, 2015).
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A continuacion se desarrollara la Ley de Darcy para un medio tridimensional utilizando el

operador Nabla.

Para poder comprender mejor en que cosiste este desarrollo tridimensional se repasaran

algunos conceptos tedricos de los campos escalares y los campos vectoriales.

Cuando se analiza una magnitud como puede ser la temperatura o la velocidad del aire en
una determinada superficie o en una determinada zona del espacio entonces se dice que se esta
analizando un campo. Los campos pueden ser escalares cuando se analiza una magnitud escalar o
vectoriales cuando se analiza una magnitud vectorial. En el caso del campo escalar un ejemplo de
una magnitud escalar es la temperatura, ya que con el campo escalar se pueden obtener las
temperaturas en las que se encuentran las zonas del campo, tal y como se muestra en la siguiente
figura. Para representar la temperatura a la que se encuentran las zonas se utiliza una escala de
colores, asi como también curvas de superficie en las que se indican las temperaturas de las

superficies.

La temperatura maxima se alcanza en el punto (2 4)

Figura 105. a) Modelo tridimensional de las curvas de temperatura
b) Curvas de temperatura. Fuente: (Universidad Politecnica de
Madrid WikiMate, 2016).

Para un campo escalar o curva de superficie en un plano se tiene esta expresion.

0=f(xy)
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Para una superficie se tiene la siguiente expresion.

0=f(xy2)

Otro ejemplo de los campos escalares son las curvas de nivel, tal y como se muestra a

continuacion.

tlevation above
iea level (m)

0 500

Horizontal scale

Figura 106. Mapay modelo tridimensional de las curvas de nivel.
Fuente: (Caballero Miranda, 2012).

En el caso de los campos vectoriales estos representan en cualquier punto del campo la
direccion del flujo, viento u otro fendmeno por medio de vectores con una magnitud o tamafio del
vector asi como sentido, tal y como se muestra en la siguiente figura.

A A w0y, ]
[ AAFrr ey
Gf FAFFrmmm Yy ]
[ A e e m = iy Yy
:_j,-’,ur;.rf--wu\\'\\“
1; [ N A AR = v vy ]
Fofrdes AR ER
l:l: $pioa llil{- 1
[ $hran AU
T B SRR N A
R
2: W e e
_;‘\\\\".H"—""’.’-J{jf”-
L R e a A
SIF w0
-3 -2 -1 0 1 2 3
a) b) c)

Figura 107. a) Campo vectorial en el plano Z = 0 b) Modelo vectorial
tridimensional c) Campos vectoriales sobre distintos planos del modelo
vectorial tridimensional. Fuente: (Wolfram, 2018).
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Para un campo vectorial se tiene la siguiente expresion.
F=Fl+F;j
Para un modelo vectorial tridimensional se obtiene la siguiente expresion.

F=Fi+Ej+Fk

Para conocer la magnitud y direccién con las que crecen las magnitudes escalares es posible
obtener un gradiente del campo escalar, dicho gradiente es representado por un campo vectorial.
Lo que significa de manera burda, que un campo escalar es posible convertirlo en un campo

vectorial al obtener el gradiente de la funcion del campo escalar.

El gradiente de un campo escalar se obtiene de la siguiente manera.

Donde el gradiente de f(x, y) es:

di t()—a A+a j
gra lenef—ayfl axf]

El gradiente de una superficie se obtiene de la siguiente manera.

Donde el gradiente de f(x, y, z) es:

_ o a4 9 .
gradiente(f) —@fl +af1 +6sz

Para ejemplificar esto de mejor manera sea la funcion f(x,y, z) = 0 una superficie a la que

se le obtendra el campo escalar en el plano Z = 0 y a este se le calculara el gradiente.

flx,y,z) =0=2z—x?—y?
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Utilizando un software se encontro el gradiente del campo escalar como se muestra a

continuacion.

a) b) c)

Figura 108. a) Modelo tridimensional b) Campo escalar c) Gradiente.
Fuente: El Autor.

Para los campos escalares solo es posible encontrar el gradiente.

Con respecto a los campos vectoriales es posible encontrar la divergencia del campo vectorial
que resulta ser un campo escalar tal y como se muestra en la siguiente figura. El objetivo de la
divergencia es describir el comportamiento de los vectores, esto significa dar a conocer si estan
saliendo o entrando. En el caso que el campo vectorial de la siguiente figura esta describiendo el
comportamiento del aire, la divergencia indicara si el aire en una cierta zona esta saliendo o

entrando.

0
—F,

, = 9] 9]
Dwergenaa(F) = an +—F + 57

dy
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Figura 109. Divergencia de los campos vectoriales a) flujo de air de
Rotacional(F)

salida b) flujo de aire de entrada. Fuente: (Camacho Garcia, 2014).
Existe también otro valor que es posible calcular de los campos vectoriales y este es el

Rotacional de un campo vectorial. Estos valores se expresan como vectores, por lo que rotacional

campo vectorial y que tanto se estd abriendo una zona respecto a otra.

de un campo vectorial es una funci
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Figura 110. Rotacional de un campo vectorial. Fuente: (Camacho
Garcia, 2014).

Existe una manera de diferenciar cada operador ya sea gradiente, divergencia o rotacional,
utilizando el operador Nabla el cual permite hacer una distincion de cada valor que se desea

obtener.

El operador Nabla V es un vector, en el que la magnitud de cada eje es la derivada parcial

con respecto a cada eje como se expresa a continuacion.

Cuando se refiere al gradiente de una funcidon o un campo escalar, el operador nabla
unicamente multiplica a la funcion, por ello es que se obtiene un campo vectorial al calcular el

gradiente de un campo escalar.

_ o 9 9
gradiente(f) = Vf = —(f)i +@(f)1 +5 Nk

Cuando se refiere a la divergencia del campo vectorial, se realiza el producto escalar o
producto punto entre el vector del operador Nabla y el vector del campo vectorial. Es por ello que
el resultado es un campo escalar, ya que el resultado de un producto escalar entre dos vectores es

un escalar.
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0
—F

aF+
Y 0z

. = = a
Dwergente(F) =V-F=—F, + 5

0x

También es posible expresar el rotacional de un campo vectorial en términos del operador
Nabla y esto se logra obteniendo el producto vectorial o producto cruz entre el vector del operador
Nabla y el vector del campo vectorial. Esto permite comprobar que efectivamente el resultado de
obtener el rotacional de un campo vectorial es otro campo vectorial. Ya que cuando se obtiene el

producto vectorial entre vectores se obtiene como resultado otro vector.

. 5 S 0 0 . 0 . 0 0 -
Rotaaonal(F) = VXF = (—@Fy + an) I+ (—Fx - —FZ>] + (—an +—Fy> k

Continuando entonces con la ley de Darcy en un medio tridimensional, el flujo puede

generalizarse para las tres direcciones de la siguiente manera:

dh

Uy = —kxa
dh

Uy = —ky@
__, 0
vZ - VA aZ

En donde vy, vy, v, son las componentes de un vector de velocidad del flujo en las
direcciones x,y, z, asi como las constantes k,, k,,, k,, representan la conductividad hidraulica en

las direcciones x,y, z.

(Oh oh. . oh.
*Pxt yay] “ 0z

>
v

Que pasaria entonces si las direcciones x, y, z, tienen distintas constantes de conductividad
hidrulica y a su vez también las direcciones xy, yz, xz, entonces la generalizacién mas completa

para el caso tridimensional seria de la siguiente forma.
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dh oh oh
vxz_kxxax_ xyay_ xz'5,
dh dh doh
o= kg R gy ke
doh oh dh
1Jz:_zxax_kzyay_ 2z,

Por lo que es posible expresarlo de la siguiente manera.

Uy kxx kxy kxz ah/ax
[vy] = —|kyx kyy ky;[|0R/Dy
Uy K,y kzy k,,|LOh/0z

A la matriz de la conductividad hidraulica se le conoce como tensor, por lo que la expresion

también puede expresarse de la siguiente manera:

<

= —KVh

En donde K, es un tensor de conductividad hidraulica, el termino Vh, es el gradiente de la

cota piezometrica h y v, es el vector de velocidad.

Para lo que se refiere a esta guia, no se hablara en posteriores capitulos de conceptos de
calculo tensorial, pero se sugiere al lector investigar acerca de este tema puesto que tiene relacion

al método de elementos finitos en modelos més avanzados.
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4.1.1. Definicién de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales

Sea la funcion y = ¢(x), dentro del dominio Q una solucion real, la cual describe una

. . , sen ., d , . .y
particularidad de un fendmeno en especifico, sea la funcion d—i = ¢’(x), la descripcion de otra

2
particularidad del fendmeno y sea ZTZ = ¢"’(x), otra funcién que describe otra particularidad del

fendmeno, asi como cada una de las funciones resultantes de derivar la funcién anterior
sucesivamente. Cada una de estas funciones describe particularidades del fenémeno, pero existe
una ecuacion que describe el fendmeno como tal. A las ecuaciones que describen el fenémeno,
relacionando cada una de las funciones de particularidades mencionadas anteriormente se le

conocen como ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales estan constituidas por varias funciones de las particularidades.
Al expresar un fendmeno como una ecuacion diferencial es posible encontrar la ecuacion principal
general o solucion real y = ¢(x). Esta ecuacion principal general describe una particularidad del
fendmeno, al derivarla es posible encontrar otras particularidades del mismo fenémeno. Para una
misma ecuacion diferencial es posible encontrar maltiples soluciones. Para acotar la solucion de
un fendmeno general a un fendmeno unico, es necesario conocer algunos valores iniciales de las

particularidades, de ahora en adelante llamados condiciones iniciales o condiciones de contorno.

Las ecuaciones diferenciales pueden ser resueltas utilizando métodos analiticos, métodos
experimentales y métodos numéricos. Los métodos analiticos son métodos exactos, los cuales son
laboriosos con forme se describen fendmenos complejos. EI método experimental permite validar
la solucion de la ecuacién diferencial propuesta para describir un fendémeno. Los métodos
numéricos son métodos aproximados, los cuales permiten encontrar la solucion mediante el uso de
sistemas matriciales, los cuales se basan en una cantidad de funciones en las que se divide la

funcion solucion real y = ¢(x) = ¢ (x).
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A continuacion se presenta un mapa general de las ecuaciones diferenciales segun lo descrito

anteriormente.

Analitica

H Ecc. Solucié -
Fenomeno Diferencial =
g g ari Método de Sol - =
he §. elementos finitos Aproximada y=¢ x)= ¢
dny dmy d
RO 5 — & =
20 5+ P®) g+ FRIO—= +B00 Y =90)

Sol. -
General
dy _ .

a7y - . ,
we- ™ Ecuacion de Poisson ‘
i a"y_ n
2= 97X

dx

Particularidades
del fendémeno

Deflexion de vigas

Circuitos en serie

—{ Cuerpos en caida y resistencia del aire

—{ Transferencia de calor ‘
—{ Sistemas vibratorios ‘

Otros fenémenos

f

Figura 111. Mapa general de la resolucion de ecuaciones diferenciales por el MEF.
Fuente: El Autor.
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4.1.2. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

A modo de ejemplo, se utilizara el fendmeno de un sistema vibratorio de masa resorte de
movimiento libre amortiguado clasico. El proposito de citar este fendmeno es con la intencién de
mostrar como se arma la ecuacion diferencia que describe el fenémeno y luego encontrar cada una
de las funciones que describen las particularidades que son parte del fendmeno. Estas
particularidades para este caso en particular son el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion

de la masa.

El sistema sera representado por la siguiente figura el cual se analizara de manera ideal.

—— X=x2 — — X=x2
—— ¥ M — — X=0

— — X=xi

—— ¥=x1

Figura 112. Sistema vibratorio libre amortiguado. Fuente: (G. Zill,
2009, pag. 186).

El fendmeno como tal consiste en que la masa al aplicarse una fuerza perturbadora en un solo
instante, esta se desplazara entre las fronteras de x1 y x2, la cual llegara al reposo ubicandose
nuevamente en X = 0 en un intervalo de tiempo t. La masa como tal tendra una aceleracion, una
velocidad y un desplazamiento los cuales cambiaran con el tiempo. Para poder encontrar la funcion
de desplazamiento en funcion del tiempo, entonces es necesario crear una ecuacion que describa el
comportamiento de la masa en la que se relacione la velocidad, la aceleracion y el desplazamiento

los cuales son particularidades del fendmeno.

Para ello entonces se utilizara la segunda ley de Newton. La segunda ley dice que la sumatoria

de las fuerzas que interactian con la masa de un objeto es igual a la masa del objeto por la
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aceleracion que posea el objeto. Entonces se inicia estableciendo en la ecuacion que la masa por
la aceleracion del objeto es igual a las fuerzas que interactdan con la masa, como lo son la fuerza
del resorte y la fuerza de empuje del fluido viscoso el cual esta actuando como un sistema de

amortiguamiento. La primera ecuacion entonces se puede expresar como sigue a continuacion.
Ma = —kx — Cv

En donde a, es la aceleracion de la masa M, k es la rigidez del resorte, x es la variable del

desplazamiento, C es un constante de amortiguamiento y v es la velocidad de la masa.

La aceleracion es la segunda derivada de la funcion del desplazamiento asi como la velocidad
es la primera derivada de la funcion del desplazamiento, por lo que es posible sustituir cada una de

estas variables por un operador diferencial de la variable x.
MXx = —kx — Cx

Ya que la funcion del desplazamiento x = f(t), es una funcion del tiempo entonces los
operadores diferenciales de x, se pueden expresar de la forma general y al igualar la funcién a cero
entonces es posible re-escribirla como se muestra a continuacion:

2 dx

de+k +C—=0
dez T dt

Esta ecuacion diferencial corresponde a una ecuacion diferencial de segundo orden.

Asi como este ejemplo existen muchos otros fenémenos en los que es posible armar la

ecuacion diferencial que describa el fendmeno, haciendo uso de las particularidades del fenémeno.
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4.1.2.1. Ecuacion de Poisson

La ecuacion de Poisson es un modelo de ecuacion diferencial, el cual describe multiples

fendomenos, la forma general de escribir la ecuacion es la siguiente.

d? )
En 1D k%0 =0
dx?
d?¢ d?¢
—_— _— = . 2 =
En 2D kdx2+kdy2+Q(x,y) 0y k-Vp+Q=0
d? d? d?
En 3D k ¢+k ¢+k ¢+Q(x,y,z)=0j

dx? dy? dz?

Algunos de los fendbmenos que se describen por medio de la ecuacion de Poisson son los

siguientes:

o Deflexion de vigas.

El d’y M =0
dxz (X) -

En donde y, es la deflexion de la viga, EI es la inercia multiplicada por el médulo de

elasticidad de la viga y M (x), es la funcién de momento.

o Deformacion axial con carga distribuida.

d?u
EA ﬁ - B(X) =0
En donde u, es el desplazamiento en x, EA, es el modulo de elasticidad por el area de

la seccion transversal de la viga y B(x), es la carga distribuida axial.

o Distribucion de la temperatura sobre una barra.

d?¢
k=2~ Q=0
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4.1.3.

En dénde ¢, es la temperatura, k es un coeficiente de conductividad térmicay Q(x)

es la funcion de aportacion de calor a la barra.

. Circuitos en serie.

Ldzq E(t)=0
dt? () =

En donde L, coeficiente de inductancia, g es la carga eléctricay E(t) es la funcion del

voltaje suministrado.
o Filtracion en un medio poroso.

d?P
KW—Q(JC) =0

En donde k, coeficiente de conductividad hidraulica, P es la altura piezométrica, la

., . d?p . .
funcion Q(x), es la fuente de agua o sumidero y —o20 €S el cambio de velocidad de

filtracion.

Métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales de segundo grado

Tal y como se explico en la seccion anterior existen diferentes modelos de ecuaciones

diferenciales para describir distintos fendmenos, asi como existen diferentes modelos, existen

diferentes métodos analiticos para resolver las ecuaciones diferenciales.

Ya que el modelo que se utilizé 4.2.1., se refiere a un sistema vibratorio libre amortiguado

de segundo orden. Lo primero que se hara sera clasificar la ecuacion diferencial.

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales y sus métodos de resolucion.

Ecuacion diferencial lineal homogénea de primer orden.
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000 2+ @)y = 0
Los métodos para resolver estas ecuaciones son los siguientes:
v Variables separables
v" Ecuaciones exactas

v" Soluciones por sustitucion

Ecuacion diferencial lineal no homogénea de primer orden.

d
@ () 2+ a(X)y = g(x)

Los métodos para resolver estas ecuaciones son los siguientes:

v Variacion de parametros con ecuaciones de primer orden.

Ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes de segundo orden.
2

y dy
a1(x)@ + az(x)a +asz(x)y =0
En donde a, (x), a,(x), a;(x) son constantes.
Los métodos para resolver estas ecuaciones son los siguientes:

v Ecuacién auxiliar con tres posibles casos.
m?2+am+b=0

Ecuacion diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes de segundo
orden.
2
(0 T2+ 0,0 2 + a3y = g()

En donde a, (x), a,(x), a3 (x) son constantes y g(x) # 0.

Los métodos para resolver estas ecuaciones son los siguientes:

v Coeficientes indeterminados: Método de superposicion. Este método solo es
posible usarlo cuando la funcion g(x), es una funcién polinomial, funcion
trigonométrica de seno y coseno, exponencial o una multiplicacion o suma de
ellas. La solucién general de la ecuacién diferencial es la suma de la solucion

homogénea y de la solucién particular encontrada por este método.



168

v Coeficientes indeterminados: Método del anulador. Este método solo es posible
usarlo cuando la funcion g(x), es una funcion polinomial, funcion
trigonometrica de seno y coseno solamente, exponencial o una multiplicacion o
suma de ellas. La solucion general de la ecuacion diferencial es la suma de la

solucion homogénea y de la solucidn particular encontrada por este método.

v" Variacion de parametros: este método utiliza el Wronskiano de la solucién
homogénea. La ventaja de este método es que la funcion g(x), puede ser
cualquiera. La solucién general de la ecuacion diferencial es la suma de la
solucién homogénea y de la solucién particular encontrada por este método. El
Wronskiano se utiliza para verificar que no existan un conjunto de constantes que

conviertan en cero la solucion general de la ecuacion diferencial.

Ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes variables de segundo orden.
n _Tl + n-1 T + + _: + =0
a,x ay_1X et aqx a
odxn n-l dxn—1 M dx oY

En donde a,, a,-1,a;,a, son constantes y x esta elevado a la misma potencia del

orden del diferencial.
Los métodos para resolver estas ecuaciones son los siguientes:
v Ecuacién de Cauchy y Euler. Existen tres casos, ya que se utiliza una ecuacién

auxiliar cuadratica.

Ecuacidn diferencial lineal de orden superior con coeficientes variables.

dny ~ dn—ly dy
X" Uy X e e b A =+ agy = g (%)

En donde a,, a,—4, a4, ay son constantes, la funcion g(x) # 0 y x esta elevado a la

misma potencia del orden del diferencial.
Los métodos para resolver estas ecuaciones son los siguientes:
v’ Ecuacion de Cauchy y Euler combinada con variacion de parametros. La solucion

de la ecuacion diferencial homogénea se obtiene por el método de Cauchy y Euler
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y la solucion de las ecuaciones particulares se obtienen a partir del método de

variacion de parametros.
e Ecuacion diferencial no lineal de orden superior.

Para estas ecuaciones se utilizan métodos aproximados como las series de Taylor,

entre otros métodos de los cuales no se abordaran en la presente guia.

Con esta breve descripcion de la clasificacion de las ecuaciones diferenciales y su método de
resolucién entonces se procedera a clasificar la ecuacion e identificar el método por el cual se

resolvera.

La ecuacion diferencial que describe el fendmeno de la seccion 4.1.2., esta definida como
una “Ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes de segundo orden”.
d?x

M e =0
dt2 dr T

La ecuacion diferencial es homogénea debido a que la fuerza o deformacion que se le aplica
al inicio no es sostenida ni tiene una funcion, si no es instantanea y posterior a ello el sistema se
estabiliza de manera natural. En el caso del fendmeno que se estd analizando se dice que la
vibracion es libre, debido a que se le aplica la deformacién en un instante. En el caso que la
vibracion fuera forzada entonces deberia existir una fuerza sostenida en funcion del tiempo. Si este
fuera el caso entonces se resolveria como si no existiera la fuerza sostenida F(t), y a la solucion

se le sumaria una solucion particular que sea debida a la fuerza sostenida F (t).

2

d“x dx
M—+kx+C—

dt? dt F©)=0

. .o . . k . - Cc
Si se divide lamasa de la ecuacion y se sustituye w? = o 8si como también 2n = o entonces

se obtiene la siguiente ecuacion.
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d?x dx

2z T

+w?x=F(t)=0
En donde w, es la frecuencia natural y 27 es una constante por conveniencia.

Escrita de esta forma la ecuacion diferencial se resolvera utilizando el método de la ecuacion

auxiliar y se identificara el caso al que corresponde la solucion.

4.1.3.1. Método de la ecuacion auxiliar

Ecuaciones lineales Homogéneas con coeficientes constantes (G. Zill, 2009, pag. 133).

d2x+2 dx+ 2Zx=F({t)=0
dez TN T T -

Cuando 27, w son constantes y la funcion F(t) = 0, quedando de la forma.
y'+ay +b=0
Donde a y b son constantes.

Para resolver la ecuacion se debe transformar la ecuacion diferencial en una ecuacion

cuadrética y resolverla, para ello se utiliza el grado del diferencial como un exponente.

d%x
Fro
dx_
ac "
x=1

m?+2nm+ w? =0
Las dos soluciones de la ecuacion cuadratica son:
my = =1 —yn? - w?
_77 + /772 —_— wz

La solucién depende de los valores dentro de la raiz.

m;
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CASO #1

Si la suma de los factores dentro de la raiz es mayora 1, n? — w? > 0, se le conoce al sistema

como sobre amortiguado, entonces la solucion de la ecuacion diferencial es la siguiente.
x(t) = cre™t + ¢ e™2t
x(t) =eM (cle M-t 4 ocoe” nz—wzt)
CASO #2

Si la suma de los factores dentro de la raiz es igual a cero, n? — w? = 0, se le conoce al
sistema como criticamente amortiguado, entonces la solucion de la ecuacion diferencial es la

siguiente.
x(t) = cie™t + cyte™2t
x(t) = e M (cq + cyt)
CASO #3

Si la suma de los factores dentro de la raiz es menor a cero, n? — w? < 0, se le conoce al

sistema como sub amortiguado, entonces la solucion de la ecuacion diferencial es la siguiente.

Como las raices son imaginarias entonces.

x(t)=e™M (clsin(\/w2 —1n?t) + cycos(y/ w? — nzt))

En la forma alternativa;

x(t) = Ae Mt (sin(w/(u2 —-n%t+ Q)))

En donde A, es laamplitud y @, es el Angulo de desfase, cada una de estas variables se obtiene

de c; Y ¢y, de la siguiente manera (G. Zill, 2009, pags. 186-189).

A= T e

tan(@) = 2

C2
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4.1.4. Ejemplo de la solucion exacta de una ecuacion diferencial

A continuacion se analizara el fendbmeno con valores tal y como se muestra en la siguiente

K=60N/cm % K=60N/cm

X=0 L — X=0
M= 20 kg - ——— X=x1=5¢cm
M= 20 kg

C=9.91N s/cm C=9.91Ns/ecm
a) b)

Figura 113. Sistema vibratorio libre amortiguado. a) Estado en reposo
de la masa. b) Desplazamiento de la masa por una fuerza externa en un
instante de tiempo. Fuente: El Autor.

figura.

La ecuacion diferencial inicial se arma tal y como se explica en la seccion 4.1.2.

MEE e =0
dt? dr T

Si se divide la ecuacion dentro de la masa entonces puede reescribirse de la siguiente manera.

En donde,

k 60—~  3m 100cm 300
*k




C
anﬁz 20kg ~ sZcm Im

49.55
N =——=24775

Sustituyendo los valores en la ecuacion anterior.

d*x + 2(24.775) L (300)x = 0
dt? ' dt (300)x =

X"+ 2(24.775) x" + (300)x = 0

s
991N — _04955ms 100cm _ 49.55

S
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Utilizando el método de la ecuacion auxiliar, en la que la ecuacion diferencial se transforma

en una ecuacion de segundo grado tal y como se muestra a continuacion.

m? + 2(24.775)m + (300) = 0

A continuacion se deben hallar las dos soluciones de la ecuacién de segundo grado.

my = —& —JE2 — w? = —24.775 — \/24.7752 — 300 = —42.4894
my, = —& + /&% — w? = —24.775 +/24.775% — 300 = —7.0605

El resultado corresponde al Caso #1.

X(t) — Clemlt + Czemzt — Cle—42.4894t + Cze—7.0605t

— 2_,y2 - 2_,)2 - 2_ — 2
x(t) = e~§t (Cle‘/f W 4 e JE2—w t) _ p-24775t (cle‘/24'775 300t 4 ¢,e V24.775 300t)

Las particularidades del fendmeno son las derivadas de la funcion.

x(t) = ¢ e 424894t 4 (770605t 5 x(t) desplazamiento de la masa

dx
e —42.4894C, e~ 424894 — 7,0605C,e 70605 -

dx
I velocidad de la masa
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d®x 2, ,—42.4894t 2, ,—7.0605t d*x Y
i 42.4894“Cie + 7.0605“C,e™" - Tl aceleracion de la masa

Las condiciones iniciales del fendmeno son las siguientes.

t=0 > — =0
~a

Al sustituir las condiciones iniciales en la ecuacion x(t), entonces es posible encontrar las

constantes Cy, Cs.

x(0) = Cle—42.4894(0) + Cze—7.0605(0) =5=0C, +C,

X
i —42.4894(, e ~*2:4894(0) _ 7,0605C,e~70605(0) = 0 = —42.4894C, — 7.0605C,
5] _ [ 1 1 ] 61]

0] 7 1-42.4894 —7.0605![C,

[Cl] _ [—0.199288 —0.02822] [5] _ [—0.999643
C, 1.19928 0.02822 110 5.995432

La ecuacion entonces quedaria de la siguiente manera.

x(t) = —0.999643¢~4248%94(1) 4 5995432¢~7:0605(t)
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La grafica de la funcion es la siguiente.

Ocm)
T y T T T T T T T T T
OSeg 0.05Seg 0.1Seg 0.155eg 0.25eg 0.25Seg 0.3Seg 0.355eg 0.4Seg 0.455eg 0.55eg 0.555eg

Figura 114. Grafica de la solucion de la ecuacion diferencial.
Fuente: El Autor.

4.1.5. Introduccion a los metodos aproximados de las ecuaciones diferenciales MDF.

En la seccidn anterior se plante6 una ecuacion diferencial a la cual se le encontro la solucion
real de dicha ecuacién. En esta seccion se introducira a la solucion de ecuaciones diferenciales con

un método aproximado en particular.

El método que se analizara con el que se pretende dar una introduccion a el método de
elementos finitos para la resolucion de ecuaciones diferenciales es el Método de las Diferencias
Finitas. Para el fin de esta guia el método solo se desarrollara dando una breve explicacion de como
se utiliza, pero se invita al lector a que pueda investigar el desarrollo analitico de dicho método.
Con este método se pretende encontrar la gréfica solucién a una ecuacion diferencial planteada y
dicha grafica se comparara con la gréfica de la solucidn exacta. Es importante resaltar que para
utilizar este método es necesario conocer el dominio €, en el que se desea graficar la solucion de
la ecuacion diferencial y también es necesario conocer la imagen de la funcion en los limites de

dicho intervalo.
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El método de las diferencias finitas utiliza funciones lineales que relacionan las derivadas de

una funcién con dichas funciones lineales de la siguiente manera:

6_y _ Yi+1 — YVi-1
0x 2Ax

0%y _ ¥i-1—2yi+Yin
Ox? Ax?

Yy =DYi
En dénde Ax, representa el paso o el tamafio del intervalo el cual sera constante, i representa
la cantidad de intervalos en los que se dividira el dominio, y; representa la imagen de la funcién en

el valor de la coordenada R;, esto se entiende mejor si se dibuja un dominio [0,R], tal y como se

muestra en la siguiente imagen.

Dominio Q [0O,R]

Figura 115. Ejemplificacion del dominio de una funcion
aplicado al Método de las diferencias finitas. Fuente: El Autor.

Con esta descripcion del método entonces se procedera a encontrar la gréafica de la solucion

de una ecuacion diferencial.

Sea la siguiente ecuacion diferencial la que describa un fenémeno en especifico.
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x” —6x + 5x = t? + 5cos(t)
Las condiciones de contorno e iniciales corresponden a los siguientes valores.
t=0 - x=0
t=5 - x=06.874

El método consiste entonces en sustituir los diferenciales por las ecuaciones lineales

mostradas anteriormente tal y como se muestra a continuacion.

a_x _ Xit1 — Xj—1

ot 2At

0%x  xj_q — 2x; + Xj41

ot2 At?

X = X
x” — 6x" + 5x = t% + 5cos(t)

Sustituyendo en la ecuacion diferencial.

Xi-1 = 2X; + Xiy1 p (xi+1 — Xi—1

— 42
A2 oA ) + 5x; = t* + 5cos(t)

Posterior a esto se debe establecer el tamafio de paso y la cantidad de intervalos, para el
proposito de no hacer tan tediosa la demostracion se procedera a dejar un paso igual a un medio

At = 0.5 y la cantidad de diez intervalos i = 10.
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Dominio Q [0,3]
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8 i=9 i=10

Py

A A, A A A SR A SR A

0.

Jos o Jos]

/
|
|
5 2 25 3 35 4 45 5
Figura 116. Dominio de la ecuacion diferencial a desarrollar. Fuente: El Autor.

\

\
5 1
O'SJ,O'S

A continuacion se procede a sustituir el valor de paso e intervalo en la funcion transformada

tal y como se realiza a continuacion.

Xi—1 = 2X; + Xj4q Xiy1 — Xi-1 o
A2 — 6( AL ) + 5x; = t“ + 5cos(t)
Xi—1 = 2X; + Xjp1 — 3(A) (X401 — Xi—1) + 5x;(At?) = (t* + 5 cos(t))(At?)

(1 +3(A8))x;_q + (5(At2) — 2)x; + (1 — 3(At))x;41 = (t% + 5 cos(t))(At?)
Valores iniciales

t=5seg x0=6.874cm
Intervalo #1
i=1 t=05 At=05
(1 +3(0.5))x1-1 + (5(0.5%) — 2)x; + (1 — 3(0.5))x141 = (0.52 + 5 c0s(0.5))(0.5%)

Z.Sxo - 0.75x1 - O.SXZ = 1.1594‘
—0.75x1 — O.S.XZ = 1.1594
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Intervalo #2

i=2 t=1 At=05
(14 3(0.5))xy-1 + (5(0.52) — 2)x, + (1 — 3(0.5))x241 = (12 + 5 cos(1))(0.5?)

2.5%; — 0.75x, — 0.5x3 = 0.92537

Intervalo #3

i=3 t=15 At=05
(1 +3(0.5))x3_1 + (5(0.5%) — 2)x3 + (1 — 3(0.5))x341 = (1.5% + 5 cos(1.5))(0.5%)

2.5x, — 0.75x3 — 0.5x, = 0.6509215

Intervalo #4
i=4 t=2 At=05
(1 +3(0.5))x4-1 + (5(0.5%) — 2)x4 + (1 — 3(0.5))x411 = (2% + 5 cos(2))(0.5%)

2.5x3 — 0.75x, — 0.5x5 = 0.47981

Intervalo #5
i=5 t=25 At=05
(1 +3(0.5))xs5_1 + (5(0.5%) — 2)x5 + (1 — 3(0.5))x541 = (2.5% + 5 c0s(2.5))(0.5%)

2.5x, — 0.75x5 — 0.5x¢ = 0.561070

Intervalo #6
i=6 t=3 At=05
(14 3(0.5))xg-1 + (5(0.52) — 2)xg + (1 — 3(0.5))x6+1 = (3% + 5 cos(3))(0.5?)

2.5x5 — 0.75x¢ — 0.5x, = 1.01250
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Intervalo #7
i=7 t=35 At=05
(1 +3(0.5))x7_1 + (5(0.5%) — 2)x; + (1 — 3(0.5))x741 = (3.52 + 5c0s(3.5))(0.52)

2.5% — 0.75x, — 0.5xg = 1.89192

Intervalo #8
i=8 t=4 At=05
(1 +3(0.5))xg_1 + (5(0.5%) — 2)xg + (1 — 3(0.5))xg41 = (4% + 5cos(4))(0.5%)

2.5x, — 0.75xg — 0.5x9 = 3.182945

Intervalo #9
i=9 t=45 At=05
(143(0.5))x9_1 + (5(0.52) — 2)xg + (1 — 3(0.5))x941 = (4.5% + 5 cos(4.5))(0.5%)

2.5xg — 0.75x9 — 0.5x19 = 4.799005
X109 = 6.874
2.5xg — 0.75x9 = 4.799005 + 0.5(6.874)
2.5xg — 0.75x9 = 8.236005

Compendio de las ecuaciones.

—0.75x; — 0.5x, = 1.1594
2.5x; —0.75x, — 0.5x3 = 0.92537
2.5x, — 0.75x3 — 0.5x, = 0.6509215
2.5x3 — 0.75x, — 0.5x5 = 0.47981
2.5x4 — 0.75x5 — 0.5x¢ = 0.561070
2.5x5 — 0.75x¢ — 0.5x; = 1.01250



x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9

2.5% — 0.75x, — 0.5xg = 1.89192

2.5x, — 0.75xg — 0.5x¢ = 3.182945

2.5xg — 0.75x9 = 8.236005

Trasladado a un sistema matricial.

0,925378
0,650922
0,479816
0,561070
1,012509
1,891929
3,182945

| 8236005 |

1,159478 |

Resolver para los valores de x.

-0,646
-1,031
-1,68349
-2,62978
-4,47277
-6,43974
-12,7042
-13,1423

| -43,8078

x1 X2 x3 x4 x5 X6 x7
-0,75 -0,5 0 0 0 0
2,5 -0,75 -0,5 0 0 0 0
0 2,5 -0,75 -0,5 0 0 0
0 0 2,5 -0,75 -0,5 0 0
0 0 0 2,5 -0,75 -0,5 0
0 0 0 0 2,5 -0,75 -0,5
0 0 0 0 0 2,5 -0,75
0 0 0 0 0 0 2,5
0 0 0 0 0 0 0
0,2062 -0,06734 0,021038 -0,00716 0,002061 -0,00081
-0,3093 0,101009 -0,03156 0,010735 -0,00309 0,00122
-0,50505 -0,48821 0,152527 -0,05188 0,01494 -0,00589
-0,78893 -0,76264 -0,38658 0,131499 -0,03787 0,01494
-1,34183 -1,2971 -0,6575 -0,45667 0,131499 -0,05188
-1,93192 -1,86752 -0,94664 -0,6575 -0,38658 0,152527
-3,81127 -3,68423 -1,86752 -1,2971 -0,76264 -0,48821
-3,9427 -3,81127 -1,93192 -1,34183 -0,78893 -0,50505
-13,1423 -12,7042 -6,43974 -4,47277 -2,62978 -1,68349
x1 -0,595801
x2 -1,425255
x3 -2,691880
x4 -4,390296
X5 = -7,833587
x6 -11,323242
x7 -24,208091
x8 -24,087933
X9 -91,274449

O O O o o

0
0,5

-0,75
2,5

0,000168
-0,00025
0,00122
-0,00309
0,010735
-0,03156
0,101009
-0,3093
-1,031

O O O o oo

0
0,5
-0,75

-0,00011
0,000168
-0,00081
0,002061
-0,00716
0,021038
-0,06734
0,2062

0646 |

| 8236005 |
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x1
X2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9

1,159478
0,925378
0,650922
0,479816
0,561070
1,012509
1,891929
3,182945
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Se debe recordar que estos son puntos de la gréfica.

Rl 05 x1 -0,595801
R2 1 x2  -1,425255
R3 15 x3 -2,691880
R4 2 x4  -4,390296
R5 2,5 x5 -7,833587
R6 3 x6 -11,323242
R7 3,5 x7 -24,208091
R8 4 x8 -24,087933
RO 45 x9 -91,274449

La gréafica entonces quedaria de la siguiente forma.

20

sen(x) — cos(x)

o

il 586

-20

o] =10

Sol Real

-G0

-80

[0}

Figura 117. Grafica de la ecuacion solucion comparada con la grafica de la
solucién aproximada de diez intervalos. Fuente: El Autor.
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Con un paso de At = 0.1 y cincuenta intervalos la aproximacion es la siguiente.

20

sen{x) — cos{x)

il 58 [}

-20

[0}

Figura 118. Gréfica de la ecuacion solucion comparada con la gréfica de la
solucion aproximada de cincuenta intervalos. Fuente: El Autor.

4.1.6. Aproximacion de una funcién a una serie.

A continuacion se hard un breve repaso de la aproximacion de funciones a una serie. Para
ello se utilizara la serie de Taylor y la serie de Fourier, la funcion que se utilizara sera la funcion

solucion de la ecuacion diferencial de la seccién anterior.

Sea la funcién f(x), una funcidn solucidn de la ecuacion diferencial de la seccion 4.1.5.
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137.5
(7.2 1019)

f&x) =

i _ 2 2 i _
e5% _ (0.88e* + [5 sin(x)—25cos(x)  25x +10x+2] e5% 4+ [x +2x+2 _ 5sin(x) 5cos(x)] o

104 500 4 8

La funcion anterior entonces se expresara en forma de seria polinomial y posteriormente en
una funcion trigonométrica. Ya que el propdsito de esta guia es la explicacién del Método de
Elementos Finitos, no se desarrollara el proceso numérico de la obtencion de la ecuaciones de serie
polinomial y trigonométrica, sino simplemente se graficaran los resultados, se sugiere al lector
repasar estos métodos de transformacion de una funcion en funciones de serie. Es importante
resaltar que estos métodos no se estan usando para resolver la ecuacion diferencial en este

momento, sino es para graficar una funcion ya existente en un intervalo definido.

La funcion anterior se ha derivado hasta el décimo cuarto orden. El intervalo sera entre cero
y el valor cinco Q [0,5]. El valor de punto fijo que se utilizard serd Pf(2.5,—10.527477). La
longitud del intervalo es de 2L = 5. Con estos valores entonces primero se encontrara la serie de

Taylor, la cual es una serie polinomial.

Expresion de la serie polinomial de Taylor.

14 (l)
Tn=14[f(x)’ Xo = 2.5] = B(x) = Zfl-—(,x())(x - xo)i
i=0 '

Los valores de las derivadas en el punto fijo son los siguientes.

F©(2.5) = —10.527477
F®(2.5) = —10.77158291
F®(2.5) = —10.71043352
F®(2.5) = —10.75090176
F®(2.5) = —10.17724623

£ (2.5) = —9.418552365
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F(©(2.5) = —2.619594072
F?M(2.5) = 29.70948127
£®(2.5) = 188.3087007
FO(2.5) = 992.4171142
£U9(2.5) = 4985.349285
FAV(2.5) = 25053.35789
FU2(2.5) = 124846.4372
FU3(2.5) = 626814.6652

F£a9(2.5) = 3120813.603

Sustituyendo los valores en la serie.

—10.527477 —10.77158291 —10.71043352
P,(x) —07(3(— 2.5)0 + f(x—z.S)1 +#(x—2.5)2
—10.75090176 —10.17724623
+—u—x-25P+———(x—-25)"
3! 4!
—9.418552365 —2.619594072 29.70948127
+—(x—25)5+——(x—25)° + 7( —2.5)7
5! 6! 7!
188.3087007 992.4171142 4985.349285
+—(x—-25)8+—-——(x—25)°+ —(x —2.5)10
8! 9! 10!
25053 35789 124846.4372 626814.6652
i SV 1y AR 12 2200 RDPIA 13
BT (x—2.5) 71 (x—2.5) T (x—2.5)
3120813.603
T(X —25"

A continuacion se presenta la gréfica real de la funcidén conjuntamente con las graficas de la

serie para un nivel de resoluciéon de i = 3,8, 14.
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45 5 | 55

25 3
|
|

(2.5,-10.52)
|

-100

=120

-160

Figura 119. Gréfica de la ecuacion real comparada con las graficas de las
funciones polinomiales de resolucién i = 3,8, 14. Fuente: El Autor.

Expresion de la serie trigopnométrica de Fourier.

14
Th=14lf (x), x, = 2.5] = P,(x) = % + E(an cos(nx) + b,, sin(nx))
n=1

5
a = zf £(x) dx = —40.38030052
L 0
2 5
f [F () 1(cos(nx)) dx
0

an=z

2 (5 _
bu=7 fo [FG0) I(sin(nx)) dx



Se debe integrar para cada valor de n que se ha elegido.

a, = 18.90964066

a;

as

Ay

as

Qg

az

ag

10.27821220

—9.136067848

—4.804228044

= 4.083196644

Qg =

3.518966049

—1.498273028

—2.624596719

0.1273759380

a0 = 1.830661476

agy

a2

a3

A14

0.602801024

—1.075705156

—0.8781915660

0.4447529132

S
_
Il

21.76582162
b, = —13.80963260
b; = —6.345839280
b, = 6.154609660
bs = 4.055023564
be = —2.579149525
b, = —3.047863620
bg = 0.7143753588
by = 2.226776983

= 0.3066953161

S
=
)

|

by, = —1.440561252

by, = —0.7838197940

0.7442529552

S
[y
w

I

b,, = 0.9033846148

Entonces la funcién equivalente queda de la siguiente manera.

14
Qo .

B,(x) =—=+ ) (aycos(nx) + b, sin(nx))
2 ;

187
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P,(x) = —40.38030052(0.5) + 18.90964066 cos(x) + 21.76582162sin(x)
+ 18.90964066 cos(2x) + 21.76582162sin(2x) + 18.90964066 cos(3x)
+ 21.76582162sin(3x) + 18.90964066 cos(4x) + 21.76582162sin(4x)
+ 18.90964066 cos(5x) + 21.76582162sin(5x) + 18.90964066 cos(6x)
+ 21.76582162sin(6x) + 18.90964066 cos(7x) + 21.76582162sin(7x)
+ 18.90964066 cos(8x) + 21.76582162sin(8x) + 18.90964066 cos(9x)
+ 21.76582162sin(9x) + 18.90964066 cos(10x) + 21.76582162sin(10x)
+ 18.90964066 cos(11x) + 21.76582162sin(11x) + 18.90964066 cos(12x)
+ 21.76582162sin(12x) + 18.90964066 cos(13x) + 21.76582162sin(13x)
+ 18.90964066 cos(14x) + 21.76582162sin(14x)

A continuacion se presenta la grafica real de la funcion conjuntamente con las gréaficas de la

serie para un nivel de resolucién de i = 3, 8, 14.

B0

20

(2.5,-10.527

=20

i=14

-@0

-80

Figura 120. Gréfica de la ecuacion real comparada con las graficas de las funciones trigonométricas de resolucién
i = 3,8,14. Fuente: El Autor.
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De la misma manera que es posible expresar una funcion en una serie polinomial y
trigonométrica, también es posible expresar una funcidn en una serie logaritmica, pero de esto no
se hara un ejemplo si no basta con decir que sigue un proceso similar al de las series anteriores, se

sugiere al lector investigar sobre este tema.

4.1.7. Funciones ortogonales.

Antes de comenzar a tratar el tema de funciones ortogonales como tal se debe recordar
algunos conceptos de vectores. Como se menciond en la seccion 4.1., cuando se desarroll6 el tema
de la Ley de Darcy, para explicar el uso del operador Nabla, se hizo mencién que el producto

escalar entre dos funciones vectoriales da como resultado una funcién escalar.
Ahora se explicara con un ejemplo de repaso pero utilizando dos vectores.

Sea el vector < u >yel < v >, dos vectores en tres dimensiones. Hallar el producto escalar

entre los dos vectores.

— N

U v =< 4i,5], -1k >< 0, —2f, 4k >
El producto escalar es la suma aritmética de la multiplicacion de las componentes.
uv =40+ G-+ (-D#) =-14
u-v=-14

Cuando dos vectores son perpendiculares entre ellos también llamados vectores ortogonales,

significa que el valor del producto escalar entre ellos es igual a cero.

Sean los vectores < s > yel < r >, dos vectores ortogonales. Comprobar que realmente son

ortogonales entre ellos.

Por la definicion anterior, si el producto escalar entre dos vectores es igual a cero entonces

los vectores son ortogonales entre ellos.
§+7 =< 31,—2f,—5k >< —3i,8f, -5k >

s.7=03)(-2)+(-2)(8) + (-5)(-5) =0
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Tal y como un vector puede ser ortogonal asi también es posible que dos funciones sean
ortogonales entre ellas. Sean las funciones ¢,,(x) y ¢,,,(x), dos funciones que son continuas en el
intervalo [a, b], y pertenezcan a un conjunto de funciones tal que los subindices de cada funcion

no sean iguales m # n. El que el subindice sea igual indica que las funciones son iguales.

{n ()} = {@o(x), p1 (%), ..o, P (X)), ..., P (1)}

Entonces para que sean ortogonales entre ellas la integral definida en el intervalo [a, b], de

la multiplicacion de las funciones debe de ser igual a cero.

b
(d)m '¢n) = f ¢n(x) d)m(x)dx =0

Es importante aclarar que el que una funcidn sea ortogonal de otra no tiene relacién con que
ellas sean perpendiculares graficamente. El que dos funciones sean ortogonales se refiere a que el

area bajo la curva se anula en el intervalo [a, b], de la nueva funcién h(x) = ¢,,(x) ¢, (x).

Para ello se hara un ejemplo con las siguientes funciones. Sean dos funciones ¢, (x) y ¢, (x)
continuas en el intervalo [—1,1], determinar si son dos funciones ortogonales entre ellas en el

intervalo definido.
$1(x) =x
¢, (x) = x*

Entonces se determina h(x).

h(x) = ¢ ()P, (x) = x°
Se integra la funcion en el intervalo.

1
1 x6

(000 = | wax="

-1

_(=D° 1°
5 5

=0

-1

Otra propiedad de los vectores es también su longitud o también llamada como norma o

magnitud.

La longitud de un vector si su inicio esta en el origen, es la raiz cuadrada de la suma aritmética

del cuadrado de cada componente.
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Sea el vector u =< 41,5, —1k >, entonces su magnitud se calcula de la siguiente manera.

]l = /(0 —4)2 + (0 —5)2 + (0 — (—1))%2 = V42
l|ull? = 42

Tal y como se expresa para un vector es posible obtener la norma de una funcion. Esta se
obtiene de obtener la raiz de la ortogonal de dos funciones. Sean las funciones ¢,,(x) y ¢, (x), dos
funciones que son continuas en el intervalo [a, b], no son igual a cero y pertenezcan a un conjunto
de funciones tal que los subindices de cada funcion sean iguales m = n, lo que significa que ambas

funciones son iguales.
R(x) = G (DPn(6) = ($n())”
En donde

¢Pn(x) 0

Debido a que son dos funciones el valor ortogonal da como resultado la norma de la

funcion.

b
1 COII? = j (6())? dx = 0

b 2
|I¢n(x)||=\/f (pn(x))" dx

Sea el conjunto de funciones ortogonales ¢,(x) en el intervalo [—L,L]
. XTT . 2XTT . 3xm
{sm (T) , SIN (T) , SIN (T)

Son ortogonales debido a que el seno de cualquier valor entero positivo multiplicado por

sin (m) ...sin (mz—n)} donden,m=>0yn,me€ Z.

L

da como resultado cero.
sin(nm) =0

sin(mm) =0
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Para comprobar esto se obtiene el valor de la integral definida de dos funciones.

Lsin Ex sin Tx dx =0
_L L L

L mm \  ,mm _ 2L[m sin(mn) — nsin(mm) ]
f_L sin (Tx) sin (Tx) dx = — 22 —12)
2L[m sin(mtn) — nsin(mwm) ] B 2L[m(1)(0) —n(0)(1)] _ 0
B m(m? —n?) T m(m? —n?) B

Si al conjunto de funciones ortogonales ¢, (x) definidas en el intervalo [—L,L]
{sin (’CL—”) ,sin (2"—") sin (3"—”) ... sin (%) ...sin (”’L‘—”)} donde n,m = 0y n,m € Z, se desea obtener

L L

la norma para cualquier funcién.

Entonces,
L

|I¢n(x)||2 =f sin (nL_nx) sin (?x) dx

—L

Donde n = m, por lo que es la misma funcion.

Lo mm \\2 L[cos(mn) sin(nn) — nn]
In I = [ (sin(Fx)) ax = - il
e, COIIZ = j_LL (Sin (nL_nx))Z e L[(l)(;)zl— n| _ 1

¢ (Il = VL
Si el conjunto de funciones ortogonales ¢,,(x), se divide dentro de la norma del conjunto

entonces se obtiene el conjunto ortonormal.



193

Para comprender mejor este concepto se usara un plano ortogonal en tres dimensiones.

y X
Figura 121. Grafica en tres dimensiones rotada.
Fuente: El Autor.

Sean los vectores V1, V2, V3 vectores unitarios que corresponden a cada eje rotado, los cuales

son ortogonales entre ellos.
V1=<10,0>
V2 =<0,1,0>
V3 =<0,01>

— 3 2 2
Sea el vector U <ﬁ,ﬁ,—ﬁ

vector 1 es posible escribirlo en términos de los vectores V1,VZ, V3, de la siguiente manera.

> un vector unitario que inicia en el origen. Entonces el

3
a=c1ﬁ+czﬁ+c3v—3’=zcnm

n=1

En donde c1, c2, ¢3, son constantes que multiplican a cada vector unitario.
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U = ¢1(1,0,0) + ¢2(0,1,0) + ¢3(0,0,1)

I = —(1,0.0) + ——(0.1,0) (i)<oo1>—<3 2 %,
= T Cw) = TV

Si se obtuviera el producto escalar del vector u, respecto al vector V1. Recordando que el
producto escalar entre dos vectores ortogonales es cero y el producto escalar entre dos vectores

iguales es la norma elevado al cuadrado.
- > _ — —_— — —_ — —sn2
(@-V1)=clVI-VI+c2VZ-V1+c3V3 - V1i=cl|[Vi|| +0+0

_ (@)
- =2
17l

(@-vi) = e1[|vd]’
Si se hiciera de igual manera para las constantes c2, c3.
(i-V2) = c1VI - V2 + c2VZ - VZ+ c3V3 - V2 = 0 + c2|[V2| + 0

(ii-V3) = c1VT-V3 + c2V3 - V3 + ¢33 - V3 = 0 + 0 + c3|[V3|”

_@vi) . (@va) _ (@v3)
[ vz|* V3|’

3 3, —
- — — — — (u'Vn—>
u=clV1+cZV2+cBV3=chVn=z ——Vn

Como se expreso en la seccion 4.1.6. es posible aproximar una funcién a una serie en un
intervalo o punto fijo establecido. Sea entonces la funcion f(x), continua en el intervalo [a, b], la
cual es aproximada a una suma de un conjunto de funciones ortogonales multiplicadas por una

constante (Zill & Wright, 2015, pags. 411-421).
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0]

FO) % ) capu()

n=1

Si se obtuviera el valor ortogonal de la funcion f(x) y la funcion ¢,, (x) la cual pertenece al

conjunto de funciones ortogonales de ¢,,(x), siendo n = m.

b
(@) = | £ o

b b b
f GO $m)dx = ¢4 f $1()bm(x) dx + ¢, f 32 ()b () dx + -+

a

b b
f FG) $m)dx = c1(0) + p(0) + -+ e = ¢, f (6n(0)) dx

L S@on@dx [/ f0) $n@dx _ [y () pn()dx
bR e el el

Entonces la funcién podria escribirse de la siguiente manera.

[o9]

@ ¢, (@dx
f(x) ~ Z Cn¢n(x) = ya ||¢n(x)||2

n=1

¢n(x)

4.1.7.1. Conjunto ortogonal/funcién de peso.

Como se estableci6 anteriormente existen conjuntos de funciones ortogonales, pero también
existen conjuntos de funciones que al multiplicarse cualquier par de funciones del conjunto con

otra funcion que intencionalmente sea seleccionado para calcular su valor ortogonal el resultado
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sea cero. A esta nueva funcion que se seleccioné intencionalmente que logra que el valor ortogonal

sea cero se le conoce como funcién de peso.

Sea este un conjunto de funciones que son continuas en el intervalo [a, b].

{Pn(0)} = {go(x), p1(x), ..., P (%), ..., P ()}
Sea esta una funcion de peso.
W =w(x)

Entonces el valor ortogonal del par de funciones del conjunto es cero cuando se multiplica

por la funcion de peso.

b
(b 1) = f W) P () b (X)dx = 0

Si entonces se aproximara la funcién f(x), a una serie en un intervalo establecido [a, b]. Sea
entonces la funcién f(x), continua en el intervalo [a, b], la cual es aproximada a una suma de un

conjunto de funciones ortogonales multiplicadas por una constante

[ee)

FE) =) can(@)

n=1

b
(FGO, W), ) = f FCOw ¢, (dx

b b b
f FOW() $m(X)dx = ¢4 f WP () () dx + 3 f W) s (X b () dx + -+ +

a

b b
f FEOWE) bm(@dx = ¢1(0) + cp(0) + -+ + ¢ = ¢ f W) ($n(0)% dx

W@ dmdx [ wEf () ¢ndx [ FG) w0 b, ()dx

T w0 A 16 6. I
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Entonces la funcion podria escribirse de la siguiente manera.

oo

FE) = ) ndn) =

n=1 n=1

[P G wd, ()dx
lln COII?

¢n(x)

4.2. Meétodo de Residuos ponderados

El método de residuos ponderados es un método para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO), y ecuaciones diferenciales parciales (EDP). EI método se utiliza para ecuaciones
con un dominio establecido Q[a, b], y condiciones iniciales o de contorno. EI método como tal es
muy parecido al Método de Diferencias Finitas explicado en la seccion 4.1.5., en el que se
establecia la funcidn solucion y esta se derivaba las veces que correspondieran al orden de la
ecuacion diferencial con la diferencia que en el método de Diferencias Finitas se usaba la pendiente
de la funcién de la recta como primera derivada, en el caso del Método de Residuos Ponderados se
utiliza una funcion polinomio o una funcién trigonométrica y las derivadas de la funcion
seleccionada se sustituyen en las que corresponden a la ecuacion diferencial. Ya que se asume una
funcién solucién entonces a lo largo de toda la grafica real de la funcion solucion existiran
discrepancias entre la grafica resultante de la funcion seleccionada y la real, a estas diferencias que

existen se les conoce como residuos.

Para comprender mejor esto se hallara la solucién aproximada de la siguiente ecuacién
diferencial ordinaria lineal homogénea con las siguientes condiciones iniciales, la cual describe un
fendmeno cualquiera.

d’¢ _do

Tz 2y 3¢ =0 para  $0)=0 y o¢(1)=1

La funcion solucién real de dicha ecuacion diferencial es la siguiente:

e3x e—x

0 = -

e—l 33 _e—l

La ecuacion solucién que se propone es una funcién trigonométrica de tal manera que
¢(x) = ¢(x). En donde la longitud es igual a L = 2, y la cantidad de funciones trigonométricas

que se sumaran es igualan = 1.
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n

$0) =56 = ) asin(Gx) = csin ()

i=1

n=1y L=2

Se escogid una serie trigonométrica pero no quiere decir que Unicamente esta funcion es la
que podria acercarse a la funcion solucion, lo ideal para cuando se busca que la serie se ajuste mejor
a la solucién, es aconsejable verificar que las condiciones iniciales se cumplan. Es probable que
para este caso en particular la mejor aproximacion seria una serie polinomial o una logaritmica,

pero a modo de ejemplo se usara esta serie.
$(0)=0 y oM)=1

0)> e (0)=0 y (1) = ¢ysin <”(21)> =1

m = ¢4Sin (n(

Entonces la constante ¢; = 1.

Lo siguiente entonces es sustituir cada derivada de la funcién aproximada en la ecuacién

diferencial tal y como se realiz6 en el Método de Diferencias Finitas.

TN X
b = 600 ~ @) = ¢y sin ()

Sustituyendo en la ecuacion diferencial inicial.

2
o _,db_

& Y 3¢=0| para =0 y ¢M)=1

—c, (f)z sin (n_x) —2¢4 (E) cos (E) — 3cysin (%x) ~0 ‘ para ¢(0) =0y ¢(1) =1

2 2 2 2
(@ 0 () - 2D eos(2) -2 (Z) =0 | para b0 =0y 4=
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- (%)2 sin (%) -2 (g) cos (%) — 3sin (nz_x) ~ 0 = Res(x)

Si en lugar de usar una serie trigonométrica se hubiese propuesto una serie polinomial

entonces este seria el resultado.

n=1

qb(x)zm:co-i—ZCixi:co-l—clx

1=1

Por las condiciones iniciales las constantes quedarian.

0 =0 y o(1)=1

O =co+c(0)=co=0 y ¢ =co+c(D)=¢c;=1

Entonces las constantes serian ¢, =0y c; = 1.

La sustitucion de las derivadas por lo tanto quedaria de la siguiente manera.

¢ =Pp(x) = p(x) = co+ c1x

dp . & o
PP ) =0
A’ .
-9 = 9" =0

Sustituyendo en la ecuacion diferencial inicial.

%—22—?—3¢=0 para ¢(0)=0 y (1) =1
0-2c1—3(co+c1x)=0 | para ¢(0)=0y ¢p(1)=1
0-2-3x=0 | para ¢0)=0 y ¢(1)=1
—5x = 0 = Res(x)
Al graficar las ecuaciones aproximadas de las series versus la ecuacion real entonces se

obtiene lo siguiente.
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og Eee. Real

e PR ON TR OTVO T b 0

[oR=}

—. Funcion Polinomio

Figura 122. Grafica de la ecuacion real comparada con las gréaficas de las
series de resolucion n = 1. Fuente: El Autor.

Al observar las gréaficas es posible afirmar que las series propuestas varian con respecto a la
solucion real y la Unica manera de acercarse es utilizando una resolucién de las series mayor a 1
(n > 1). Segun los resultados obtenidos el residuo para ambas ecuaciones propuestas se sigue
manteniendo y al aumentar la resolucidn se generardn mas incégnitas y diferentes valores del

residuo ya que este se estard aproximando a cero.

o () sin (%) - 261 (3) cos () - 3e4sin (%) ~ 0 = Resx)

0—2c1—3(co+c1x) = 0 = Res(x)



201

El principal desafio en este momento es que hacer con el residuo y si es posible utilizarlo
para encontrar los valores de las incdgnitas que ya no se podran encontrar con las condiciones
iniciales debido a que hasta este momento las condiciones iniciales eran suficientes para encontrar

los valores de las constantes.

4.2.1. Conceptos generales

Existen métodos para encontrar los valores de las constantes a partir de los residuos, estos

métodos son los siguientes.

e Meétodo de colocacion puntual

e Meétodo de colocacion por subdominios
e Método de minimos cuadrados

e Método de Galerkin

Para el propdsito de esta guia no se estudiaran todos los métodos ya que tienen caracteristicas
en comun por lo que solo se estudiaran los métodos de minimos cuadrados y el Método de Galerkin,

pero se invita al lector que pueda revisar los métodos en un libro del Método de Elementos Finitos.

4.2.1.1. Funcion de forma

Las funciones de forma N;(x), son la base de la serie y estas funciones pueden ser
seleccionadas segun las condiciones iniciales o de contorno de la ecuacion diferencial. Un ejemplo
seria, si se tiene una ecuacion diferencial cuya solucion sea una funcion ¢ (x), que es periddica en
el intervalo [a, b], por lo que conviene usar una funcién trigonométrica de la forma seno

TXi
L

C;sin (—) 0 c0oseno C;cos (%) asi también si una ecuacion diferencial en el intervalo [0, b], que

tiene como condiciones iniciales ¢(0) = 0y ¢"(0) = 0, entonces conviene utilizar una funcion de
forma de polinomio C;,,x‘*?, esto también aplicara cuando se conozcan puntos por los que pasa

la ecuacion solucidn, esto se explicard mejor en el método de minimos cuadrados.
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4.2.1.2. Funcion de peso

Las funciones de peso W;(x), son las que se utilizan para aproximar a cero la funcion del
residuo Res(x). Estas funciones estan en funcion del tipo de método que se desea utilizar, cabe
resaltar que segun la forma de la ecuacion solucion o de las condiciones iniciales se debe escoger
el metodo asi como la funcion de forma. Los métodos de los que se hace referencia son los métodos
enlistados anteriormente (Galerkin, Minimos cuadrados, Colocacion puntal y Colocacion por
subdominios), cada uno de estos métodos lo que buscan es proponer una funcion de peso segun la

funcién de forma seleccionada.

4.2.1.3. Funcioén de residuo

Las funciones de residuo de la forma Res(x), equivalen a una ecuacion no homogénea ya
que es sencillo resolver una ecuacion diferencial homogénea por lo que no es necesario el método
de residuos ponderados, pero para las ecuaciones diferenciales no homogéneas el método de
residuos ponderados permite acercase a la funcion solucion de manera Idgica teniendo la capacidad

de utilizar una programa de computadora.

Al ser material de apoyo esta guia no se abordaran los temas muy profundamente, basta con
decir que si no se escoge de manera apropiada la funcién de forma y el método para hallar la
funcion de peso apropiada, esto puede hacer que la solucién se alcance con una cantidad
considerable de iteraciones o inclusive nunca se alcance la solucion. El problema de esto radica en
que si no se conoce la solucion no se puede llegar a saber si se alcanzd o no la solucion real, a pesar

que se cumpla con las condiciones iniciales.

4.2.2. Método de minimos cuadrados

Este método consiste en obtener la norma del residuo elevado al cuadrado multiplicado por

una funcién de peso de la siguiente manera:

b
f w(x)(Res(x))zdx
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En donde la funcidon w(x), es una funcién de peso igual a 1 y la funcion de residuo se obtiene

tal y como se muestra en el siguiente ejemplo, para una resolucion baja.

4.2.2.1. Forma general del método para resoluciones bajas

Utilizando la ecuacion diferencial de la seccién 4.2.

¢ _dp _ _
W—za—&b—O‘ para ¢(0)=0 y ¢(1)=1

Seleccionando una serie polinomial con una resolucion de n = 2.

cixt=cotox+cx?| n=2

P(x) = p(x) = co +

NgE

i=1

¢ (x) = co + c1x + cyx?

Determinando las constante ¢, y c; por medio de las condiciones iniciales.

$(0) = 0 = co +¢1(0) +¢c2(0)> = ¢o = 0
m=1200+c1(1)+62(1)2=C1+c2=1
cp=1-c¢,

Entonces las constantes serian ¢, =0y c; =1 — c,.

Las derivadas de la serie polinomial por lo tanto quedaria de la siguiente manera.
P(x) =~ p(x) = co + c1x + cx2

d -
% =¢'(x) = P’ (x) =c1 + 2cx
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Sustituyendo en la ecuacion diferencial inicial.

d?¢ do _ _ _
W_ZE_%)_O para ¢0)=0 y ¢(1)=1

c2=2(1—c2+20%) =3((L —c)x+c2x?) =0 | para ¢(0)=0 7y ¢(1) =1
—2-3x+@—-x—-3x)Dc; =0 | para $(0)=0 y ¢(1)=1
—2—-3x+ (4—x—3x%)c, ~ 0 = Res(x)

Para transformar el valor escalar en un valor ortogonal el cual es igual a cero entonces basta
con derivar el residuo dentro de la constante (parametros), para que se pueda escribir la integral de

la siguiente manera:

b
f W(x)Res(x)%dx =0

a l

En donde «;, es igual a las constantes en este caso en particular es igual a ¢,. Y el intervalo

en el que se evaluara la integral es dentro del dominio.

I
=

w(x) dx

(1) dx =0

Se integra y se despeja para la constante c,, y se encuentra el valor de la constante c;.

465
“2= 458
7
‘1= " 458

La funcion solucion polinomial propuesta entonces quedaria de la siguiente manera:

o | 465
) = —158* T 45~
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Si se compara la gréfica de la solucion con una resolucion de n = 1, y la solucion real versus

la solucion propuesta con resolucion de n = 2, se observa como se acerca cada vez mas a la

solucién real.
ﬁ B 7 4 465 ) | — 5
¢O) =~ 758 * T 158 ¥ n=
Pp(x) =x | n=1
3x e—x

sol.real

() ==

—e 1 e3 —e1

1.1

Eee Real

0.1 0z 03 04 0s 0.8 o7 og og 1 1.1 12

Figura 123. Gréfica de la ecuacion real comparada con las gréficas de las series de
resolucion n = 1, 2. Fuente: El Autor.

Haciendo el mismo procedimiento para la funcion trigonométrica los resultados de las

funciones aproximadas serian los siguientes.
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sol.real

11

0o —_— Eee Real

02 03 0.4 05 06 o7 08 o8 1 11 1.2

Figura 124. Gréfica de la ecuacion real comparada con las graficas de las
series de resolucién n = 1, 2. Fuente: El Autor.

En este momento con este método solo es posible resolver hasta una serie con resolucion de

n=2.



207

Pero que sucede si se desea resolver para una resolucion mayor n > 2.

4.2.2.2. Forma matricial del método para resoluciones altas
Sea la ecuacidn diferencial lineal no homogénea la siguiente funcion.

d? d
S+ b =+ @)y = g(¥)

a(x)d— d_

La cual se puede transformar en la siguiente ecuacion.

Alx) = Q(x)
En donde.
d? d
A(x) = a(x) é + b(x)% + c(x)y

Res(x) = Q(x) = g(x)
Si entonces se selecciona una funcion de forma N;(x), y una funcion de peso W;. Siendo la
ecuacion A(x), una funcion en funcion de la funcion de forma.
y(x) = Sol.Real

(x) = Sol. Aprox.

n
y(x) = ¢(x) = Z C;N;(x) = C;N; + C,N, + -+ C,N,,

i=1

En dénde las derivadas serian.

Y ()= ¢ (x) =X, CN;'(x) =GN’y + CoN', + -+ C,N',,

n
y'(x) = ¢"(x) = Z CiN;“(x) = N1 + CN"p + -+ Ny
i=1

Por lo tanto entonces es posible aproximar la ecuacion diferencial a una ecuacion de la forma.

d? d
a(®) 7= + b 2o+ c@y = g(x)
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a(x)< CiNi”(x)> + b(x)( CiNi'(x)> + C(X)< CiNi(x)> ~ g(x)

2 2 2

<a(x) (Z N;'(x>> +b() (Z N;(x>> +e@) (Z Ni(x)>> (Z q) ~ ()
i=1

i=1 i=1 i=1

Pero para que la ecuacion sea igual es necesario entonces multiplicar por una funcion de peso

W; ambos lados de la ecuacion.
z w; || ax) (Z N{’(x)) + b(x) (Z N/(x)) +c(x) (Z Ni(x)> (Z Cj> = Z w; |g(x)
j=1 i=1 i=1 i=1 i=1 j=1
Pero ya que una serie es equivalente a una integracion entonces la ecuacién anterior se puede
escribir de la siguiente manera formando en una ecuacién matricial de nxn.

L L
[ W i6] = | [ wieena]
0 0

[k:llci] = [£]

A;(x) = Ecuacién diferencial homogenea en funcion de la funcion de forma

]

W00 = = (4,60
ac

Q(x) ~ Res(x)

Para ejemplificar este método se resolvera la ecuacion diferencial que se genera con la viga

en voladizo.
q=5T/m
HHIHHHHHI I
El =1
L=5m |

Figura 125. Viga en voladizo. Fuente: El Autor.
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d’y qx* qxL ql?
dx? 2EI EI 2EI

2

_qx* qxL ql?
Res(x) ~ QU = =51 ~ 55

d?y
A = 77

Condiciones iniciales.
y(0)=0
y“(0)=0
Funcion de forma.
N;(x) = Cix'*?
Primera derivada de la funcion de forma.
N;'(x) = C;(i + 2)x'*!
Segunda derivada de la funcion de forma.
N, (x) = C;(i + 2)(i + D!
Condiciones iniciales de la funcién de forma.
N;(0) = C;(0)"** =0
N0 =C(i+2)(+ 1)} =0
Funcion de la ecuacion diferencial en términos de la funcion de forma.
A;(x) = C;(i + 2)(i + Dxt

Funcion de peso.

(4/0)

0
Wit =3¢
]
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d ,
W;i(x) = a_C']-(Cj+2(i+ 2)(j + 1)

W00 = (G +2)G + 1))

Sistema matricial.

UO (G +2)G+DxD(+2)( + 1)xi)dx] [¢/] = UO (G+2)§ + Dx)) <% TR
Para una resolucion de n = 3.

k11 k12 k13][C1 f1
[m 22 kH] 2
C3 f3

k31 k32 k33

L L
kji = f (G +2)G+ Dx)((+ 2)([ + DxDdx = fo W;(x) A;(x)dx
0

qx? qxL qlL?

L ' L
fi:f ((j+2)(j+1)x1)< ————— )dXIJ;)W](X)Q(X)dx

N1:x3 W1=6x A1=6x
NZ = x4 WZ = 12x2 Az = 12x2
N; = x° Wy = 20x3 Az = 20x3

L 5
Ky, = f W, (x) Ay () dx = f (6x)(6x)dx = 1500
0 0
L 5
Ky, =f Wz(x)Al(x)dx=f (12x2)(6x)dx = 11250
0 0

L 5
Ky = f W, (x) Ay () dx = f (20x3)(6x)dx = 75000
0 0



K1 = 1500 Ky = 11250 Ky3 = 75000
K,y = 11250 K,, = 90000 Ky3 = 625000
K3y = 75000 K3, = 625000 _ 31250000
33 7
34375
r 4
f, = —59375
2265625
fo= -2
1500 11250 75000 | . {_34275}
11250 90000 625000
31250000 [52]=| —59375 |
75000 625000 ——"|l¢c3 2265625
7 I-—— I
- 1500 11250 75000 ‘1{_34275}
[Czl: 11250 90000 3%28880 | coms |
c3l |75000 625000 =" l 2265625J
7 -
| 15 50 12500 || — =22
[Cll | 1 4 || 4 I
c2|=|-=— = -1l —59375
50 625 12500 |
o I > 2 |[_2262625J
|T2500 12500 1250000/
[ 475]
| 24 |
C2 =| 3 |
CEEE
| 331

La solucién aproximada de la ecuacion diferencial es entonces.

(x) = ClNl + C2N2 + C3N3

¢n=3

475 10 7

¢ nez(x) = ——x3 + —x* ——x°

24 3 32

211
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Para una resolucion de n = 4.

o 175 5, 215 , 7 5+21 .
Prn=a(X) = ==X A X e X g

Al comparar las gréficas de las soluciones aproximadas versus la solucion real se puede ver

como se acercan las soluciones aproximadas a la real en el intervalo [0,5].

200

=200

Sol . Real

=400 e e—

-600

-200

-1000

-1200

Figura 126. Gréfica de la ecuacion real comparada con las
graficas de las series de resolucion n = 3,4. Fuente: El Autor.
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Si se tuvieran varias condiciones iniciales es posible poder incluirlas en la resolucion de la

solucion aproximada. Para entender mejor esto se resolvera el ejemplo de la seccion 4.1.4.
Sea la siguiente ecuacion diferencial la que describa un fenémeno en especifico.
x” —6x + 5x = t? + 5cos(t)

Las condiciones de contorno e iniciales corresponden a los siguientes valores.

t=5 - x=63874
Funcién de forma.
N;(t) = C;tt*!
Primera derivada de la funcion de forma.

N;(t) = C;(i + Dt

Segunda derivada de la funcion de forma.

N, (8) = G(i + D)t

Primera condicion inicial de la funcién de forma.

N;(0) = C;(0)* =0

Funcién de la ecuacion diferencial en términos de la funcién de forma.

A4, = (GO + DY) —6(c,(i + Dt?) + 5(Cti1)

Funcion de peso.
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d
() = a—Cj(Aj(r))
W;(t) = —((C (G + D) = 6(C;( + DY) + 5(C;t/*1))

W(e) = —((o>o +1)E*1) = 6(( + DY) + 5(*1))

Para una resolucion de n = 3.

k11 k12 k13][C1 f1
k21 k22 k23||cz2|=|f2

k31 k32 k33

L
kji = fo W) Ai(t)dt

L
fi=| wiwewadr

N; = t? w, =2 Ay =5t — 12t + 2
N, =t3 W, = 6t A, = 5t3 — 18t + 6t
Ny = t* Wy = 12t? Ag = 5t* — 243 + 12t2
410 425

|[ ER ‘250]

|3675 73.74409058

| —— > 3375 —625| =1772.1712244

| 67500| 6346.881812

| 16000 32500

—5.763936094
3.238575380

—0.6931390202

La solucién aproximada de la ecuacion diferencial es entonces.

¢ 'n=3() = C;N; + C,N, + C3N;
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¢ n=3(t) = —5.763936094t2 + 3.238575380t3 — 0.6931390202t*
Paran = 5 la funcidn aproximada quedaria de la siguiente forma.
¢,n:5(t) = ClNl + CZNZ + C3N3 + C4N4_ + CSNS

¢ n=s(t) = —6.765029t% + 6.848448t> — 3.204677t* + 0.641347¢5 — 0.0541269¢°

Al comparar las graficas de las soluciones aproximadas versus la solucién real se

puede ver como se acercan las soluciones aproximadas a la real en el intervalo [0,5].

10

-10

-20

Sol Real
-30

=3

T = ¥

-50

-0

=70

Figura 127. Gréfica de la ecuacion real comparada con las graficas de las series de resolucion
n = 3,5 con una sola condicion inicial. Fuente: EI Autor.
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4.2.2.3. Forma matricial del método con condiciones iniciales

En lafigura 127, se puede observar que las aproximaciones no son del todo fieles ya que solo
se cumplid la primera condicion inicial, para que la aproximacion sea mejor debe cumplirse la

segunda condicion, para ello entonces se usara una constante mas e igualar a funcién aproximada.

t=5 - x = 6.874

Para la funcion obtenida en la seccion anterior para n = 3, se debe cumplir la condicién en
t = 5, para ello entonces se agregara una constante a la aproximacién que ya se habia obtenido tal
y como se muestra a continuacion, para calcular el valor de la constante basta con resolver para

cuando se cumpla la condicién inicial.

P ez (t) = —5.763936094t2 + 3.238575380t3 — 0.6931390202t* + C,t5
$ ez (5) = —5.763936094(5)? + 3.238575380(5)3 — 0.6931390202(5)* + C,(5)° = 6.874
C, = 0.0573959

La ecuacién entonces queda de la siguiente manera.

¢ n=3(t) = —5.763936094t2 + 3.238575380t3 — 0.6931390202t* + 0.0573959¢t>

Para observar cémo se acerca a la solucion real al aumentar la resolucién se usara el resultado

obtenido con n = 5, y se realizar el mismo procedimiento.

¢ n=s(t) = —6.765029t2 + 6.848448t3 — 3.204677t* + 0.641347¢t° — 0.0541269t° + C;t”’
¢ n=s(5) = —6.765029(5)? + 6.848448(5)° — 3.204677(5)* + 0.641347(5)°> — 0.0541269(5)° + C;(5)” = 6.874

C; = 0.002094563
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@ n=s(t) = —6.765029t% + 6.848448t3 — 3.204677t* + 0.641347t5 — 0.0541269t° + 0.002094563¢7

A continuacién se presentan las gréaficas de las funciones aproximadas con la segunda

condicion versus la funcion real.

10

L5

-10

Sol . Real

n=2ua3

-50

-G0

-70

Figura 128. Grafica de la ecuacion real comparada con las graficas de las series de resolucién n =
3, 5 las cuales cumplen las condiciones iniciales. Fuente: EI Autor.
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4.2.3. Método de Galerkin

Como ya se explicé la concepcion del método de residuos ponderados de su forma base en
la seccion 4.2., y en la seccién 4.2.2.3., se describié como se arma un sistema matricial para el
método de residuos ponderados utilizando el método de Minimos Cuadrados, en esta ocasion se

comenzara por el método matricial pero usando el método de Galerkin.

Cabe resaltar que el método se explicara de esta manera, ya que se pretende que se entiendan

los pasos de cdmo se utiliza y no se considera hacer una explicacion muy compleja.

El método consiste en aproximar la solucién real de una ecuacion diferencial a través de la
suma ponderada de cierto nimero de funciones las cuales pertenecen a una sucesion infinita, los
parametros de dichas funciones se obtendran entonces de la ortogonalidad de las funciones con las
funciones de peso propuestas. Para que esto se cumpla se utiliza la funcién base de la sucesion

como la funcion de peso.

w(x) = N(x)

b
f w(x)Res(x)dx =0

a

b b
fw(x)A(x)dx=f w(x)Res(x)dx

En donde N(x), es la funcion forma, la funcion W (x), es un funcioén de peso, la funcién
A(x), es la ecuacion diferencial homogeénea en términos de la funcion de forma y el residuo

Res(x), es la funcidn de la parte no homogénea de la ecuacion.

4.2.3.1. Forma matricial del método

Para que se comprenda mejor lo expresado en la seccion anterior se resolvera el siguiente
problema. Sea entonces la siguiente la ecuacion diferencial de la viga simplemente apoyada de la
figura 129.

d’y qx* qxL
dx?  2EI 2EI
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q=5T/m

£‘:/5 El=1 5@5
\, L=5m L

4 4

Figura 129. Viga simplemente apoyada. Fuente: El Autor.

Res(x) ~ Q0 = 2 - 2
2EI  2EI
d2
A(x) = #
Condiciones iniciales.
y(0)=0
y(L)=0

Funcién de forma.

X1
N;(x) = C;sin (T)

Primera derivada de la funcion de forma.

=6 () ()

Segunda derivada de la funcion de forma.

. mi\?  /mxi
W = =6 (2) s (Z2)
Condiciones iniciales de la funcién de forma.

N;(0) = C;sin (@

N———
Il
o

N; (L) = C;sin (rriiL)) =0



220

Funcién de la ecuacion diferencial en términos de la funcion de forma.

=2 ()

Funcion de peso.

W;(x) = Ni(x)

W;(x) = sin (?)

Sistema matricial.

[ =) ) ()i = ] (on (7)) B 550)

Para una resolucion de n = 3.

k11 k12 k13][C1 f1
k21 k22 k23||c2|=]f2

k31 k32 k33
b (mxj\(mi\® . (mxi :
k]l—jo _Sm<T><T> sm<T)dx—jOWj(x)Ai(x)dx

[ mxj\\(qx* qxL\
m=] (Sm< L ))(251 zm)dx f W) Qr)dx

/1 o1 1 1
N; = sin (g nx) W, = sin (gnx> A = —ET[ sin (5 nx)
(2 (2 4 2
N, = sin (gnx> W, = sin (E nx) A, = —gn sin (g nx)
(3 (3 9 5, /3
N3 = sin (gnx> W3 = sin (§ nx) Az = —En sin (§ nx)

L 5 1 1 1 1
K :f wi(x)A (x)dx=f —sin (=mx | —=mn?sin(=nx ) dx = ——m?
S N S (5 )25 (5 ) 10

0

5

1 4 2
—sin (— nx) —n?sin ( nx) dx =0

L
Kiz = [ W00 ApGida = [ —sin (g ) e msin (5
0

0
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L 5 1 9 3
K =f Wi(x) A (x)dx=f —sin{=nx | —=mn?sin(=nx)dx =0
S N S o (5 )25 (5 )

K11—_1—10T[2 K12 =0 Ki3 =0
K. — —ET[Z KZS =0
Ko1 =0 22 .
_ 2.2
K3; =0 K3, =0 Kss = 107r
1250
fl = - 3
f2=0
_ 1250
37 273
|L1_10T[2 0 0 ]| [ 1250]
| 0 —gnz 0 | c2l=| o |
| 9 | C3 |_1250|
-1
|L1_10”2 0 0 1| [ 1250]
1] | ) | | 3 |
C2 = 0 —gﬂz 0 | | o |
csl | o | |-1259]
10
1 5 | =3 |
c2l=|l 0 —-— 0o || o |
3 2 | 1250]
10 l— 3J
0 0 _ﬁ 271
T[ |
[12500]
c1l | =5 |
c2l=| o |
C3 llZSOOJ
24315

La solucion aproximada de la ecuacion diferencial es entonces.
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¢ 'n=3(x) = C{N; + C3N, + C3N;

,_()_12500_ (1 >+0 ) (2 )+12500 ) (3 )
¢ n=3(x) = 75 sin Snx sin Snx 2437T5$1n Snx

Al graficar la solucion real y la solucién aproxima se puede notar que con una resolucién de

n = 3 la solucion aproximada equivale totalmente a la solucién real.

20

-2 o] 2 4 [ 10

20

-40

Figura 130. Solucion real de la ecuacion diferencial de la viga simplemente apoyada versus la
solucion aproximada con resolucion de n = 3. Fuente: El Autor.

4.3. Forma débil del método de residuos ponderados

El método de residuos ponderados como se explico anteriormente se obtiene de sustituir la
funcién de forma seleccionada dentro de la ecuacion diferencial, tal y como se muestra a

continuacion.
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d*y dy
Tz T tay = gx)

Funcién de forma.

_(Tix
Ni = CiSlIl (T)

i i Tix
N = () eos ()
2

B i . (Tix
N ==a(T) sn ()

Sustitucion de la funcién de forma en la ecuacién diferencial.
N;” + aN;”" + a,N; = g(x)

Y se han resuelto problemas con condiciones iniciales tal que.

x=0 - y=0

x=L - y=0 06 x=L - y=y,

Que sucede si las condiciones iniciales cambian.

x=0 - y=Y

x=L - y =¢(

Para poder entender esto se hara una descripcién tedrica y posterior a ello se resolvera un

ejercicio.

4.3.1. Forma débil (Ecuacién de Poisson)

En este punto se haran referencia de fendmenos que puedan expresarse con la ecuacion de
Poisson, los cuales fueron descritos en la seccion 4.1.2.1. asi como también el cambio de las

condiciones iniciales.

Como se explico en la seccidn 4.1.2.1. existen diversos fenomenos que pueden describirse

por medio de la ecuacion de Poisson, sea entonces el fendbmeno de la viga sometida a flexion la
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cual se describe por la ecuacion de Poisson la cual se encuentra establecida para el dominio Q [0, L]

tal y como se muestra en la figura 137.

1% 4 Moo = 0
dxz (x) -

Las condiciones iniciales para un caso cualquiera son los siguientes

dy
El-= = — =L
dx aO X

La ecuacion diferencial entonces es posible expresarla de la siguiente manera juntamente con
las condiciones iniciales.
d dy _ s
= (EI E) +M(x) =0 (Esta es la forma débil)
[(EI 2+ ao)] =0 (Esta es una integral evaluada)
L

Ya que ambas ecuaciones estan igualadas a cero entonces es posible sumarlas.

fOL (;_x(EI Z—D + M(x)) dx + [(EIZ—Z + ao)]L = Res(x) ~ 0

Pero la suma de ambas integrales definidas no es cero totalmente ya que existe un residuo,

para poder igualar a cero la ecuacion entonces se deben multiplicar por una funcion de peso.

LLW<%(E13—Z) + M(x)> dx + [W (Elj—z+ ao)]L =0

Por las propiedades de las integrales es posible reescribir la ecuacion de la siguiente manera,

a la cual se le conoce como la forma integral debil.

fOL W (:—x <E1 %)) dx + fOLWM(x)dx + [W (Elg—i’ + a())L -0

foL w (:’—x (EI Z—i)) dx = — fOLWM(x)dx - [W (513—1 + ao)]L
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Utilizando un método de integracion para la integral del lado izquierdo de la ecuacion.

L d dy L dy
f w —(EI—) dx=f Wd(EI—)
0 dx dx 0 dx
El método que se utilizara es el método de integracion por partes, el cual se obtiene de la

derivada de dos funciones multiplicandose entre ellas.

L L
f vdu = [uv]} —f udv
0 0

. .z d ., ., .
Se escogera la funcion u = EI d—z y la funcion v = W, entonces la funcién se escribe como.

L

L L
J, wa (@) = (e )], - | () aw
Entonces esto se sustituye en la ecuacion anterior.
w (=) - [ (51 2) aw = - [ wmtcoas [ (512 +a0)|
[ () aw = - [[wmcone- [ (153 + o) - [ (1),

L

f:(mj,c aw = fWM(x>dx+[ (Elg_mo)] +[W(Elg_§)]o

Si se escoge la funcion de peso W = —W y se desarrolla se obtiene.

L

L ’ (512 aw = L WM Gdx - [w (6124 ao)] +w (e j_g)]o
f: (512) aw - fOLWM(x)dx_ et~ [w (1 2)] +[w (e dz)]:
L

fo ' (EI %) aw = fo WMGOdx — [W(ag)], — [W (51 Zz )]L [w (EI Zy )L

| (1) aw - LLWM(,C)dx el - [w (s )] +w (2 2)] ~[w (=),
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fo ’ (e %) aw = fo WMGOdx — [Wag)], — [W (1 Z—z)]o

.La siguiente ecuaciones entonces es la forma debil del método de residuos ponderados.

fo ’ (EI Z—z) aw = fo WMGOdx — [W(ag)], — [W (EI %)L

Pero esto es posible expresarlo en un sistema matricial, a la cual se le conoce como solucion

matricial de la forma débil del MRP.

[kallG] = 1]

En donde.
ki = LdN"EldNid
n o dx  dx x

f= [ oyl - (+2)]

La solucion entonces de una ecuacion de diferencial de la forma de la ecuacion de Poisson

con condiciones iniciales como las siguientes, entonces quedaria como.

d?y
EIW-}‘M(X):O
dy
Ela+a0=0 x=1L

x=0 - y=y,

y(x) = ¢p(x) =y, + C;N; + C,N, + -+ + C,N,,
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A continuacion se determinara el valor de la reaccién en el punto B de la viga indeterminada

la cual se muestra en la siguiente figura.

q:

5T/m

WL

Ty

®

il

El=1

L=5m

Figura 131. Viga indeterminada. Fuente: El Autor.

Por el principio de superposicion descrito en la seccidn 1.3.2. es posible separar la viga en

dos vigas tal y como se muestra a continuacion.

LTI, =

[

viga principal év—’
Rb
X

HHHIHHHIIHHHIIHHHH8 + U
viga #1 "

ot

Figura 132. Viga principal descompuesta por el principio de superposicion. Fuente: El Autor.

Ya que son dos vigas las que se tienen que analizar, entonces es necesario obtener dos

ecuaciones diferenciales distintas, a las cuales se les encontrara la solucion aproximada por el

método de residuos ponderados en su forma débil y por medio de estas soluciones aproximadas se

determinara el valor de la reaccién Rb.

Es importante resaltar que hasta ahora se han observado meétodos para resolver ecuaciones

diferenciales, por lo que para este ejercicio se hara de igual manera, primero se planteara la

ecuacion diferencial de cada viga y posteriormente se obtendra a través del método seleccionado
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las soluciones aproximadas de cada ecuacion diferencial, aun no se ha llegado al Método de

Elementos Finitos como tal.

Para resolver el problema se seguira una serie de pasos.

PASO #1

Proponer la ecuacion diferencial y las condiciones de contorno para cada viga.

VIGA #1
B M = 0
dx? X) =
x=1L - y=0
dy
x=1L - E—O
_ 9
MG) =~
VIGA #2
B e = 0
dx? .
x=1L - y=0
dy
x=1L - 0TI
M(x) = Rbx
PASO #2

Proponer la funcion de forma y la funcidn de peso y sustituir en la forma matricial.

W= Ny = x
Ni = xi
ﬁ — jxj_l

dx
dN; i1



229

LdN;  dN; Lo
kji= —FI dx=EIj]xJ ix' dx
o dx  dx 0

fi= [ o= ), - [ (5 2)] - [[ et - [ (7))

0
PASO #3

Calcular los valores para armar la matriz por cada ecuacién diferencial con un valor de

resolucion de n = 4.

[kallG] = 1]

VIGA #1
L
kji = Elf jxj_lix‘_ldx
0
L ' ' dy
f = J IM)dx — [¥(a)], - [xf (EI d—)]
0 X/ 1o
d _
=1 =1 TNy =1 Niey = x ki =5
Nl=2 - xz k12 - 25
alvjzz = Zx iNi:z = Zx 3
dx Ni=3 =X k13 = 125
d
Elvj=3 =3x %Nl’=3 = 3x2 Ni=4- =x* k14 =625
d Ni_y = 423 d 3 Ko =25
d_ j=4 =ax _Ni:4 = 4'x
* dx o500
22 — 3
By 1875
372 k4, = 625 P 3125
A i
8
kz4 = 5000 k4, = 5000
3125
k31 =125 ks = 31250 272
1875 1250000 _ 78125
32 ——2 k“:f 3 —12
ki3 = 5625 £ = 390625
* 14

k34 = 31250
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kll k12 k13 k14- Cl fl
k21 k22 k23 k24 CZ fZ
k31 k32 k33 k34 C3 f3
k41 k42 k4-3 k4-4- C4 f4

[625]

Gl |6 |
G, =| 0 |
T o |
O Y
24

625 5
5,0 =8+ () @ + O + ) +(~—) )
VIGA #2
L
kji = Elf jxf_lixl_ldx
0
L dy
f = f IMC)dx - [¥(ag)], - [xf (Ez—)]
0 dx/ 1,
g = =1 T Ni=1 =1 Fa =3
Ni=1 =x
k12 = 25
EN]EZ =2x _Ni=2 = 2x Ni—Z = xz
dx = ki3 =125
d d Nz =3
—N,;_3 = 3x LN =32 =3 ki = 625
dx =3 dx Nij—3 = 3x 14
Niy = 2* kyy = 25
iN- = 4x d N 43 o
dx =%~ F-Nj=g4 = 4X
* dx 500
kZZ -



PASO #4

Usar las condiciones iniciales para encontrar los valores de las constantes &, y ;.

VIGA #1

_ 1875
23 — 2
k24 = 5000
k31 =125
_ 1875
32 — 2
k33 = 5625
k34 = 31250

5,(x) = 8, + (—ZZ—SRb> @) + )G + (% Rb) @) + (0) &)

ks, = 625 125
41 fl = —TRb
k4_2 B 5000
f = 625Rb
k,s = 31250 27 4
1250000 fz = —625Rb
4= 5
7
15625
T 6

k21 k22 k23 k24 CZ — f2
k31 k32 k33 k34 C3 f3
k4-1 k4—2 k4—3 k4-4- C4 f4-
25
ay |7 R
G, _| 0 |
G _i ! 2 |
. :
i P

5,(L) =0 =&, + (%5) W)+ (_ 25—4) 0

231
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3125
=g
VIGA #2
25 1
5,(x) = 8, + (—7Rb) G + (0) () + (gRb) ) + (0) &)
x =1L
5,(L) =0 =6, + (_—Rb) W + ( Rb) %)
s 125
-y
PASO #5

Igualar las ecuaciones de la viga 1 y la viga 2 para calcular el valor de Rb.

.00 ===+ () @+ (-3)

5,(x) = 12—5Rb + (—%SRb) () + (% Rb) )

x=0 - 6,(0) + 6,(0)=0

3125 625 5 125 25 1
————+—x——x*+——Rb——xRb+-x*Rb =0
8 6 24 3 2 6
3125+625 0 (0)4+125 Rb 25 0)Rb ! 0)3Rb =0
8 s O3, 3 — 5 (ORb+Z(0)°Rb =
Rb_75
~ 8

Al comparar el valor obtenido con el valor real se comprueba que efectivamente el valor es
. 75 . . . .
igual Rb = 5 Sise hubiera usado una resolucion menor de n = 4 entonces el resultado se hubiera

alejado mas del valor obtenido.
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4.3.2. Forma débil (Ecuacién Auto adjunta)

En la seccion anterior se transformé la ecuacion diferencial de la forma.

kd2y+M( )=0
dx? X)=

A la forma débil.

d (kdy)+M( )=0
dx\ dx X) =

[( % + ao)] =0 (Esta es una integral evaluada)
L

Ya que ambas ecuaciones estan igualadas a cero entonces es posible sumarlas.

fOL <% (kZ—z) + M(X)) dx + [(EIZ—?: + a0>]L = Res(x) = 0

Debido a que las ecuaciones diferenciales no todas cumplen con la ecuacion de Poisson

entonces es necesario transformar la ecuacion diferencial a la forma Auto adjunta.

O+ b 2t ey =g F !
a(x) 73 )ty =gk orma genera

d / dy .

— (k —) +AX)Yy+Mx) =0 Forma Auto adjunta
dx\ dx

A la ecuacidn anterior entonces se le conoce como ecuacién auto adjunta, en dénde.

)
k=c¢e %dx
b(x)
AGO) = %(Ja(x)dx)
_ b(x)
M(x) = %g) <e de)

La demostracion de la transformacion se muestra a continuacion.
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d/ dy B
" (k E) + Ay + M(x) = 0

Sustituyendo A(x), M(x) y k.

fzgc)d dy C(x) b(x%dx g(x) Zggd =0
dx dx a(x) & a(®)

Derivacion del producto de dos funciones.

b(x) b)) ..\ d? b(),
faxdx fx d g Jb(x)
(") = () B (D) () (¢ )

Sustituyendo

b(x) 2 b(x), b b(x) D(X) 1
(e G G S S (5 -5 (55) -

Eliminando factores comunes y multiplicando la funcion por a(x).

d?y  rdy\ (b(x) c(x) g B
<W * (E) (m) ) a(x) a(x)> a(x) =0
Queda de la siguiente forma.

d*y dy
a(x)m + b(x)a +c(x)y—gx)=0

Entonces la ecuacion Auto adjunta se puede sustituir en la funcién de residuo de la ecuacién
de Poisson utilizada en la seccién anterior, a la cual se le conoce como la forma integral débil del
MRP.

J:W<%<k;%/) +M(x)>dx+ [W(Elj_ic]-l_ao)]L ~0

fOLw<%<ka> +A(x)y+M(x)>dx+[ (Elj—y+a0)]L =0

Usando el mismo procedimiento que se uso en la seccién anterior la ecuacién de residuo

queda de la siguiente manera.
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[ - [ o5 o [meoec-wcon- o ()

En donde.
Ni=Wj=x/
Ni =1y = C;x*

c_dy
dNi = e iCixt™1

dWj = jxJ=1

Pero esto es posible expresarlo en un sistema matricial, al cual se le conoce como la solucion

matricial de la forma débil.
[k;illci] = [£]
En donde.

LdVl/] dN;
kj; = k—dx —j WjA(x)ydx

fi = [ W, - [, (+2)

0

La solucidn entonces de una ecuacién diferencial de la forma general con condiciones

iniciales como las siguientes, entonces quedaria como.

d2y
a(x)— + b(x) + c(x)y—gx)=0

d dy _
E(k E) + Ay + M(x) =0

dy
ka+a0=0 x=1L

x=0 - y=y,

y(x) = ¢(x) = Yo + 1Ny + CoNy + -+ G Ny,
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4.3.2.1. Ejemplo de una ecuacion diferencial de la forma Auto adjunta

A continuacion se encontrara la solucion aproximada a la siguiente ecuacion diferencial con

las condiciones iniciales siguientes.

Yy’ 43y + 2y = 4x?
y=0 x=0

dy
——5=0 =L=5
dx X

Para que la condicion de la primera derivada sea compatible con la condicién de la forma
Auto adjunta, es necesario multiplicar la ecuacion de condicion inicial por la constante k y pasando

la ecuacidon diferencial a la forma Auto adjunta en su forma matricial quedaria de la siguiente

manera.
dy
ka+a0:0 x=1
dy
k——k5=0
dx

(k][] = [£]
fi = _fOLWfM(x)dx - [Wj(ao)]L - [Wf (k%ﬂo

Ldw; dN; L
kj; = j —Jk—ax —f WiA(x)ydx
0 0

dx dx
b(x)
k = e mdx = e3x

A(x) = 2(e%)

M(x) = —4x?(e3¥)

L L
ki = f jxf‘1e3xixi‘1dx—] x72(e3¥)xtdx
0 0

fi=- foj4xze3"dx + [/ (se*)], - [xj (esx d_J')]

dx
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A continuacion se encuentran los valores de las matrices para una resolucion de n = 3.

d d
—Wi_ —Ni_, =1 = W_, = 5 385
dx 7=t dx =1t Niwy = x =1 =X ki = 27 _7615
2 2
d d Nl=2 =X VVJ'=2 =X
= —N,_, = 2 1772
de]_2 2x dez_2 2x y . kyy = ST el5
i=3 — X VVJ'=3 = x3
diwjz3 = 3x? dizvl-:3 = 3x2 e = 2 24553
x x B=781 81 ¢
ky, = 823962 Ky = 28 324508 . 3242527 .
81 81 243 243 2781 81

28 324508 56 1426609 . 160 597365
- e

k :__—615 - _ - - ___ _ 15
2370437 " 243 ka3 =~ 53 T T 243 fs==313" 243 ¢

ki1 kiz ki3 ¢y f1
k21 kzz k23 G| = fz
k31 k32 k33 C3 f3

—24.69550227651967
2.4572063024081125

2

Gy 69.31637376397204
C,| =
Cs

La solucion de la ecuacion diferencial es la siguiente.

y(x) = ¢p(x) =y, + C;N; + C,N, + -+ C,N,,
y(x) = ¢p(x) =y, + C1x + Cpx® + C34°

Para los valores iniciales
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y(x) = ¢p(x) = 69.31637376397204x — 24.69550227651967x* + 2.4572063024081125x°

Para una resolucién de n =5 la solucion aproximada de la ecuacion diferencial es la

siguiente.

y(x) = ¢p(x) = 486.374354x — 378.982813x* + 114.711019x> — 15.72598844x"* + 0.821967x°

Al comparar las gréficas se puede observar como se acercan a la solucion real con forme

aumenta la resolucién.

350

Sol . Real

300

2580

200

150

100

a0

4.5 5 5.5

Figura 133. Comparacion de graficas entre la solucién real y las
soluciones aproximadas de la forma Auto adjunta. Fuente: EIl Autor.
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44. Meétodo de Elementos Finitos para la resolucion de ecuaciones diferenciales

ordinarias

Antes de comenzar hablar del método de elementos finitos se debe hacer un repaso del

método de Diferencias Finitas descrito en la seccién 4.1.5.

El método de diferencias finitas consiste en sustituir las derivadas de la ecuacién diferencial
por funciones lineales derivadas y por medio de una manipulacion matricial obtener puntos que se
acerquen a los valores reales de la ecuacion diferencial. En el ejemplo que se desarroll6 se observa
codmo se acerca a la solucién los puntos que resulta del método de Diferencias Finitas, tal y como

se muestra en la siguiente imagen.

20

Ay Drr+10x+2 5 sen{x)—Heos(r) wax+2x4+2 5] sen(x) — cos(x

500 e™ 104 e 1 e” 8 e

55 =}

-20

Figura 134. Figura repetida (Fig.118). Fuente: El Autor.

El resultado mostrado en la figura anterior son puntos que se acercan a la solucion, mas no

son los valores reales de la solucién en el punto analizado.
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Ahora comparando el Método de Diferencias Finitas con el Método de Elementos Finitos de
ahora en adelante nombrado como MEF, son los puntos reales sobre la curva. Para comprender
mejor esto se compara a modo de ejemplo la aproximacion con el Método de Diferencias Finitas

(MDF) y el MEF de una solucion real de alguna ecuacion diferencial.

Sol Real

+ + MEF

Figura 135. Comparacion de la solucidn real versus la solucién
aproximada del MFE y el MDF. Fuente: EI Autor.

Como se observa en la figura anterior, con menos elementos el MEF, logra aproximar mejor
la solucidn real, otra caracteristica importante del MEF, es que no es necesario usar la misma
longitud entre puntos, caso contrario al MDF, que a la longitud entre puntos se le conoce como

paso Ax.

Ahora para conocer como se usa el MEF, para resolver ED, es necesario conocer las dos
condiciones que se deben cumplir para que se pueda usar, tal y como se presenta en la presente
guia. Condicién de contorno de Dirichlet, la primer condicién es que el dominio de la ecuacion
diferencial debe ser Q[A, B], y se debe conocer el valor de la solucion en A (esto se explicard con

mas detalle en el siguiente ejemplo), la segunda condicion es que se debe conocer el valor de la
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primera derivada en B, expresado de otra forma se debe cumplir con alguna de las siguientes
condiciones de contorno (Oriate, 2016).

y—y0=0 en x=A Cond.Cont. Dirichlet

Cond.cont.= 4 dy

ka+ ap=0 en x =B Cond.Cont. Neumann

Entonces el MEF, es parecido al MDF, con la diferencia que el MDF, utiliza las derivadas de
una funcion lineal para encontrar las aproximaciones y el MEF, utiliza funciones de forma y peso
dentro del modelo matricial de la forma débil del Método de Residuos Ponderados, para

comprender mejor esto se analiza la siguiente gréfica.

Sol B D)
e

Figura 136. Comparacion de la solucion real versus la solucién aproximada
del MEF utilizando elementos lineales. Fuente: El Autor.
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La solucién aproximada de la EDO, por el MEF, es entonces la siguiente.

pel(x) x1l<x<x2
pe2(x) x2<x<x3

SolED = y(x) =~ ¢p(x) = {

A cada funcién del tramo se le conoce como elemento.
¢el(x) = Elemento 1
¢e2(x) = Elemento 2

Y para este caso en particular las funciones de los elementos son las siguientes.

pel(x) = 2~ ¢1 (x—x1)+ ¢1

x2 —x1

¢3 — P2
3 —x2 (x —x2) + ¢2

pe2(x) =

Si se factoriza para ¢1, ¢2 y ¢3, entonces las funciones quedarian de la siguiente manera.

x2

Fe100 = () 91+ (o) 92

_ x3—x X —x2
pe2(x) = <x3 - x2> $2+ (x3 - x2> 3
Si se generaliza a Nodo Near y Nodo Far tal y como se hizo en la seccion 2.2.2., entonces

esto quedaria de la siguiente forma.

Fe) = (S ) o + (S ) 9F

En donde la longitud del elemento es

le = xF — xN

Fe(x) = (xF - x> ON + (x —lexN> OF

le

Siendo entonces las funciones de forma para la funcion Near y Far.

N = (sze_ x)

x—xN)
le

Ne(x) = (
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Pe(x) = Ny(x)pN + Np(x)¢pF

44.1. Resolver ecuaciones diferenciales con el MEF (Ecuacién de Poisson)

Tal y como se vio en el método de Galerkin la funcion de forma es igual a la funcidn de peso,

si esto es cierto entonces existe una funcién de peso para Near y una funcion de peso para Far.

M) = Wy () = ()
NeG) = We () = ()

La forma débil del Método de Residuos Ponderados en la forma de la ecuacion permite que
pueda expresarse en la forma matricial para cada elemento.

f: (k Z_Z) aw= fOLWM (x)dx = W (ap)],

d (kdy>+M —0
dx\ dx (x) =

[(kZ—i + aO)]L =0 x=1L (Esta es una integral evaluada)

En dénde



244

dWy = 1
N7 e

1

dWF:E

k. = kNN kNF]
¢ kFN kFF

=z

En la matriz global se encuentran las condiciones iniciales las cuales se encuentran en color

rojo.

lkll k1n”¢1fy0

f1".‘% ]
bn

knl -+ knn fo + [Wragly=s

Para encontrar el valor de q,, es necesario reducir la matriz tal y como se hacia en la seccion

2.1.1.3. en donde la matriz reducida queda como

£2

kn2 - knn bn fu + [(Wragly=r

k22 - k2Zn 0B}

Con la matriz reducida se encuentran los valores de la funcion y con ellos en la matriz global
se determina entonces el valor de q,. El valor de gy, no es necesario determinarlo ya que lo que
realmente importa es determina los valores de la funcion solucién en los puntos que se

establecieron del elemento.

$1 =0
¢

bn
En donde cada uno de estos valores son coordenadas sobre la solucion que corresponden a

los valores del dominio de cada elemento.

(x1, ¢1)
(%2, ¢2)

X B,
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4.4.1.1. Ejemplo de una ecuacion diferencial (Ecuacion de Poisson)

Se desea encontrar la deflexion de la siguiente viga en voladizo en el punto x = L/2.

q=5T/m

El=1
— X
L=5m
~

Figura 137. Viga en voladizo. Fuente: El Autor.

Como se menciono en la seccién anterior solo es posible utilizar el MEF, para resolver
ecuaciones diferenciales si se cumple las siguientes condiciones de contorno.

y—y,=0 en x=A4A

Cond.cont.= 4 dy
ka+a0=0 en x=2B

Para que se cumplan las condiciones iniciales es necesario entonces hacer el siguiente arreglo

al eje coordenado de la viga.

y

HEHEEE T

(0,0)

Figura 138. Arreglo del eje coordenado de la viga. Fuente: El Autor.
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Con esto entonces se puede armar la ecuacién diferencial con las condiciones iniciales.

Vo =10 en x=0

Cond.cont.=1  d
ond.con [E1£+(EI)(0)=O en x=1

d <kdy>+M -0
dx \" dx () =

k=El=1

A continuacién se describiran una serie de pasos para encontrar los valores de las deflexiones.

PASO #1
Determinar el dominio de cada elemento.

Ya que lo que se pide en el problema es que se encuentre el valor de la deflexionen x = L/2

por lo que solo seran necesarios dos elementos y se debera colocar un nodo en x = L/2.

ELEMENTO #1
el » 0<x<L/2
XN=x1=0
WF=x2=5=25
2
le=x2—x1=25
ELEMENTO #2

e2 - L/2<x<L
N = 2—L—25
XN =x2=5=2.

xF=x3=L=5



le=x3—-x2=25

PASO #2

Determinar la matriz por elemento.

k. = knn kzvp]
¢ krn  krer
=[]
[k1[G] = [f.]
" _fodede
e= ), dx dx
xXF
fo= WM (x)dx
XN
- 1 _ 1
NN xF —xN "~ le
P 1 1
NFE= T XF—xN e
1 1

kv == F N~ le

1 1

FF:xF—xNzle

fn=-

8 le 6

le

E(—(xN)4 + (xF)4> N E(xF(—(xN)3 + (xF)?)

fr=3

le 6 le

ELEMENTO #1

kyy = ki1l ==
NN 11€ 5

kyr = kizel = —=

5

kpy = kyel = 2
FN = K161l = 5

B E(—(xN)4 + (xF)“) B E(xN(—(xN)3 + (xF)3)

247
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key =k 1—2
FN = K22€ =5
_ 1_625

fi = fiel = 20>+ 4

625

= 1:—
fr = f2e 64

(k1[G = [fe]

04 —0.4 [d)l = 0] _[3:2552+ qo]
-04 04 ¢2 9.765625

ELEMENTO #2
kyy = kpye2 = 2
NN = Kpp€4 = 3
kyr = kyze2 = 2
NF = Kp3€s = 5
kpy = k302 = 2
FN = K324 = 5
kpy = kize2 = 2
FN = K33€s = 5
_ - 6875
fv = f2e ~ 192
_ 5= 10625 + Weag] _ 10625
fr=fze2 = 192 FQolx=L = 192
[k[G] = [fe]
[ 04 —04 [qbZ] _ [35.897291
—-04 04 1[¢3 55.338541
PASO #3

Determinar la matriz global.
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625

2 2 kiw =0 f1:ﬁ+%
k11 = E klz = —g 13
2 4375

2 4 kyy=—= fo = el + fre2 = ——

k21 = _E k22 = kzzel + kzzez = g 5
) . _ 10625
k31 =0 2 k33=§ 37192
ks = 5

La matriz global entonces es entonces

-04 08 -04 P2 45.572916
0 -04 04 ¢3 55.338541

[0.4 —-04 0 Hfbl = Ol [3.2552+CI0

PASO #4
Reducir la matriz global y determinar los valores de las constantes.

04 —04 ¢$1 =0 32552+q0
[—0.4 —0. 4] [ 45.572916
.4

0 55.338541

[ ] [252 27864-58]
390.625

PASO #5
Establecer las coordenadas de los puntos.
(x1’ ¢1) = (0 ) O)

(x5, P;) = (2.5,252.2786)
(x3, ¢3) = (5,390.625)

Si se grafican los puntos en la ecuacion solucion entonces esto es lo que se obtiene.
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(a3, $3)

400

350 T | Sofl real

de2(x)

200

100 del{x)

0s 1 15 2 25 3 35 4 45 5
(al, 1)

Figura 139. Comparacion de la solucién real versus la
solucion MEF con dos elementos. Fuente: El Autor.

Hay que recordar que por el arreglo que se le hizo a la viga, para que se obtengan las

deflexiones entonces hay que restar el valor de ¢3 a la solucién.

xF —x x —xN

be) = (g ) N + (=) #F

pel(x) — ¢3 0<x<25

SolED = y(x) = q3(x) = {cﬁez(x) — ¢3 25<x <5

—_ 25—x x—0
Fe100) = (Fo—s ) O + (55 —5) (2522786) — 390.625

5—x
5—-25

Fe2(x) = ( )(252.2786) + (x ;:’

T )(390.625) —390.625

La deflexion de la viga en x = 2.5 es entonces.

5
5-25

2. .5
5-25

pe2(x =2.5) = ( ) (252.2786) + ( ) (390.625) — 390.625
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¢pe2(x = 2.5) = —138.3464

Para tres elementos el resultado seria el siguiente.

PASO #1

Determinar el dominio de cada elemento.

ELEMENTO #1
el - 0<x<L/2
xN=x1=0
F = Z—L—ZS
Xr =X —E— .
le=x2—x1=25
ELEMENTO #2
e2 - L/2<x<3L/4
N = Z—L—25
XIN =X —E— .
F = 3—3L—375
Xr =X —T— .
le=x3—x2=1.25
ELEMENTO #3

e3 » 3L/4<x<L
3L
xN=x3=T=3.75

xF=x4=L=5

le = x4 —x3=1.25
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PASO #2

Determinar la matriz por elemento.

k. — knn kNF]
¢ ken  ker
=3

(k6] = [fe]
. _fodede
¢ )y dx dx X
xF
fo= WM (x)dx
xN
oot 1
NN xF—xN "~ le
o~ 11
NE=™ xF—xN~ e
. 11
FN=""xF—xN "~ e
oL 1
FE™ XF —xN " le

8 le 6 le

5/—(xN)*+ (xF)*\ 5 /(xF(—(xN)3 + (xF)3)
e fnten s

5 —(xN)*+ (xF)*\  5(xN(=(xN)3 + (xF)3?)
fr = §< le ) - E( le )

ELEMENTO #1

04 —04 [¢1=0]= 3.2552+q0]
—-04 0411 ¢2 9.765625

ELEMENTO #2

0.8 —0.8] [¢2] _ [13.427734
—-08 08 1[#3] " 117.496744
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ELEMENTO #3

—0 8] [ ] _ [27:262369
32.958984

PASO #3
Determinar la matriz global.

04 -04 0 0 1[¢#1=0 3.2552 + q,

—04 12 -08 0 || ¢2 |_|23.193359
0o -08 16 -08|| ¢3 44759114
o o0 -08 o08ll ¢4 32.958984

PASO #4

Reducir la matriz global y determinar los valores de las constantes.

1 2 -0.8 23.193359
- 1 6 —0 8 = 144.759114
32.958984

252. 278648
349.426269
390.625

PASO #5

Establecer las coordenadas de los puntos.

(x1, 1) = (0,0)
(x5, ¢2) = (2.5,252.2786)
(x3, 3) = (3.75,349.4262)
(x4, $4) = (5,390.625)

Si se grafican los puntos en la ecuacion solucion entonces esto es lo que se obtiene.
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(x4, )

{x3, ¢3)
hed(x)

Sol MEF 3¢
300

de2{x)
(2, p2)

200

100

{xl, 1)

-0.5 05 1 14 2 25 3 35 4 45 5

Figura 140. Comparacion de la solucidn real versus la solucion MEF con tres elementos. Fuente: El Autor.

Hay que recordar que por el arreglo que se le hizo a la viga, para que se obtengan las

deflexiones entonces hay que restar el valor de ¢3 a la solucion.
_()_<xF—x) N_I_(x—xN) F
¢ex_xF—xN¢ xF—xN¢

pel(x) — ¢3 0<x<25
Sol ED = y(x) = ¢(x) =< pe2(x) — ¢3 2.5 <x<3.75
pe3(x) — ¢3 375<x <5

2.5 X
25-0

geico - (2) 0+

) (252.2786) — 390.625

x—25
3.75—-2.5

3.75—x

pe2(x) = (3.75 25

) (252.2786) + ( ) (349.426269) — 390.625

x —3.75
5-3.75

5—x

dpe3(x) = <m) (349.426269) + ( ) (390.625) — 390.625



255

La deflexion de la viga en x = 2.5 es entonces.

3.75 - 2.5) (252.2786) + ( 25-25
5 ' 3.75-2.5

fo2x =25 = (7555

) (349.426269) — 390.625

¢pe2(x = 2.5) = —138.3464
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CAPITULO 5. ELEMENTOS UNIDIMENSIONALES AVANZADOS

5.1. Conceptos generales

Tal y como se explico en la seccion 4.4., el MEF, aplicado a la resolucion de ecuaciones
diferenciales consiste en crear elementos, cada elemento es una funcién a trozos que poseen un
dominio o tamafo del elemento, la unién de cada trozo de funcién forma la solucion de la ecuacion

diferencial, para ejemplificar esto mejor se usara la figura 136, contenida en la seccién 4.4.

P IR, )
LT, 2] o

Sol E1)
e

3

(xl, ¢l) {23, $3)

Ly

Figura 141. Figura repetida (Fig. 136). Fuente: El Autor.

Sea entonces la siguiente la solucién aproximada por el MEF, de la EDO.

pel(x) x1l<x<x2

Sol ED = y(x) ~ $(x) = {¢_7e2(x) X2 < x < x3

A cada funcién del tramo se le conoce como elemento.

¢el(x) = Elemento 1
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¢e2(x) = Elemento 2

Y para este caso lineal las funciones de los elementos son las siguientes, esto se demostro

en la seccion 4.4.

J)el(x):(xz_x)¢1+<x_x1)¢2

x2 —x1 x2 —x1

_2()_(x3—x) 2+<x—x2) 3
pe2(x) = x3 —x2 ¢ x3 —x2 ¢
Qué pasaria si en lugar de utilizar un elemento lineal o funcién lineal como elemento se desea

utilizar una funcion cuadrética o elemento cuadratico, como se muestra en la siguiente figura.

{x3, $3)

43

Sol &0
e

{xd, ¢d)

e

the2{x)

5 el 5 B
{ ), )

Figura 142. Comparacion de la solucién versus la solucion aproximada del MEF utilizando
elementos cuadraticos. Fuente: El Autor.

Utilizando este tipo de elementos se puede observar como se acerca la solucién aproximada

a la real con una menor cantidad de elementos.
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La solucion obtenida por el MEF se escribe de la siguiente manera.

pel(x) x1<x<x3

Sol ED = y(x) ~ ¢(x) = {d_)eZ(X) X3 <x <x5

Usando la forma general de la funcion cuadratica si se conoce tres puntos entonces los

elementos pueden escribirse como se muestra a continuacion.

Pel() = (xeZ—_xx1> <;C33—_;1) o1+ <;CZ_—J;11> (xx33—_xx2) $2+ (;3_—);22) (;3_—3;11> 93

b2 = (55 =5) (=) 93+ () (o) 44+ (=) (=)

Generalizando cada Nodo como Nodo Near, Nodo Far y se agregara ahora el Nodo Middle,

este nuevo nodo se llamara de estar forma por estar entre el nodo Near y Far, pero no significa

necesariamente que la distancia entre los nodos sea la misma, mas adelante se hara por comodidad

la distancia entre el Nodo Near y Nodo Middle igual a la distancia entre el Nodo Middle y Nodo

Far, pero por el momento se supondré que la distancia no necesariamente es la misma. Con esto ya

definido entonces se generaliza para cualquier elemento cuadratico.

b~ () R o+ G G o G2 G

En donde las funciones de forma se establecen de la siguiente manera.

pe(x) = Ny(x)PN + Ny (x)pM + Np(x)F

NN(X):<xM—x><xF—x>

xM — xN/ \xF — xN

NM(X)=(x—xN)(xF—x)

xM — xN/ \xF — xM

00 = (i) G =m)
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Si se estable la funcion de peso igual a la funcién de forma tal y como se hace en el Método
de Galerkin descrito en la seccién 4.2.3., y se utiliza la forma débil del método de residuos

ponderados para armar el sistema matricial entonces se obtiene lo siguiente por cada elemento.

WN(X)=NN(X)=<xM_x)<xF—x)

xM — xNJ \xF — xN

x —xN xF —x
WM(x) = NM(x) = <xM — xN) (XF —XM)

x —xM x—xN
Wp(x) = NF(x) = (XF —xM) (xF —XN)

f: (1) aw = fOLWM (Odx — [W (ao)].

d(k@v+M —0
dx \" dx (x) =

[(kd—z + ao)]L =0 x=1L (Esta es una integral evaluada)

En ddénde

[kallG] = 15

. _J”dede
)y dx o dx X
xF
fi = WM (x)dx
XN
AN = dW. = 2x — xF —xM
NN T (oM — xN) (xF — xN)
xF + xN — 2x

(xM — xN)(xF — xM)
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2x —xN — xM
(xF —xN)(xF — xM)

dNF = dWF ==

kMN kMM kMF
kFN kFM kFF

fn
fe = |fm
fr

knn  knm  knr
ke =

Es importante verificar que la integral de cada elemento se realiza en la longitud de todo el
elemento sea esta le = xF — xN. Las condiciones iniciales se deben incluir tal y como se hace con

un elemento lineal.

lkll k1n”c/)1fy0

f1‘|_'% ]
bn

knl - knn fo + [Wraol=1

Para calcular los valares ¢, se debe reducir la matriz tal y como se muestra.

k22 - ken|| d2 | _ £2

kn2 - knn bn fo + [Wragly=1

Para comprender mejor lo descrito anteriormente se hallara la funcion aproximada de la
ecuacion diferencial propuesta en la seccién 4.4.1.1., utilizando Unicamente dos elementos

cuadraticos.

5.1.1. Ejemplo con elementos cuadraticos utilizando el MEF (Ecuacién de Poisson)

Se desea encontrar la deflexién en el punto x = L/2, de la viga mostrada en la figura 137,
para que cumpliera con las condiciones de contorno se realizd el arreglo de la figura 138,

obteniendo como resultado la siguiente ecuacion diferencial y las siguientes condiciones iniciales.
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Yo=20 en x=0
Cond. t.= d
ond.con {El—y+(EI)(0)=0 en x=1L
dx
d(kdy)+M =0
dx\ dx () =
k=El=1
_a
M(x) = 5
q=>5
L=5
a0=0

A continuacién se describiran una serie de pasos para encontrar los valores de las deflexiones.

PASO #1
Determinar el dominio de cada elemento.

Ya que lo que se pide en el problema es que se encuentre el valor de la deflexion en x = L/2.
Por lo que solo ser&n necesarios dos elementos.

ELEMENTO #1
el » 0<x<L/2
xN=x1=0
M = Z—L—125
X = X —Z— .
xF=x3==-=25
le=x3—x1=25
ELEMENTO #2

e2 - L/2<x<L

N = 3—L—25
XN =x3=-=2.
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3L
xM = x4 = — = 3.75
4
xXF=x5=L=5
le=x5—x3=25
PASO #2
Determinar la matriz por elemento.

kun  kum  kur

knn  knm  knr
k, =
key  kem  Krer

fn
fe = |fu

fr
[k[G] = [f]

WN(x)=NN(x)=(XM—X)(xF—x)

xM — xN/\xF — xN
T =
=i = (20) 22
2x — xF — xM
dNy = dWy =

(xM — xN)(xF — xN)

xF + xN — 2x
G <) GF 370
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IN. = dW. 2x — xN — xM
F=20E ™ (xF — xN)(xF — xM)
ELEMENTO #1
ey = kel = — K = kprel = ——2 2
NN = K11€l = 15 MN = K218l = 15 kpy = k3l = 1
16 32 16
knm =k1231=_ﬁ kMM:kZZelzl_S kFM=k3zel=—E
e = krsel = — g = kel = — 14
NF = K13€l = 15 MF = K361 = —7¢ kpp = k3zel = s
fel— 125 N
fn = fiel= 192 do
- fel= 125
fu = fael = 16
Cfele 375
fr=fzel = 64
k1[G = [f]
0933 —1.066 0.133 ][¢1=0 —0.651041 + q,
—-1.066 2.133 —1.066 P2 | = 7.8125
0.133 —-1.066 0.933 ¢3 5.8593
ELEMENTO #2
oy = ksse2 = K = kyze2 = — 2 2
NN = K334 =Tr MN = K43€4 = —77 kpy = ksze2 = 15
o = Knge2 = — 2 ks = kase2 = 2 16
NM = K34€4 = 15 MM = K448l = 15 kpy = kspe2 = Iz
e = kgse2 = o = ka2 = — 14
NF = K3s€z = 15 MF = K45€4 = 15 kpp = kgse2 = s
 fe7= 375
fv = fze2 = 64
2875

= 2:—
fu = fae 48
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1625 1625

fr=fse2 = " (Wraglx=1 = 4

[ke1[¢;] = [£:]

0933 —1.066 0.133 ][¢3 5.8593
—-1.066 2.133 —1.066(|®4|=[59.8958
@5

0.133 —-1.066 0.933 25.3906

PASO #3

Determinar la matriz global.

0933 -1.066 0.133 0 0 q[®1=0] [—0.651041+ qq]
|-1.066 2.133 —-1.066 0 o || #2 | | 7.8125 |
| 0133 —1.066 0.933+0.933 —-1.066 0133 | #3 |=158593+5.8593|
l 0 0 ~1.066 2133 —1.066J| o4 | | sogosg |
0 0 0.133 —1.066 09334 ¢5 | | 25.3906 |
PASO #4
Reducir la matriz global y determinar los valores de las constantes.
0.933 —1.066 0.133 0 0 [#1=0] [—-0.651041+ qo]
[-1.066 2.133 —-1.066 0 0o || #2 | | 7.8125 |
[ 0133 —1.066 0933+0933 —1.066 0.133 || ¢3 |=I58593+5.8593]
Il 0 0 ~1.066 2133 —1.066'[ ¢4j | 508958 |
0 0 0.133 -1.066 0.933 1l ¢5 | 25.3906 |

$2 129.8014323
$3| _[252.2786458
P4~ 1349.5279948
$5 390.625

PASO #5
Establecer las coordenadas de los puntos.

(xlt ¢1) = (0 ] 0)
(x5, ¢,) = (1.25,129.8014)
(x3,¢3) = (2.5,252.2786)
(x4, Ps) = (3.75,349.5279)
(xs,¢s) = (5,390.625)

Si se grafican los puntos en la ecuacion solucion entonces esto es lo que se obtiene.
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(x4, ¢4)
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(x3, ¢3)
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05 1 15 2 25 3 as 4 45 5
(1, 1)

Figura 143. Comparacion de la solucion real versus la solucion MEF
con dos elementos cuadraticos. Fuente: El Autor.

La solucién obtenida por el MEF, se escribe de la siguiente manera.

pel(x) 0<x<25

SolED = y(x) = ¢(x) = {qSez(x) 25<x<5

En doénde

5109 = (1255 (25 =0) @+ (T5=0) (z5 - 125 1229019 + (35=5.5) (75 =) 252278)

Fe2(x) = (=2 X ) (275) 2s22786) + (e 22 ) (225 ) (349.5279) + (F272) (X222 (390,625
Pe (")_(3.75—2.5) (5—2.5)( 2786) (3.75—2.5)(5—3.75)( 5279) (5—3.75)(5—2.5)( 623)
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5.1.2. Forma general de elementos con varios nodos en el dominio del elemento

Antes de mostrar la forma general de los elementos con varios nodos, se debe examinar
algunas condiciones y caracteristicas de los elementos o funciones a trozos para resolver

ecuaciones diferenciales.

La primera condicién para utilizar los elementos es que no puede existir mas de un nodo

compartido por elemento, expresado de otra forma.

Sean los siguientes nodos pertenecientes al elemento uno x3 < x4 < x5, el siguiente
elemento solo puede compartir o el nodo x3, o el nodo x5, pero no puede compartir ambos nodos
ni puede compartir el nodo Middle o en caso tuviera el elemento uno mas nodos centrales no podra
compartir ninguno de estos por lo que el dominio del elemento dos solo puede ser x1 < x2 < x3

0x5 < x6 < x7.

La segunda condicion se debe a las funciones de forma, como se observo en la seccidon
anterior y en la seccion 4.4.1.1., no es posible combinar funciones de forma dicho de otra manera,
si el primer elemento se definié como una funcion lineal, todos los elementos siguientes tienen que
ser lineales, pero si el primer elemento se definié como elemento cubico o cuadratico o de alguno

otro grado todos los siguientes elementos también deben cumplir esta condicién.

El que no se puedan combinar funciones de forma es debido al tamafio de la matriz global,
ya que al sumar las matrices individuales si estas no son del mismo tamafio el resultado sera una
matriz que no seré cuadrada por lo que no se podré obtener la inversa de la matriz y por lo tanto no

se obtendran los valores de ¢.

La tercera condicion se debe a las condiciones iniciales o de frontera, como se mostro en la
seccion 4.4.1.1. es necesario un cambio o una transformacion del analisis del fenémeno para que
las condiciones se cumplan de lo contrario no se podré utilizar el MEF, con la forma débil del

Método de Residuos Ponderados para aproximar la solucién.

Existe una caracteristica de los elementos y esta es la ubicacién del nodo Middle y es que

este no necesariamente tiene que estar a una distancia igual entre los nodos Near y Far o entre los
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mismos nodos centrales pero para idealizar el elemento esto es preferible, de esta preferencia se

hablaréa en la siguiente seccion con mayor detalle.

Ya que se revisaron las condiciones de los elementos y su principal caracteristica entonces
es posible definir la forma general de los elementos unidimensionales avanzados, a estos se les
Ilama de esta forma ya que no son de tipo lineal y su Unica longitud es la del eje x, cuando se esté

analizando elementos bidimensionales entonces esto cambiara.

Sea entonces la siguiente una funcion de forma del nodo i la cual pertenece al elemento con

n nodos.

N(x)(e) - (x_xl)(x_xz> (x_xi_1><x_xi+1> (x_xn_1><x_xn>
; =
Xi = X1/ N — Xy Xp = Xi—1/ NXp T Xy Xi =™ Xn—1/ \Xp = Xy

L L

Cuando se evalué x = x;, entonces todos los factores seran uno por lo que la funcién de

forma serd igual a uno, esto se debe a que el factor (;ﬂ) no debe estar incluido en la funcion de

3 L

forma, a este tipo de elemento se le conoce como elemento lagrangiano.

X;— X X;— X X; — X; X; — X; X;— X X;i— X

e i 1 i 2 i i—1 i i+1 i n—1 i n
Ni(x_—xi)()_—( )( )(

Xi = X1/ X — X Xi = Xi—1/ N\ = X Xi = Xp—1/ X — Xy

L L

Otra forma de escribir el elemento lagrangiano es la siguiente.

n

N () = 1_[ (;i?)
i %

J=10=))

En el ejemplo de la seccidn 5.1.1., se utilizaron elementos con tres nodos n = 3, por lo que
utilizando el productorio de la funcion de forma del elemento lagrangiano entonces se tienen las

siguientes funciones de forma.



268

~—r X — X;
Ni—1 ()(e=D) = ( . )

(x—xZ)(x—X3>
xl—x]' X1 — Xy X1 — X3

n=3
Nz (x)e=D = [ (X5 =(x—x1)(x—x3)
- Xy — Xj Xy — X1/ \Xp — X3

J=1G#)
= X—X
_ - Aj X — xl X — xz
Ni:S(X)(e_l) - 1_[ (X - .;) - (x — X )(X — X )
(e V3 'j 3 1 3 2

Si se compara se vera que efectivamente se cumple para elemento uno, si ahora se deseara
hallar para el elemento dos se debe recordar que en el dominio de este elemento existen los nodos.

x3, x4, x5 entonces las funciones de forma para este elemento quedarian de la siguiente manera.

n=>5

Mt =[] (222) = (222) (222%)
= X3 — Xj X3 — Xy X3 — X5

j=3({#)) J

n=>5

Nig(x)=2 = T (2=% =(x—x3)(x—x5>
B X4 — Xj X4 — X3/ \Xq4 — X5

j=3(i#)) J

n=>5

Vst = 1] (E2) = (E2) (22
1=5 X5 — X; X5 — X3/ \Xg — Xy

j=3(#))

De la misma manera que se realiz6 anteriormente es posible entonces encontrar la funcion

de forma para cualquier elemento con n nodos.

5.2. Transformacion de la geometria real del elemento a una geometria normalizada o

geometria natural

Como se menciond en la seccidn anterior una de las principales caracteristicas del MEF, es
que las distancia entre los nodos de un elemento no necesariamente debe ser la misma, pero el
hecho de que si sea la misma permite poder escribir la funcion de forma en términos del punto
central o de alguno de los puntos del elemento. Para ejemplificar esto mejor se usara el dominio de

la figura 136, del elemento general el cual contiene dos nodos.
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(z2,¢2) ©2

Sol D0

-

Figura 144. Transformacion de la geometria del
elemento. Fuente: El Autor.

Tal y como se observa en la parte inferior de la grafica (eje x) ,las coordenadas de los nodos
han sido reemplazadas por coordenadas naturales en donde x1 = xN = el = -1y x2 = xF =
&,el = +1, la primera vez que se realizd una transformacion similar fue con el propdsito de
generalizar a los nodos del elemento como Near y Far y esto ocurrio en la seccion 4.4., ahora la
transformacion no se hard como Near o Far si no como +1, —1 o como otro valor entre [—1,1],
creandose coordenadas locales, para entender esto se analizara los siguientes elementos. En la
figura 145, la curva con color negro es la solucion de la ED, y la funcion en color rojo es la

aproximacion de la funcién del elemento.
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P Elemento cuadratico -
Elemento lineal Elemento ciibico

=2 MN=02 OMF=03
=01 oF=¢2 WMONB¢3 WSJM/”O/—ON%M
E1=1 g o El=1 £2=0 =41 El=-1 g2=-1/3 5 £3=+1/3 Ed=+1
| 1 S
| Y oI
xN=x1 XF=x2 xN=x1 M=x2 xF=x3 xN=x1 XMN=x2 xMF=x3 xF=x4

Figura 145. Coordenadas locales y globales de los
elementos lineal, cuadratico y cibico. Fuente: El Autor.

De la misma manera que se realiz6 en la seccion 5.1.2., también es posible establecer un
productorio en términos de & para x, asi como se establecid uno para ¢, en términos de x. La idea
de establecer este productorio es que cuando &, un valor que corresponda a uno de los nodos este
valor sea generado haciendo cero el resto para ello entonces se usara el concepto de funciones de

forma, a esto se le conoce también como interpolacion paramétrica.

Sea entonces la siguiente una funcion de transformacion del sistema local al global en

términos de las funciones de forma para un elemento de n nodos.
x =N (E)x1+ N,(§)x2 + -+ N, (6)xn
La funcion de forma para el nodo i, se describe de la siguiente manera.
N(&=§ )@ = <€i — E1> <€i _ f2> <€i — Ei—l) (Si — Ei+1) (fi — fn—l) <€i — En)
§i =8 \& — %, §i =8/ \& ~ S T SR AR St 8

Cuando se evalué & = &;, entonces todos los factores seran uno por lo que la funcién de forma

sera igual a uno, esto se debe a que el factor (%) no debe estar incluido en la funcion de forma.

Generalizando la funcion de forma esta quedaria de la siguiente manera.
n
N;(x)® = 1_[ (%)
j=ta=p
Como se mostré en la figura 145, para el elemento cubico existen las coordenadas locales

que estan entre [—1,1], para pasar de las coordenadas locales a las globales es necesario entonces
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utilizar el productorio de la funcion de forma vista en el parrafo anterior. Para comprender como
se realiza esto se comenzara analizando el elemento lineal y asi sucesivamente hasta el elemento

cubico.
ELEMENTO LINEAL

Elemento lineal

ON=01 oF =92
El=-1 s g2=+1
| ?
? |
xN=x1 xF=x2

Figura 146. Transformacion de las coordenadas locales a
las globales del elemento lineal. Fuente: El Autor.

En la siguiente funcién al ser evaluado & = &; entonces debe de obtenerse el valor de x;.

x(8) = N1(§)x1 + N (§)x2

Para ello entonces se debe usar el productorio para n = 2.

N;(x)® = 1—[ (E_ff)

J=1(i%)) §i—§j
n=2
N, ()@ = JJ;L) (; —i’],-) - (; _Z) _ ((—61) EJF(?U) _ ({_21) _ (1 _ é’)
o= [ (£25)=(67%) - (65580 (3

Quedando entonces la funcion x (&) de la siguiente manera.

0=(F )+ (5

ELEMENTO CUADRATICO
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Elemento cuadratico

oM=92
WVONC—)M
£2=0
El=-1 E3=+1
. ? ?
\I./
XN=x1 xM=x2 xF=x3

Figura 147. Transformacion de las coordenadas locales a
las globales del elemento cuadratico. Fuente: El Autor.

En la siguiente funcién al ser evaluado ¢ = &; entonces debe de obtenerse el valor de x;.

x(&) = N1(§)x1 + Np(§)x2 + N5(§)x3

Para ello entonces se debe usar el productorio paran = 3.

TO(E-¢
N; () = < ]>
j=111j) Y

n=3

- T (E-(20ED -5 5 - o)

J=1(i#))

n=2

o= 1] (£28)= (=022 = =) a=w) =a-oe+n

J=1(i#j)

n=2

oo 1 (£8)- (DD - (=EDED- o)

J=1(i#))

Quedando entonces la funcion x (&) de la siguiente manera.

x(©) = (5) a1+ (-9 + D2+ () () 3

ELEMENTO CUBICO
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Elemento cubico

dMN= 02 OMF=03

El=-1 E2--113 < E3=+1/3 Bd4=+1

R S

xN=x1 xMN=x2 xMF=x3 xF=x4

Figura 148. Transformacidn de las coordenadas locales a
las globales del elemento cibico. Fuente: El Autor.

En este punto es importante resaltar que no era necesario establecer los nodos é2 = —1/3y
&3 = +1/3, ya que la distancia pudo ser mayor 0 menor pero conviene que esto sea simétrico ya
que al establecer la relacion dx/dé&, esto facilita los calculos. Pero asi como se menciono en la

seccién 5.1.2., no es necesaria la simetria entre los nodos.

En la siguiente funcion al ser evaluado ¢ = &;, entonces debe de obtenerse el valor de x;.

x(&) = N1 (©)x1 + Np()x2 + N3(&)x3 + Ny(&)x4

Para ello entonces se debe usar el productorio para n = 4.
n

o= [ (E2)
i J

J=10#))

o= [ (620 (00 - () ) e

J=1(#))

M@© = ——(e+3)(e-3)€-D
o T (626 (==& ¢ -0 \[-(3) \/ e-1
M@© = ,,<€2—E],->=(Ez—;l)(fz—;g)(gz—;)=<_%_(_1)><_%_Z1) 1,
M@© =T+ 1) (£-3) €~ 1)

et B B ~ o\ e (-1
woo= 11 (E0)- (- () (8

1
j=13i%)) z— (=1
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27 1
N©@ = - €+ D(£+3)E - D

net — N [e- (-3
o= 1 (8- (== - (=) (H

J=1(#))

M@© =€+ (¢ +3)(6-3)

Quedando entonces la funcion x(£), de la siguiente manera.

(O =1 (643)(6-3) €~ Dx1+ 2 @+ (-3) G- Dx2—TL G+ 1) (£43) ¢~ D3+ 2 €+ D (£45) (£ -5) x4

5.3. Sistema matricial de la forma débil del MRP con coordenadas naturales (Ecuacion

de Poisson)

Hasta este momento ya se establecid la manera de pasar de un sistema coordenado de la
forma local a la forma global pero no se han establecido las funciones de forma y de peso para el

sistema matricial utilizado en la seccién 4.4.1.

En la seccion anterior se establecieron funciones de forma para trasladar del sistema local al
global entonces por conveniencia esas mismas funciones de forma se usaran para el sistema
matricial solo que para que esto sea viable se debe establecer una relacion entre dx y d¢, para
establecer esta relacion se usara la funcion x(¢) encontrada en la seccion anterior. Esta relacion
cambia conforme aumenta el grado del elemento, a continuacion se establecera la relacion para el

elemento lineal y el elemento cuadratico.
ELEMENTO LINEAL

Sea entonces la siguiente una funcién general x(¢), en términos del Nodo Near y Far

establecida para el elemento lineal.

0= (G (5]

En donde la longitud del elemento le es
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le =xF —xN

Derivando entonces la funcion de transformacion d% (x(®))

2 (x9) = dig((lT—f) v+ (L) xp)

dx_ 1 N+1 F_xF—xN_le
g 2T T T T
La relacién dx/dé es
dx_le
aé = 2

ELEMENTO CUADRATICO

Sea entonces la siguiente una funcién general x(¢), en términos del Nodo Near, Middle y

Far establecida para el elemento cuadratico.

£-1
2

x© = ©(57) e+ € - 0+ v+ @ ()

En donde la longitud del elemento le es

le =xF —xN

Derivando entonces la funcion de transformacion d% (x(®))

d d §—1 E+1
d_f(x(f)) = d_f((f)( 5 )xN +(E—1D(E+ DxM + (8) (T) xF)

Z—;: <§—%>xN+ (—ZE)xM+(§+%>xF =

xF —xM
2

+ &(xN — 2xM + xF)

La relacion entonces es

dx_le+ (xN — 2xM + xF)
&2 E(x x X
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Pero si xM fue ubicado a una distancia igual entre ambos nodos extremos Near y Far,

entonces se puede hacer la siguiente relacion.

xN =xM—L
xF=xM+1L
dx—le+ (xM — L — 2xM + M+L)—le
a2 T X =2

Por lo que entonces la relacion dx/dé, para un elemento simétrico es la siguiente.

dx le

g~ 2
De la misma manera se puede establecer la relacion para elementos con grados mayores.

Establecida la relacion dx/dé, es entonces posible relacionar la forma débil del MRP, con la

funcion de forma N;(§)(©,

Antes de continuar es importante aclara al lector que no sera posible resolver ecuaciones

diferenciales con M (x), que sea diferentes a una constante.

Vo =0 en x=0

Cond.cont.={  dy
ka+ a, =0 en x=0Q

) M) =0
dx< dx) Oh

M(x) = Constante

Continuando entonces la forma débil del MRP, en la ecuacién de Poisson es la siguiente.

f: () (&) & = foLWM (dx = W (o],

D Mo = 0
dx< dx>+ () =

[(kd_y + ao)] =0 x=1L (Esta es una integral evaluada)
dx L

En dénde
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[kiallG] = [£]

AN dw
Ly dx T dx

Sustituyendo en kj; la funcion de forma N;(¢) y haciendo la funcion de peso W;(§) = N;(£).
_ (AN aw (NG gy | (AW()Y (s
kﬁ_j,v Ekﬁdx_j_l< dg )(a) k( dx )(d_f>dx

= [ (4499 (242

Para f; quedaria de la siguiente manera.

XF 1
fi = LN WM (x)dx = J._ll/l/}(f)M(x)dx

5.3.1. Sistema matricial para elementos lineales con coordenadas naturales (Ecuacion de

Poisson)

Para comprender como se utilizan las coordenadas locales se explicara esto con el modelo

lineal. Como se estableci6 en la seccion 5.3., kj; y f; quedan de la siguiente manera en funcion de

3

- f (dzxsg)) ()4 (dlg,-f(f)) "

£ = f W OM)dx

Para el caso particular del modelo lineal los términos d¢ /dx y dx pueden encontrarse con la

relacion obtenida de la funcion de transformacion x(€).

Ya que la relacion dx/dé obtenida para el elemento lineal es

dx le

i~ 2
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Esta se puede transformar en

Por lo que k;; se escribe

, =f_11(d1\§§§)>(%) k(dwgf))df

Para el caso del termino dx en f; puede usarse la misma relacion.

dx le

dE 2
Despejando para dx y sustituyendo en f; se obtiene.
L le
fi=] womwZe

Por lo que el sistema matricial general para un elemento lineal se escribe de la siguiente

manera.

dN; dw; L !
L)) (5™ e on = [ womeno

En ddonde la funcidn en el tramo del elemento general es

pe(é) = Ny()py + Ne(E)pp xN < x <xF le=xF—xN

Ny () = Wy (©) = (—f)

Mo = W) = (13

dNy(§) = dWy(§) = =3

AN () = AW (6) =

k.. — [kNN kNF]
ke ker

fei = [fllz]
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Y el sistema matricial global se escribe incluyendo las condiciones iniciales las cuales se

lkn k1n”¢>1—y0‘
knl -

Para encontrar el valor de g, es necesario reducir la matriz tal y como se hacia en la seccion

encuentran en color rojo.
fi+tqo ]

fo t+ [WFaO]sz

2.1.1.3. en donde la matriz reducida queda como

k22 - k2n b2 f2
kn2 - knn bn fo + [Wraoly=1
La solucidn entonces es la siguiente.

pel(é) x1<x<x2

SOl ED = y(x) ~ §(¢) = { :
pen(§) xm—1<x<zxn

pe(§) = Ny(&)py + Ne(&) g xN <x<xF le=xF—xN

5.3.1.1. Ejemplo de la aproximacion de la solucion de EDO (Ecuacion de Poisson) con
coordenadas naturales y elementos lineales
Sea entonces la siguiente una ecuacion diferencial con las siguientes condiciones iniciales.

Vo =0 en x=10

Cond.cont.=4{ d
ond.con {k—y+a0—0 en x=5

M(x)=5 (Solo puede ser una constante)

(10:0
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Para encontrar la solucion aproximada se utilizaran dos elementos lineales y el nodo que los

unird sera x2 = 2.5.
PASO #1

Determinar el dominio de cada elemento.

ELEMENTO #1
el > 0<x<L/2
xN=x1=0
xF=x2=£=2.5
2
le=x2—-x1=25
ELEMENTO #2
e2 - L/2<x<L
xN=x2=£=2.5
2
xF=x3=L=5
le=x3—-—x2=25
PASO #2

Determinar la matriz por elemento.

[ [kNN kNF]
et lkey  ker

=[]

[kel[C] = [f]
o ()5

. le
fo= | wemeo s
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‘ Y

Mu(®) = Wy (© = (-

N

)
9

dNy(§) = dWy(§) = -

+

Ne(©) = W) = (

N| =

1
ANp(§) = AW () = 5

ELEMENTO #1
kNN = k11€1 = 32 kFN = k21€1 = —32 fN = f1€1 = 625 + qo
kNF = k1261 = —32 kFF = kZZel = 32 fF = fzel = 625
[kel[G] = L£e]
3.2 —3.2] P1 = 0] 1625+ |
-32 321 ¢2 || 625
ELEMENTO #2
kNN = k22€2 =32 kFN = k3282 =-32 fN = fzez = 6.25
kyp = kpze2 = —3.2 kpp = kyze2 = 3.2 fr = fz2 = 625 — [Wpagly=L
[k 1[G] = [f.]
-3. 2] [ ] [ 6.25
3 2 6.25 — [Wraglx=1
PASO #3

Determinar la matriz global.

32 =32 0 ][¢1=0 6.25 + q,
—-32 64 =32|| #2 |=| 125
0 -32 32 ¢3 6.25—0

PASO #4
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Reducir la matriz global y determinar los valores de las constantes.

3.2 ¢>1 =01 [6.25+q,
-3.2 —3 2 =| 125
0 2 1 le25-0

[ ] [58593
7.8125
PASO #5

Establecer las coordenadas de los puntos.

(xlt ¢1) = (0 ) 0)
(x2,¢2) = (2.5,5.8593)
(x3,¢3) = (5,7.8125)

Si se grafican los puntos en la ecuacion solucion entonces esto es lo que se obtiene.

-l

— MEF 2e de2(&)
(22

L p2)

(23, 3)

Figura 149. Comparacion de la Solucion real versus la solucion aproximada del MEF con dos elementos

lineales v sistema de coordenadas natural. Fuente: EI Autor.

La solucion obtenida por el MEF se escribe de la siguiente manera.
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pel(§) 0<x<25

SoLED = y(x) = ¢(§) = {4362(5) 25<x<5

En donde
Fel(x) = (1%5) 0) + (1%5) (5.8593) 1<E<
pe2(x) = (17_5) (5.8593) + (12j) (7.8125) -1<é<1

5.3.2. Sistema matricial para elementos no lineales con coordenadas naturales (Ecuacion

de Poisson)

Como se demostro en la seccidn 5.3., el sistema matricial es posible dejarlo en términos de
&, siempre y cuando se conozca la relacion d&/dx, esto también aplica tanto para elementos
lineales como no lineales. La relacion d&/dx, como se describid en la seccion 5.2., se obtiene de
derivar la funcion x (&), en términos de &, y la funcion x (), se obtiene de la transformacion de las

coordenadas locales a las globales por medio del productorio de la funcién de forma.

A continuacion se presentaran una serie pasos para encontrar la aproximacién de la EDO, en
la forma de la Ecuacién de Poisson para cualquier elemento no lineal con la condicion que en la

EDO, la funcién M(x), sea una constante.
PASO #1

Establecer el tipo de elemento y el dominio local ¢ y global x de cada uno de los nodos, con
el proposito de aproximar lo mejor posible la solucién del MEF a la solucién real con el menor

numero de nodos y cantidad de elementos.

pel($) xN1 < x < xF1

SolED = y(x) =~ ¢(§) = {_ :
pen(§) axNn—1<x<xFn

pe(§) = Ny(E)pw + -+ Ny (Odn + -+ Ne (O e —1<¢<1 le=xF—xN
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El establecimiento del dominio local y global es importante porque de esto depende lo
sencillo que se tornen los calculos o que tenga que tomarse en cuenta la ubicacién de los nodos
dentro del dominio local, la ubicacién afecta directamente en la relacion dx/dé. Para entender esto

mejor se sugiere al lector revisar la figura 144, en la seccion 5.2.

PASO #2
Determinar la funcidén de transformacién x(¢), y la relacion dx/dé¢.

La funcion de transformacidn se obtiene del productorio de la seccién 5.2.

T (5§
N;(x)© = ( — J>
1’=11:L) Y

En donde la funcion x(¢), es
x(§) = N1(E)x1 + No(§)x2 + -+ + Np(§)xn

Para el elemento lineal n = 2, y para los elementos cuadraticos n = 3, asi sucesivamente
segun el grado del polinomio que se desea usar en donde los nodos representan las coordenadas

del polinomio.

Para determinar la relacion dx/dé, basta con derivar la funcion x (&), en términos de €.

d _dN,  dN, N,,
d_f(x(f)) = d—fxl +d—fx2 + -+ df

xn

Si la distancia entre los nodos de un elemento es equidistante entonces la relacién sera.

dx le

aé = 2
De no cumplirse que la distancia entre los elementos sea la misma tal y como se mostr6 en
la seccion 5.3., para el elemento cuadratico entonces la relacion podria llegar a quedar de esta
manera para el elemento cuadratico y de una manera mas compleja para elementos con grados

mayores.
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dx_le+ (xN — 2xM + xF)
&2 E(x x X

PASO #3

Establecer las funciones forma y peso para la forma débil del MRP como las funciones de

forma establecidas en la funcion de transformacion.
Descrito de otra manera convertir la funcion x(&) en la funcion ¢e(&).
x(§) = Ny(ExN + -+ Ny (§)xM + -+ + Np (§)xF
pe(§) = Ny(pn + -+ Nu($)py + -+ Np(§) o
Ny (&) = Wn ()
Nu($) = Wy ()
Nr () - Wr($)

En donde
dNy($) = dWy($)
dNu (§) = dWy (§)
dNr($) - dWr($)
PASO #4

Determinar la matriz por elemento.

keﬁzik,ém o k’”i
L Kear kpp ]
[/v]
fe}=!fz;w!
A

[ke1[G;] = [£e]
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[t (AN /2 daw;(§)
ke_L( d¢ )(E>k< d¢ )f
1 l
fo= | WMo a
Los factores( )y dé&, dependen de la relacién dx/dé&, obtenida en el paso 2.

PASO #5

Determinar la matriz global incluyendo las condiciones iniciales.

rn k1n“¢1—y0] ! f1+% ]
k7;ll n— WFaO

Reducir la matriz para determinar el valor de las constantes.

k22 - kanf| ¢z |_ f2
kT:lz kr:m <¢;n fn—[Wpao]x:L
$1 =50
¢.2
b

PASO #6
Armar la solucién aproximada del MEF.

pel(é) xN1 < x < xF1

SOl ED = y(x) ~ $(§) = { :
pen(é) xNn—1<x<xFn

pe(€) = Ny(py + -+ + Ny Oy + -+ Ne () e -1<${<1 le=xF—xN
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5.3.2.1. Ejemplo de la aproximacion de la solucion de ED (Ecuacion de Poisson) con

coordenadas naturales y elementos no lineales

Para poder comprender lo descrito en la seccion anterior entonces se resolvera el problema
de la seccion 5.3.1.1. Sea entonces la siguiente una ecuacion diferencial con las siguientes

condiciones iniciales.

Yo =0 en x=0
Cond.cont.={ d
ond.con {k—y+a0=0 en x=5
dx
(k 4y ) + M) =0
dx \ dx Oh
k=8
M(x) =5 (Solo puede ser una constante)
ao = 0

Para encontrar la solucion aproximada se usaran dos elementos cuadraticos. A continuacién

se presentan la serie de pasos para determinar la solucion.
PASO #1

Establecer el tipo de elemento y el dominio local ¢ y global x de cada uno de los nodos. El

elemento que se usara sera el mostrado en la siguiente figura.

Elemento cuadratico

M=02
N=01 oF=03
§2=0
E1=-1 E3=+1
? . ?
\r/
xN=x1 xM=x2 xF=x3

Figura 150. Elemento cuadratico con coordenadas locales.
Fuente: El Autor.
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ELEMENTO #1
el - 0<x<L/2
xN=x1=0
xM=x2=£=1.25
4
xF=x3=£=2.5
2
le=x3—x1=2.5
xN = flel = -1
xM =&2e1 =0
xF =83el =1
ELEMENTO #2
e2 - L/2<x<L
xN=x3=£=2.5
2
xM=x4=ﬁ=3.75
4
xF=x5=L=5
le=x5—-x3=25
xN =¢le2 = -1
xM =§&2e2 =0
xF =&3e2=1
PASO #2

Determinar la funcion de transformacién x(¢) y la relacién dx/dé.

Para el caso del elemento cuadratico y con las coordenadas locales del paso 1, la funcion de

transformacion es la siguiente.

x(©) = @ (5) 2N + (- 9 + DM + @) (=) xF
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Tomando en cuenta que los nodos extremos estan a la misma distancia que el nodo medio
entonces la relacién dx/dé¢ es la siguiente.

PASO #3

Establecer las funciones forma y peso para la forma débil del MRP como las funciones de
forma establecidas en la funcion de transformacion.

M) = Wi = O ()
Ny () =Wnu(§) = Q- +1)

N (©) = We(®) = (0 ()

2

En donde
ANy () = dWy(©) = (£ --)
ANy (§) = AWy (©) = (~26)
AN:() = dWe(©) = (£+)
PASO #4

Determinar la matriz por elemento.

kny  knm  knr
keji: kun  kmm  kur

kFN kFM kFF

fn
fej = |fu
fr

[ke1[G;] = [£e]
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ELEMENTO #1

kNN = kllel = 7.466
kNM = klzel = _8533

kNF = k13el = 1.066

7.466 —8533 1.066 [[¢1=0 2.0833 + q,
—8.533 17.066 —8533|| ¢2 |[=| 8.333
1.066 —8533 7.466 ¢3 2.0833

ELEMENTO #2

kNN = k33€2 = 7.466
kNM = k34_€2 = _8533

kNF = k3532 = 1.066

L EOR

1 l
fo= | womeo 5 as

kMN = k21€1 = _8533 kFN = k3161 = 1066

kMM = kzzel =17.066 kFM = k32€1 = —8.533

kMF = k23el = _8-533 kFF = k3361 = 7.4’66
fv = fiel = 2.0833 + q,
fu = frel = 8333

fe = frel = 2.0833

[k1[c;] = [£.]

kMN = k4_3€2 = _8.533
kMM = k44€2 =17.066

kMF = k4582 = _8.533

fu = fz€2 = 2.0833

fu = fre2 = 8333

kFN = k5362 = 1.066
kFM = k5462 = _8.533

kFF = k5562 = 7.466

fe = fse2 = 2.0833 — [Wragle—y = 2.0833

(k1[G = [£.]
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7466 —8533 1.066 1[¢3 2.0833
—8.533 17.066 —8.533 8.333
1.066 —8.533 7.466 2.0833 — [Wragl—1

PASO #5

Determinar la matriz global.

[ 7466 —8533 1.066 0 0 [¢1=0] 1 2.0833+q, ]
| -8.533 17.066 —8.533 0 0o || 92 | | 8.333 |
|1066 —8533 7.466+7.466 -8533 1.066 || ¢3 |=12.0833 +2.0833|
ll 0 —8.533 17.066 —8.533“ P4 J Il 8.333 Jl
0 0 1.066 —-8533 74661l ¢5 2.0833
Reducir la matriz global para encontrar las constantes.
[ 7466 —8533 1.066 0 0 ([¢1=0] | 20833+q |
[—8.533 17.066 —8.533 0 0o || 92 | | 8.333 |
| 1.066 —8533 7.466+7.466 —8533 1066 || #3 |=12.0833+2.0833]
l 0 0 —8533  17.066 —8.533J| b4 | l 8.333 J
0 0 1.066 8533 74661 ¢5 | 2.0833
[¢1] 0
[#2] [3.4179]
I¢3I— 5.8593
73242
¢>5 78125J

Las Coordenadas de los puntos son entonces.

(x1’ ¢1) = (0,0)
(x5, ¢,) = (1.25,3.4179)
(x3,¢3) = (2.5,5.8593)
(x4, ¢s) = (3.75,7.3242)

(x5, p5) = (5,7.8125)

Al graficar la funcion real y la solucion se puede observar como la aproximacion es igual a

la funcién real.
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(22, B2) .
peli{f)

[ = Y4
Lo, )

Figura 151. Comparacion de la solucidn real versus la solucion
aproximada del MEF con dos elementos no lineales. Fuente: El Autor.

PASO #6
Armar la solucion aproximada del MEF.

pel(§) 0<x<25

Sol ED = y(x) =~ $(§) = {cﬁen({) 25<x<5

$e1© = O (7) @ + (1 -0 + DE4179) + ) (5-) (58593)

—1<é<1

¢)e2(f)—< )(58593)+(1—§)(€+1)(73242)+f< )(78125) 1<E<1
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CAPITULO 6. MEF CON ELEMENTOS BIDIMENSIONALES

Este sin duda seré el capitulo mas importante para entender el MEF, en aplicaciones de disefio
de elementos en ingenieria. El alcance que tendra la siguiente guia sera en presentar la forma en
que se desarrollan problemas en dos dimensiones en Tension Plana y Deformacion Plana con
elementos triangulares de tres nodos, se sugiere al lector consultar libros de Elementos Finitos para
comprender como se utilizan los elementos cuadrados y triangulares con méas nodos, puesto que en
esta guia solo se hara referencia de ellos, pero no se resolveran ejercicios, ni se presentara la forma

matricial del MEF, para dichos elementos.

Como ha sido a lo largo de toda la guia de la manera mas sencilla posible se presentaran los

conceptos tedricos y se ilustrard con ejemplos con el objetivo de explicar como se utiliza el MEF.

Hasta este momento el lector es capaz de determinar la solucion aproximada de una ecuacion
diferencial ordinaria de la forma de la ecuacion de Poisson, utilizando elementos unidimensionales
lineales y no lineales con coordenadas reales o naturales. En las primeras secciones de este capitulo,
se presentara como se determina la solucién aproximada de una ecuacion diferencial parcial por el
Método de Diferencias Finitas y por el Método de Elementos Finitos, posterior a ello cuando el
lector ya este familiarizado con el MEF, en dos dimensiones se explicara como se utiliza el Método
de Elementos Finitos en Tension plana y Deformacion plana. Se sugiere al lector consultar libros
de Resistencia de Materiales para repasar los conceptos de Tension plana y Deformacion plana,
puesto que se asumira que el lector tiene conocimientos de estos conceptos, también se sugiere

revisar las secciones 1.2.2. y 1.2.5 de la presente guia.

6.1. Conceptos generales EDP

Tal y como se explicé en la seccion 4.1., las Ecuaciones Diferenciales Parciales o EDP, tienen
més de una variable independiente que regularmente son las coordenadas (x,y), pero también
existen variables independientes como el tiempo que pueden estar combinadas con las variables de
coordenadas (x,t), asi como también (t,y), esto se ve en problemas de vibraciones, conduccion
de calor, entre otros. EI método del que se tratard en la presente guia para determinar la solucion
de la EDP, sera el Método de Diferencias Finitas que es un método numérico aproximado visto en

la seccion 4.1.4, pero existen otros métodos analiticos como el método de separacion de variables
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que permiten determinar la solucion real, pero este método se utiliza para ecuaciones homogéneas,
por lo que cuando se tiene ecuaciones no homogéneas como la ecuacién de Poisson es necesario

usar el método de superposicion para ecuaciones diferenciales.

6.1.1. Ecuacion de Poisson

La ecuacion de Poisson es una generalizacion del comportamiento de varios fendmenos tal y
como expreso en la seccion 4.1.2.1. Tomando uno de esos fendmenos para el analisis como lo es
la distribucion de temperatura a lo largo de una pieza, se puede establecer la siguiente relacion de

la ecuacion de Poisson con el fenémeno.

Sea entonces la siguiente una generalizacion de la ecuacion de Poisson para el fendmeno de

distribucion de temperatura.

d*T )
En 1D ka+Q(x) =0
d°T  d°T ~ o
En 2D kxﬁ+kyd—}]2+Q(X,}/)—0> kVT+Q—O
d*T d*T d*T
En 3D k. 2 + k,y e +k, 12 +Q(x,y,2) = O)

En donde ky, k,, k, son constantes de conductividad térmica a los largo del eje, Q es una

funcion de densidad del flujo, x, y, z son los ejes de coordenadas de la pieza 'y T es la funcion de

temperatura a lo largo de pieza.

Ya que corresponde analizar sistemas bidimensionales entonces se desarrollard para una
pieza con un espesor despreciable y una constante de conductividad térmica constante para ambos
ejes de la ahora llamada placa.

d*T d*T

kxﬁ+kyd_}/2+0(x’y) =0
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6.1.2. Condiciones de contorno de Neumann y Dirichlet

El contorno de Neumann tiene relacién con las condiciones de entrada de flujo en el contorno,
en tanto que las condiciones de contorno de Dirichlet tiene relacion con los valores reales en
contorno. En la seccién 4.4., se presentaron las siguientes condiciones de contorno para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias con el MEF.

y—Y,=0 en x=A Cond.Cont. Dirichlet

Cond.cont.={ dy

ka+a0 =0 en x =B Cond.Cont. Neumann

Tal y como se pudo observar debia existir al menos una condicion inicial para que se
obtuviera la solucién aproximada de la EDO, por el MEF, en el caso del MDF, solo se podria usar

las condiciones de contorno de Dirichlet tal y como se presentan en esta guia.

T—T=0 en Iy

En ddnde I7, significa el contorno de Dirichlet y T, es la temperatura en el contorno la cual

estd en funcion de x 0 y.

Puesto que la intensidn es ilustrar primero como se resuelven EDP por el MDF entonces es
necesario conocer las condiciones de contorno de Dirichlet. Ya que esta guia no pretender dar un
extensa explicacion de Ecuaciones Diferenciales, entonces se analizara el dominio de una placa

rectangular para las condiciones de contorno de Dirichlet y no un contorno general.

En la figura 152, se observa la siguiente placa, la cual tiene aproximadamente la siguiente
distribucion de temperatura, es comun que en problemas de este tipo se proporcione la funcién de
temperatura en el contorno siendo de esta manera el contorno mas evidente, el que se encuentra
por el elemento vertical en el lado izquierdo de la placa el cual tiene como funcién de contorno
f(x), el otro contorno que no es tan evidente es el que se encuentra donde esta la flama y este esta

dado por la funcién g(x), esto se entendera mejor cuando se desarrolle el ejemplo.
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Es importante recordar que el fendmeno se observa para tiempos largos, lo que significa que
la distribucion de temperatura ya no cambiara a lo largo del tiempo. Esto es importante de recordar

puesto que no se estd tomando en cuenta la variable independiente del tiempo.

Distribucion aproximada de la temperatura en la placa

Ry
o
&% G
ot I
o e
s
PLACA b)
o Dimensiones de la placa 11
’ f(x)
¥
(00) ax) (1,0)
a) c)

Figura 152. Contorno de Dirichlet en dominios bidimensionales, a) Fendmeno de distribucion de
temperatura, b) Distribucion aproximada de la temperatura, ¢) Dimensiones de la placa. Fuente: El Autor.

Para el caso del contorno de Neumann no se explicard en esta seccion puesto que para
resolver ecuaciones diferenciales por el MDF no se usara el contorno de Neumann, este contorno

se explicara de manera general en la seccion 6.3.1.1. del MEF.

6.1.3. Dominio de sistemas bidimensionales

El dominio esta cercado por varias funciones y este literalmente es un area, esto se entiende

mejor si se observan las figuras presentadas en la seccion 4.1.
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Figura 153. Figura Repetida (Fig. 101). a) Modelo tridimensional de
las curvas de temperatura b) Dominio de 16 unidades cuadradas.
Fuente: (Universidad Politecnica de Madrid WikiMate, 2016).

Para la figura 153, el dominio est acotado por las funciones.

x=-2
x =2
y=0
y=+4
6.2. Metodo de solucion aproximada de ecuaciones diferenciales parciales MDF

6.2.1. Conceptos generales del MDF

El MDF, visto en la seccion 4.1.4., consistia en proponer una funcién lineal equivalente a la
funcién solucién en un determinado paso, a esta funcion se le conocié también en el MRP, como
funcién de forma, con la diferencia que en el MRP, se hablaba de una funcion de forma del tipo

serie y para el MDF, es literalmente una funcion lineal entre dos puntos.

En el ejemplo que se desarrollo en la seccion 4.1.4., se sustituyo la funcion de forma en la
EDO, y se definié un paso. Para el caso de las EDP, también se definird un paso para cada eje y
por conveniencia se dira que el paso de un eje es igual al del otro eje, pero esto no necesariamente
es cierto ya que el paso puede ser distinto entre ejes, mas sin embargo no puede ser distinto dentro

del mismo eje. Ya que para la ecuacion de Poisson no se utiliza la primera derivada de la solucion
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entonces solo es necesario determinar la funcion de forma lineal para la segunda derivada de la

solucion. Dicha funcién forma es la que se presenta a continuacion, para cada eje.

02T 02T
kxaz+y62 Q(xy)_o

0%T T(xj,yiz1) — 2T (x;,y;) + T(xj, vi—
ky ay? (1) = Ky i) ((A;')zl) g ye) +0((4n)%

0%T T(xiv1,vi) — 2T (x5, y:) + T(xi_1, yi
ky FIvl (x,,yl) =k, ( I+ ) ((A;)Zl) ( o1 ) + 0((Ax)?)

En dénde 0((Ax)?), es un factor del error, el cual se anula en el desarrollo del MDF, ya que

el método es una aproximacion no una igualdad (Olver, 2014).
Entonces la ecuacidn de Poisson puede escribirse de la siguiente manera.

02T 02T
kxaz+y62 Q(xy)_o

" T (%41, i) — 2T (%3, y1) + T (% 1'%) T(xj»yi+1) — 2T (x5, y) + T(%;, ¥i-1)

x (AX)Z x (Ay)z —Q(x’}’) =0

Utilizando un paso igual para cada eje, entonces puede escribirse la ecuacion de la siguiente

manera.

" T (%41, i) = 2T (%5, ¥;) + T (% 1'3’1) T(xj'yiﬂ) — 2T (%, ) + T(%), yi-1)
* (Ax)? Ky (Ax)?

- Q(x')’) =0

Tiyqi — 2T + Tj—q 4 Tiiv1 — 2T + T4
* (Ax)? Y (Ax)?

Q(x,y)=0

KyTjs1i — 2ky Ty + by Tiq i + kyTjipq — 2k, T + ky Ty — Q(x, ) (Ax)* = 0

RaTjni + KkyTjier — 2T (ky + key)) + ko Tjoq i + kyTj o — Q(x, ) (A%)? = 0
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Tip1i+ Tjiwr — 4T + Tjm1i + Tjim1 — Q) (Ax)2 = 0

6.2.1.1. Discretizar el dominio

Esta es la parte més importante del MDF, ya que se debe de determinar los valores de cada

coordenada de los valores dentro del dominio. Discretizar el dominio significar dividir el dominio

segun el paso escogido en cada eje tal y como se muestra en la siguiente figura.

0.1) oo

o (1.1

o<

. -
& ® .(xj.‘fiﬂ} ®
® .':Kj-1.3-‘i]' .m'w .Iix1'+1~‘fi}
FA ® .(xj&'i-ﬂ ®
(0,0) ® O ® O

¢ (1,0

Deben conocerse todos los
valores del contorno

Figura 154. Dominio discretizado con el paso seleccionado por eje. Fuente: El Autor.

Tal y como se expresd en la seccién anterior ya que no se utilizan las condiciones de

Neumann para el MDF, entonces es necesario conocer las condiciones de contorno de Dirichlet a

lo largo de todo el contorno.
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0N e o o o oD

Es la cantidad posible de

L L L 4 L 4 L J
/ \6/ ecuaciones y de incégnitas
L \ @ L L 4 / L ]

(070) @ @ @ @ ® (1’0)

Figura 155. Cantidad de ecuaciones e incognitas del MDF.
Fuente: El Autor.

6.2.2. Ejemplo del MDF (Distribucion de temperatura, Ecuacion de Laplace)

Sea la siguiente una placa la cual tiene una distribucion de temperatura en el contorno
superior igual a la funcion g(x), y el valor de la temperatura en los otros contornos es igual a cero,

tal y como se muestra en la siguiente figura. En el siguiente ejemplo se determinara la temperatura
aproximada en la parte central de la placa, utilizando un paso para cada eje de Ax = Ay = gy se

compara el resultado con la solucién real. La ecuacion diferencial para este problema corresponde

a la ecuacion de Laplace, debido a que la densidad de flujo es igual a cero.

H

©,1)

T=0°C T=0°C

(0,0) (1,0
T=0°C

Figura 156. Condiciones de contorno de la placa. Fuente: El Autor.
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En ddnde la funcién g(x), paracuando y = 1, es

g(x) = sin

la siguiente.

(1)
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Se debe entonces discretizar el dominio, para conocer cuantas son las ecuaciones e incognitas

del MDF, y la ubicacién de las coordenadas de cada aproximacion.

(181 (@31
'S o) o oV
0234 (1323 ) 12
(0,1/3)‘ (1/3,1/3)' ‘(2/3,1/3) ® (1,113)
00 ® 120 @50 ® a0

Figura 157. Dominio discretizado con un paso de un
tercio en cada eje. Fuente: EI Autor.

Los valores de la temperatura en el contorno son

Topo =0 Tia
TO% =0 T1,§
To,% =0 Tl%
Ton =0 T10

los siguientes.

Sustituyendo la ecuacion de forma en la Ecuacion de Laplace.

Tio1i+Tji-1 — 4T + Ty + Tjis1 =0

Obteniendo las ecuaciones de las incognitas.
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PRIMER NODO

T 1 +T1 _4T11
03 30 33

SEGUNDO NODO

11—
3’3
0.8660 + Tll
3’3
TERCER NODO

Ti1+T

1711
373 3 33 3

CUARTO NODO

Resumen de ecuaciones.

—4T11+T21+T1
33 33 3

2=0
3

0.8660 + T — 4T,

§:

+

~3

Wl
w|.—x
WIN
wlr
WIN
Il
o

T

1
3

&=
wWIN
W=
NI
(NN

Ti2+T 4-T +0.8660 =0

WIN

1
3

wlr—\
wiN
Wl N

2
3
Resolviendo el sistema de ecuaciones para determinar los valores de las incognitas.

0.1082

Q_JI»—x
[N

0.1082

win
W=
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T12 = 0.3247
33

T22 = 0.3247
33

Comparacién de los valores obtenidos con los reales.

T11=01082 - T11=0.0932 - Error =-0.015
33 33

T,1=10.1082 —-> T21 =0.0932 - Error = —0.015
33 3’3

T12=03247 > T12,=0.2998 —> Error =-0.0249
33 33

T22=03247 —> T,2,=0.2998 —> Error =-0.0249
33 33

Figura 158. Gréfica de la distribucidn de temperatura de la
placa por el MDF con paso de un tercio. Fuente: El Autor.

Gréfica de la solucion real.

1
Sol.Real T(x,y) = SIh(D) sin(mx)sinh(my)
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1

4 0.8+
0.8~

4 0.6
0.6

- 0.4+
0.4+

J 0.2+

1

0.2 8 1

| 6, o

2

02
04
06 05 ]

X

Figura 159. Graéfica real de la distribucién de temperatura en placa. Fuente: El Autor.

Si el paso se reduce de Ax = Ay = %a Ax = Ay = § entonces la discretizacion del dominio

quedaria de la siguiente manera.

0,1) (0,1) (0,1) (0,1)
Che—e—o—0—9—0 (1)

(1/5,4/5) | (2/5.,4/5) | (3/5,4/5) | (4/5,4/5)
4/5) ® ® ® ® @ ® (1,4/5)

(1/5,3/5) |(2/5,3/5) ((3/5,3/5) |(4/5,3/5)
(0,3/5) ® ® ¢ L 4 L 4 ® (1,3/5)

(1/5,2/5) | (2/5,2/5) | (3/5,2/5) | (4/5,2/5)
(0,2/5) ® ¢ L 4 L 4 4 ® (1,2/5)

(1/5,1/5) [(2/5,1/5) |(3/5,1/5) |(4/5,1/5)
(0,1/5) ® 4 ® ® ® ® (1,1/5)

(0,0) ® @ @ @ @ @ (1,0)
(1/5,0) (2/5,0) (3/5,0) (4/5,0)

Figura 160. Dominio discretizado con paso de un
quinto en cada eje. Fuente: El Autor.

El resultado de los valores aproximados por el MDF en los nodos centrales es el siguiente.
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T14 = 0.3180 T13 = 0.1648 Ti2 = 0.0865 T11 =0.0363
55 55 55 55

T24 = 0.5146 T23 = 0.2748 T22 = 0.1400 T>1 = 0.0588
55 55 55 55

T34 = 0.5146 Tz3z = 0.2748 T3z, = 0.1400 T31 = 0.0588
55 55 55 55

Tss = 0.3180 Ts43 = 0.1648 T4 = 0.0865 T41 = 0.0363
55 55 55 55

La comparacién de algunos resultados con la solucion real permite ver como el error

disminuye al usar un paso méas pequefio.

=03180 -> T 0.3121 - Error = —0.0059

4 14 =
55 55
T24=05146 — T4 =0.5049 - Error = —-0.0097
55 55
T41 = 0.0363 d T41 = 0.0341 - Error = —0.0022
55 5’5

La grafica de los resultados por el MDF con el paso de un quinto es la siguiente.

Figura 161. Gréfica de la distribucion de temperatura de la placa
por el MDF con paso de un quinto. Fuente: El Autor.
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6.2.3. Ejemplo del MDF (Distribucion de temperatura, Ecuacion de Poisson)

En la seccion anterior se resolvié un ejemplo utilizando la ecuacion de Laplace, en donde la
densidad de flujo era igual a cero, para este ejemplo entonces se desarrollara un ejercicio con una

densidad de flujo diferente de cero.

Sea la siguiente una placa la cual tiene una distribucion de temperatura en todos los contornos
igual a cero, tal y como se muestra en la siguiente figura y con una densidad de flujo de Q(x,y) =
1.2 cal/s/cm?.

0T 0T . _
axz  ay? T

. (5.5) T 5.-5)
Q = 1.2 Calls/im2

a)

Figura 162. Distribucion de temperatura en la placa a) descripcion aproximada de
densidad de flujo b) dimension de la placa y condiciones contorno c) descripcion
aproximada de la distribucién de temperatura. Fuente: EI Autor.

Tal y como se realizo en el ejemplo anterior lo primero que se hace es discretizar el dominio

del sistema, para lo cual se usara un paso de cuatro unidades.
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3.3) (1,3 |13 |(33)

(-5,3) @ @ @ ® ® (53)
(R DI (5 IR DN (G R VR E X'

(-51) @ L @ L L ® (51)

(-3,-5) (-1,-5) (1,-5) (3,-5)

Figura 163. Dominio discretizado con un paso de
cuatro unidades en cada eje. Fuente: El Autor.

Los valores de la temperatura en el contorno son los siguientes.

T_55=0 T_35=0 T35 =0 Tss=0
T_s53=0 T_3-5=0 T3 s =0 Ts5=0
T_5,=0 T_15=0 Ts1=0
T_5_1 =0 T_1,-5 =0 Ts—1 =0
T_5_3=0 T,s=0 Ts3 =0
T_s5-5=0 T,5=0 Ts_5=0

Resumen de ecuaciones obtenidas de los nodos centrales tal y como se hizo en el ejemplo
anterior.

T_31—4T_33+T_15 = 4.8
T3 1 —4T 3, +T_ 11+ T35 =48
T_g_3—4T_3_ 1 +T_ 11 +T_3, =48
—4T_ 5 3 +T_y_3+T_5_, =48

T_3’3 + T—l,l - 4‘T_1'3 + T1’3 = 4‘8
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Tog1+T 1 —4T 11+ Ty +T 15 =48
Ty oy +Tq_3—4T_ 1 +T 1 +T 1, =48
T3 3—4T_1 _3+Ti_3+T_1_, =48
T_y3+Tiy — 4T3 + T35 = 4.8
T_y1+Ti—1 —4T 1 +T5; + Ty 3 =48
Ty +Ti_3—4Ty 1 +T5 1+ Ty =48
T_i_3—4T; _3+T5_3+Ti_; =48
Tys+Tsq —4T35 = 4.8
Tiy+ T3 1 — 4T3, + T35 = 4.8
Ty—y +Ts_3 —4T5_1 +T5; = 4.8

Tl,—3 - 4'T3,_3 + T3,_1 =4.8

Resultado de la temperatura en los nodos centrales al resolver el sistema de ecuaciones.

T_33 =4 T, =8 T_3-3=4
T_13=5.6 T31 =56 T_1,-3=56
Ty3 =5.6 T 3 1=56 T3,-3 =156
T35 =4 T_,_,=8 T33=4
T_3;, =56 T,_, =8

T_1,=8 T34 =56

La grafica de los resultados por el MDF con el paso de dos unidades es la siguiente.
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Figura 164. Gréfica de la distribucion de temperatura de la
placa por el MDF con paso de dos unidades. Fuente: El Autor.

6.3. MEF para la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales
6.3.1. Conceptos generales del MEF

6.3.1.1. Condicion de contorno de Neumann

En la seccion 4.3.1., cuando se referia a la forma débil del MRP, era necesario cumplir una

de las siguientes dos condiciones iniciales.

y—y9=0 en x=A Cond.Cont. Dirichlet

Cond.cont.={ dy

ka+a0 =0 en x =B Cond.Cont. Neumann

Como ya se describid en la seccién 6.1.2., la condicion de contorno de Dirichlet representa
para el fendbmeno de distribucion de temperatura en una placa la temperatura en el contorno, el
contorno de Neumann representa entonces el flujo prescrito en dicho contorno, dicho de otra forma
representa el valor del flujo en el contorno, para el caso de una placa esta seria la forma de describir
la condicidn inicial de contorno de Neumann. A diferencia del MDF, con el MEF, no es necesario

que todos los contornos tengan valores conocidos ya sea de Neumann o de Dirichlet.
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g(x)
0 CLLI LI LD 0 o (1.1
aly)
T=0°C
(0,0) (1,0) (0,0) " (1,0)
T=0°C
a) b)

Figura 165. Contorno de Neumann en dominios bidimensionales, a) funcion de
flujo perpendicular al contorno horizontal b) funcién de flujo perpendicular al
contorno vertical. Fuente: EI Autor.

Funcién de flujo horizontal para la figura 165a.

aT
ky@(x' 1) = g(.X)

Funcion de flujo vertical para la figura 165b.

y oT Lo
xa( Y)=g90)

Se debe notar que la funcion de flujo es perpendicular al contorno, esto es importante notarlo
ya que cuando se trata de contornos que no son perpendiculares al eje o para dominios que no sean

rectangulares si no irregulares esto se hace importante.

Suponiendo entonces que se tiene el siguiente fragmento del contorno de un dominio

irregular en el que se observa el vector perpendicular al contorno del dominio y el vector de flujo.
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CONTORNO DE
NEUMANN

Vector Normal al contorno

Vector de flujo

DOMINIO

Figura 166. Contorno de Neumann en dominios bidimensionales irregulares.
Fuente: El Autor.

El vector normal (perpendicular), unitario al contorno es el siguiente.
U= (ny 'ny)

El vector flujo es el siguiente.

_)_< aT k6T>
T=\ TGy ™ Yy

Suponiendo que el angulo entre los dos vectores es tan pequefio que puede tomarse como
cero, entonces es posible rescribir la longitud del vector de flujo igual al producto escalar entre el
vector normal y el vector de flujo.

_ (4-B)

lim cos(8) =1 =
iy, cos(6) AT
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lAlllIBIl = (4 B)

La longitud del vector unitario es igual a la unidad por lo que el producto escalar es entonces

igual a la longitud del vector de flujo.

IBll = (4- B)

oT 6T>

1B = (4-B) = (nmy) - (~ke s, —ky %

oT aT
Bl = ks 5o — ey Zomy

En ddnde la longitud del vector de flujo ||B| es una funcién f(x,y), para la presente guia se

tomara la funcion de la longitud del vector de flujo como.
fo,y)=C+a(l—T,)

En donde C, es el valor de flujo prescrito, a es el coeficiente de conveccion y T, es la temperatura
ambiente, es importante resaltar que para el analisis de esta guia el valor de C, es una constante pero no
necesariamente esto se cumple en todos los fenémenos de distribucion de temperatura ya que C,

puede estar en términos de las variables de los ejes.

Por lo que entonces la condicion de contorno de Neumann se escribe de la siguiente forma.

oT oT
Ozanx+$ny+C+a(T—Ta) en T,

En donde I, representa el contorno de Neumann, siempre que.



313

F=T,+TI;
Teniendo en cuenta que los diferenciales son iguales a
dx = drI' cos(a) = dI'n,,

dy = dI'cos(90 — a) = dI'n,

6.3.1.2. Forma débil del MRP ecuaciones diferenciales parciales

En la seccion 4.3., se presento la forma débil del MRP, con elementos unidimensionales, lo
que ahora se pretenderad es obtener la forma débil pero para elementos bidimensionales, para
explicar esto se usara el fendmeno de distribucion de temperatura en dos dimensiones, el cual

tendra las condiciones iniciales de Dirchlet y Neumann.

92T 02T
kxﬁ"'kya_yz'i' Q(x,y) =0

Condicién de Dirichlet.

T—-T=0 en Iy
Condicién de Neumann.
oT oT
O=anx+@ny+6+a(T—Ta) en [y

La ecuacion diferencial entonces es posible expresarla de la siguiente manera.

6<k 6T>+6(k 6T>+ _0
ox\ *oax/) oay\'"”V oy Q@ y) =

Recordando cuando se planted que al sumarse la condicion inicial de Neumann y la ED
rescrita entonces esto era igual a un residuo que al ser multiplicada por una ecuacién de peso

entonces el residuo era igual a cero.

Haciendo lo mismo la forma integral del MRP, para EDP, se escribe de la siguiente manera.



314

ﬂﬂW[ )]dxdy+jquT/[ ]drzo

ffow| | dxdy + [, wiow yldxdy + f, W |, +

Tn+C+a(T—Ty)|dr =

La integracion por partes del término en el eje x.

fol o

Es el siguiente.

[ 2 st =[] [ Sy [

Fq+FT

La integracion por partes del término en el eje y.

fol o

Es el siguiente.

w05 Nanar == [ wlZow T axtr+ | [ ]
xay = — —| axay X
Q ay yay Tq+T7 yay

Por lo que es posible entonces rescribir el término.

ffﬂw[ | axay

La suma de los términos obtenidos por la integracion por partes.

oW [z (e 50) + 5 (b ) ey = =[5k 5+ 55 ke 55 ey +

frq”TW[k Zdx + ky5-dy)
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La forma integral del MRP para EDP incluyendo la integracion por partes queda de la

siguiente manera.

BW (')T 6W oT
[ e Sy plasar+ |
ay r

f [—n +—n +C+a(T-T,) |dl =0

aT
W[k —dx + k, —dy f W[Q(x, y)]dxdy

qtTT

Si se separan algunos términos se rescribe de la siguiente manera.

6W 0T OW aT aT aT
ﬂ-[ x oy yay]dxdy+f W[ ya —dx+ k, dy] f [ ya dx+k T dy]

ﬂw (xy)dxdy+j [aT T dF+jW[C+a(T T,)]dlr =0

Si se sustituyen los términos de los diferenciales por las normales del contorno de la siguiente

manera y haciendo W = —W/.

dx = dI'n,
dy =dI'n,
oT oT oT oT
quW[kyde+ kxady] =frqw[ky5nx+ kxany] dr

La ecuacién de la forma integral puede rescribirse de la siguiente manera.

6W aT 6W oT oT E)T
ff [ dxdy+f [k —dx+ k —dy] J P +—ny]dF

dy yay Y oy dx
aT aT
+f W[Qx, y)]dxdy —f W|—n, + —ny dr —f W[C+a(T-T,)]dl =0
qQ ry dx dy Iy

Los términos en rojo de la ecuacion anterior se deben anular quedando la forma integral

como.

ow 6T 6W aT
—ff [ k,— —|dxdy + +f W[Q(x,y)|dxdy
0x 6x 6y Y oy Q
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Si a la expresion anterior se le sustituye la siguiente expresion y se separan los términos del

contorno de Neumann de la siguiente manera.

oT oT

1Bl = g = _kxanx - ky@ny

WIC +a(T —Ta)]dT = | W[C +aT —aT,]dl = | W[C +aT,]dl — | WaTdr
Iq Iq Iq Iq

Por lo que se obtiene la siguiente expresion.
ow 9T oW T
—ff [—kx— +—k,— dxdy—f andl"+ff W[Q(x,y)]dxdy—f W|[C — aT,]dl' — | WaT dr
qldx “0x dy “ady r Q r r
T q q

=0

Ordenandola y colocando del lado derecho de la expresién los términos que formaran

matrices nx1 y del lado izquierdo los términos que formaran matrices de nxn.

6W 6T 8W aT
ﬂ x 3y k,, ay] dxdy + j WaT dI' = J W[Q(x, y)|dxdy — i Wq,dl' — : W[C — aT,] dl’
T q

6W aT aw oT
f f oty ay] dQ + f WaT dI' = f f wle@,»lde — | Wqudl' — | W[C — aT,]dr
I'r I‘q

Cuando no existan condiciones de contorno de Neumann entonces las expresiones a y C
seran igual a cero por lo que la expresion quedara de la siguiente manera, a esta condicion se le
conoce como condicion de contorno natural.

aT ow
ﬂ [ — —ky— dxdy = ﬂ W[Q(x,y)|dxdy — JWq dr
dy ~ 0y

La siguiente expresion subrayada con amarillo existird solo cuando el contorno de Dirichlet
exista y esta se obtendra después de encontrar los valores temperatura. Esto se entendera mejor

cuando se resuelva el ejemplo en la seccion 6.3.4.

6.3.1.3. Discretizar el dominio

Tal y como se hizo en la seccion 6.2.1.1. se debia discretizar el dominio de la EDP, para el

caso del MEF esto también debe hacerse siguiendo algunas recomendaciones y reglas importantes.
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A continuacion se presenta el siguiente dominio el cual debe discretizarse, para el cual se

utilizaran elementos triangulares.

Dominio

v S

7 7

a) b) c)

Figura 167. Ejemplo de Discretizacion del dominio con elementos triangulares a) Dominio del
fenémeno b) Discretizacion del dominio c) Resultado final del mallado. Fuente: El Autor.

Existen errores que se comente al realizar el mallado o discretizacion, entre ellos los mas
evidentes son que se combinan elementos tal y como sucede en la figura 168a, esto no quiere decir
que no se pueda utilizar en el analisis combinacion de elementos si no que se debe tener cuidado
en identificar los diferentes tipos de elementos, otros errores que no son tan evidentes que suelen
suceder es el partir elementos, los elementos deben ser unidos por nodos, si esto no suceden los

resultados seran erroneos.

7 7

a) b)

Figura 168. Errores comunes en el mallado a) Combinacion de elementos b) Elementos
vecinos sin nodos conectados. Fuente: El Autor.
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Existe también otro error que a pesar que no se utilice combinacion de elementos y que todos
los elementos estén unidos por nodos entre elementos, también cabe la posibilidad que la matriz

sea invertible, lo que significa que el determinante de la matriz es cero o tiende a cero.

| 1.25 -1 0 -0.25 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 2.5 -1 0 -0.5 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 1.25 0 0 -0.25 0 0 0 0 0 0

-0.25 0 0 2.25 [ -1.5 0 -0.5 0 0 0 0 0
0 -0.5 0 -15 ] 45 | -15 0 -1 0 0 0 0
0 0 -0.25 0 -1.5 | 2.25 0 0 -0.5 0 0 0
0 0 0 -0.5 0 0 2 -1 0 -0.5 0 0
0 0 0 0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0
0 0 0 0 0 -0.5 0 -1 2 0 0 -0.5
0 0 0 0 0 0 -0.5 0 0 1 -0.5 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 -0.5 2 -0.5
0 0 0 0 0 0 0 0 -0.5 0 -0.5 1

El determinante de la matriz anterior tiende a cero, por lo que si al ensamblar todos los
elementos ocurre esto, significa que se debe volver a dibujar el mallado por que no se podré utilizar
para resolver el sistema, puesto que la inversa de esta matriz arrojara valores muy grandes y los
resultados tenderan al infinito. Algo que se recomienda para evitar que suceda esto con la matriz
global, para el caso de los elementos triangulares es variar el Angulo de los elementos o la

orientacion.

6.3.2. Elementos Bidimensionales

Los elementos bidimensionales al igual que los elementos unidimensionales son funciones.
En la seccion 4.4., se presentaron los elementos unidimensionales lineales, los cuales se pueden

presentar en funcion de la temperatura.

d_)e(x) = NyTy + NpTr

_()_(xF—x)T +(x—xN)T
d)ex_xF—xN N xF —xN/) ' F

Pelo) = (XFL_ x) T+ (x _LxN> Tr
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_ 1
pe(x) = z((xF —x)Ty + (x — xN)TF)

En donde (xF,yF) y (xN,yN), son las coordenadas del nodo Far y nodo Near
respectivamente, Ny es la funcion de forma del nodo Near, Ny es la funcion de forma del nodo Far
y L es la longitud del elemento. Para los elementos bidimensionales esto es igual ya que existiran
funciones de forma lineales o no lineales con la diferencia que no estaran en funcién de la longitud
de elemento si no del area del elemento. Estos elementos también sera posible escribirlos en
términos de la coordenada natural vista en el capitulo cinco, pero esto se sugiere al lector

consultarlo en libros de texto del MEF, ya que en la presente guia no se explicara.

6.3.2.1. Elemento triangular de tres nodos

Como se menciond en la seccion anterior se debe determinar la funcion de forma del
elemento, para ello primero se debe conocer el area de dicho elemento. El &rea de un tridngulo es

posible obtenerla del determinante de la siguiente matriz (Ofiate, 2016).

)

2A4©) = —xFyM + xFyN + xMyF — xMyN — xNyF + xNyM

1 xN yN
1 xM yM

2A(e)=Det<
1 xF yF

En donde (xN,yN), (xM,yM) y (xF,yF), son las coordenadas del elemento triangular, si el
orden de la asignacion de Near, Middle o Far se dio en sentido contrario de las manecillas del reloj

entonces el area sera positiva.

(xF.yF)

(x-l\-l,yN) (x|\;1-,y|V|)

Figura 169. Sentido de la numeracion de los nodos del elemento triangular. Fuente: EI Autor.

La funcion de forma lineal del elemento triangular es la siguiente.
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1
Ni(x,y) = VIO [a; + bix + ¢;y]

En donde a, b, ¢, son constantes que se obtienen de las coordenadas de los nodos Near,

Middle y Far. La funcion del elemento triangular entonces es la siguiente.

_ 1 1 1
<;be(x,y) = ﬂ [aN + bNx + CNy]TN + ﬂ [ClM + bMX + CMy]TM +ﬁ [ap + bpx + pr]TF

pe(x,y) = %([GN + byx + cyyITy + lay + bux + cuy1Ty + [ar + bpx + crylTE)
Las constantes se obtienen con las siguientes ecuaciones.
ay = xMyF — xFyM
by = yM — yF
cy = xF —xM
ay = xFyN — xNyF
by = yF —yN
cy = xN — xF
agr = xNyM — xMyN
bg = yN — yM
crp =xM — xN
Al evaluar cualquiera de las coordenadas de los nodos Near, Middle o Far, en la funcion del
elemento debe quedar solo el valor de la temperatura en ese nodo.
¢pe(xN,yN) = %([a,\, + byxN + cyyN]Ty + [ay + byxN + ¢y yNITy + [ap + bpxN + cgyN]Tg)

- 1
pe(xN,yN) = —— ([24]Ty + [0]Ty + [0]Tr) = Ty

_ 1
pe(xM,yM) = ﬂ([O]TN + [2A]Ty + [0]TF) = Ty
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_ 1
pe(xF,yF) = ﬂ([O]TN + [0]Tym + [24]TF) = T
La funcidon de forma entonces es igual a la funcion de peso del elemento utilizando el Método
de Galerkin.

VVj(x'y) = Ni(x'}’)

1
Wi(x,y) = 4@ [aj + bjx + c]-y]

6.3.3. MEF con elementos triangulares

La forma débil del MRP, para EDP, que se obtuvo en la seccion 6.3.1.2., es la siguiente.

ow or aw  or
ﬂ[ o+ ok, = dady +
Q dy

A WaT dr = ﬂ Wloce]dxdy — | waudr — [ W[C - aT,]dr
dx “0x Ody Q

Tq Iy Iq

Si la funcién de forma para elementos triangulares se utilizara en la siguiente expresion

entonces se obtendria lo siguiente.

3
T(x,y) = pe(x,y) = Z TiNi
i=1

ﬁ[avvjka LW, 9 ]dd+ WjaNi TidT
ol dx F ox ay 7 ay e Fq]a

- f f WilQCeldxdy — | Wigndr — [ wjilc - aTy]dr
Q T Tgq

En dénde

~ e~
Il

WIN =
Il

L~
Il
W N =
Il

[
mME=zZ M=
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Si la expresion anterior se transforma en un sistema matricial entonces se puede rescribir

toda la expresion de la siguiente manera.

[T]]

OW] dNi 6W] 6NL
_U.[ k, ax ay ]dxdy+f WjaNidl’

[f WilQ(x,y)]ldxdy — | Wjq,dI — f Wj[C — aT,] dl"]

'y

Si el fendmeno tuviera una condicion de contorno natural la expresion puede escribirse tal y

como se muestra a continuacion.

Uf [OWJ k, JdNi 6:;7 k, a@];l:] dxdy] [f WilQ(x,y)]dxdy —

Wj qndl“]
I'r

En donde el valor subrayado se obtendra por Gltimo y Unicamente en los términos en los que

exista contorno de Dirichlet.

6.3.3.1. MEF condicion de contorno natural

Dejando la expresion de la condicidn contorno natural en términos del elemento triangular

entonces se obtiene lo siguiente.

W(xy)—N(xy)— 1 [a+bx+cy]

dW_dN_ 1[ |
dx dx 24 <y
dW_dN_ 1 [bx]
dy dy 24 x

Uf 6WJ aNL 6W} ]dxdy] (1] = U wijlex, y)ldxdy —

[kjil(Tj] = [fj — RI

qundF]

Iy

Si todos los términos son constantes entonces el sistema matricial es el siguiente.
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Expresion del lado izquierdo

(6ij ONi 6W] 6Nl J‘ dxdy| = [Kji]
ox e ox Yoy oy ) ) x| =

dWj ONi 6W] JdNi
[(— ky—+— ) A] [Kji]
0x 0x 6y

kNN kNM KkNF
kMN kMM kMF
kFN kFM kFF

[Kji] = 1

k,bNDbN + k,cNcN  k,bNbM + k,cNcM  k,bDNDF + k,cNcF
[Kji] = — [kbebN + k,cMcN  k,bMbM + k,cMcM  k,bMbF + k,cMcF
k.bFbN + k,cFcN  k,bFbM + k,cFcM  k,bFbF + k,cFcF
k. (yM — yF)? + ky(xF — xM)? kKNM = kMN kKNF = kFN
[Kji] = i kMN k,(yF —yN)? + ky(xN — xF)? kMF = kFN
kFN kFM ky(yN — yM)? + k,,(xM — xN)?

kMN = k,(yF — yN)(yM — yF) + k,(xN — xF)(xF — xM)
kFN = k,(yN — yM)(yM — yF) + k,(xM — xN)(xF — xM)
kKFM = k,(yN — yM)(yF — yN) + k,(xM — xN)(xN — xF)
Expresion del lado derecho
[ | wite p1dxay - qu,,dr] = fj
Q Iy

Si la funcion Q(x, y) es una constante, entonces puede sacarse de la integral del dominio.

[Wjo(x. »|, fndxdy + R] = fj

WjQ(x,y)A+R] = fj

En los nodos sin la condicién de contorno de Dirchlet, entonces se puede expresar como.

fN 1
" Q_H
3 1
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En resumen el sistema matricial por cada elemento es el siguiente, siempre que Q sea una

constante.

KiDNDN + e, cNeN  Ie,bNBM + k,cNeM  INDF + kyeNeF T FTyY 1
—|k,bMBN + kycMcN ke ,bMbM + k,cMcM  k,bMDF + k,cMcF | | Ty, | = = H
k,bFbN + k,cFcN  k,bFbM + k,cFeM  k,bFbF + kcFeF | [T | 3 1

En la matriz global se encuentran las condiciones de contorno de Dirchlet las cuales se

encuentran en color rojo.

k11 - kln fi+R

Tl s Cl]

knl - knn Ty fn

Para encontrar el valor de R, es necesario reducir la matriz tal y como se hacia en la seccion
2.1.1.3., en donde la matriz reducida queda como se muestra a continuacion y al resolver el sistema
se despeja para R.

k22 - k2n|| T» | _| f2

kn2 - knn T, fa

6.3.3.2. MEF condicion de contorno de Dirchlet y Neumann

En la seccion anterior se explicd como se arma la matriz si el fendmeno tiene una condicion
de contorno natural en esta seccién se presentara que sucede cuando los dos contornos existen. Si
existe la condicion de contorno de Dirchlet los valores de R como resultado de esta condicion se
determinaran después del analisis matricial, independiente que este contorno exista 0 no las

matrices presentadas en la seccion anterior se deben mantener.

ﬂ [aij oNt | W), aNi]d dy + | wjanidr
olox *ax oy 7 ay e Fq]al

[T5]

[| witewynaxdy - | wigaar - [ wjlc - ar]ar
Q rr ry
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Ty
Tm
Tg

[kji + cji] = [fj + dj]

En dénde

kybNbN + k,cNcN  kybNbM + k,cNcM  kybNbF + k,,cNcF
kji = — |kxbMbN + ky,cMcN  kybMbM + ky,cMcM  kybMbF + k,,cMcF
kybFbN + ky,cFcN  kybFbM + ky,cFcM  kybFbF + k,cFcF

NyNy  NyNy  NyNp
NyNy  NyNy  NyNp
NeNy  NpNy  NpNp

gi= | «a
Tq

dr

Ny
Ny
Np

dj = — (C — aT,)dr

Tq

Las dos nuevas expresiones estan generalizadas para los tres lados del elemento triangular,
pero es posible dejar en términos de cada lado del elemento cada una de las nuevas expresiones.

Esto se hara ya que se espera que no sobre los tres lados del contorno se esté aplicando la condicion
de Neumann si no sea a dos a un lado.

(xN,y

TP T T (XN,yN) ) (xMyM)

a) b)

Figura 170. Contorno de Neumann sobre el elemento triangular a) Tres lados b) Un lado. Fuente: El Autor.
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NyNy  NyNy  NyNp
NuNy  NyNy  NyNp
NgNy  NgNy  NpNp

cgi= | a dar

Tq

Ny
Nu
N

dj = — f (C —aT,)dr

Tq

Para el lado Near — Middle.

NyNy NyNy O
NyNy NyNy 0
0 0 0

dr

cNM = fa
Tq

Ny
Ny
0

(C — aTy)dr

Tq
Para el lado Near — Far.
NyNy 0 NyNg

0 0 0
NNy 0 NgNg

¢cNF = | «
Tq

dNF=—f

Iq

dr

Ny
0
Np

(C — aT,)dr

Para el lado Middle — Far.

cNF = | «
Iq

0 NyNy NyNg
0 NgNy NpNp

0 0 0
[ ar

0
Ny

dNF = — f
Nk

Iq

(C — aT,)dr

Suponiendo que a y C, sean constantes y L, es la longitud del lado.

Para el lado Near — Middle.
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2 1 0
al

cNM = NM!1 2 0]

0 0 0

Lyw |1
dNM = ——=|1[(C — aT,)
2 0

Lyy =/ (xN —xM)? + (yN — yM)?

Para el lado Near — Far.

2 0 1
al
¢NF = 6’” lo 0 0]

1 0 2

Lyr [X
dNF = ——=|0]| (C — aT,)
2 1

Lyr =~ (xN — xF)2 + (yN — yF)?

Para el lado Middle — Far.

000
al
cMF = MF[O 2 1]

6012

L [©
dMF = — —==|1](C — aT,)
2 1

Lur =y (xF — xM)? + (yF — yM)?
En resumen el sistema matricial por cada elemento por lado es el siguiente.
Ty

TM] = [fj + dMF + dNF + dNM]
Tr

[kji + cMF + cNF + cNM]
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6.3.4. Ejemplo de MEF (Distribucion de temperatura, Ecuacion de Poisson)

En la seccion 6.2.3., se resolvié un ejemplo utilizando la ecuacion de Poisson, en donde la
densidad de flujo sobre la placa era igual a Q(x,y) = 1.2 cal/s/cm?. Sea la siguiente una placa
la cual tiene una distribucion de temperatura en todos los contornos igual a cero, tal y como se
mostré en la figura 154.

0%T 92T 1o
ax2 ' gyz T
T=0°C
(-6,5) (5,5)

T=0°C T=0°C
(0,0

(-5,-5) "/ (55)
T=0°C

Figura 171. Contorno de Dirichlet en la placa. Fuente: El Autor.

Ya que la solucidn es simétrica entonces es posible discretizar la placa de la siguiente manera.

(-5,5) O (5,5)
(5,3)
(5,1)
(5,0)
(-5,-5) © O (5,-5)

Figura 172. Forma discretizada del dominio con nueve elementos. Fuente: El Autor.
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Se deben numerar los elementos con los nodos globales y los nodos locales.

n10
o
e9
n4
® ® o
e8
e’ eb
n5 n6é
o . .nS
e3 eb
el e2 e4
o O ® o
nl n2 n3 n7

Figura 173. Numeracion global de los nodos y elementos. Fuente: El Autor.
Es importante recordar que la numeracion de los nodos de la condicion de Dirchlet deben
estar ordenados al inicio o final de la numeracién global de los nodos tal y como se muestra en la
figura 173, esto se explico en la seccion 2.2.1.1., en la cual se sugeria que fueran los primeros

valores, en este caso se hizo tomando los Ultimos valores lo cual es indiferente.

nFa 010
n4
n9
nN nM
na NF n4 nF nM nF
n9 n9
nb5 n6 né
n8
nN nM nN AN M
n5 nF nM né nF nd nF nM
n5 NF n5 _nF n6 w ng
h w
@ n3 nN AN N7
n N an n2 nN n3" nM nN n3 n7
n n

Figura 174. Numeracion local de los nodos. Fuente: El Autor.
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Ya que este ejemplo es una condicion de contorno natural, entonces se debe usar el sistema

matricial de la seccién 6.3.3.1.

[kjillTj] = [fj + R]

ke (yM — yF)? + ke, (xF — xM)? KNM = kMN KNF = kFN
[Kji] = A kMN ky(yF = yN)? + k, (xN — xF)? kMF = kFN
kFN kFM k., (yN — yM)? + ky(xM — xN)?

kMN = k,(yF — yN)(yM — yF) + k,(xN — xF)(xF — xM)
kFN = k,(yN — yM)(yM — yF) + k,(xM — xN)(xF — xM)

kFM = k,(yN — yM)(yF — yN) + k,(xM — xN)(xN — xF)
N _oalt
[fjl =M ==-1
fF 1

A continuacion se presentan las matrices por elemento.

ELEMENTO 1
Nodo Near 1 1 2 5
Nodo Middle 2 0.5 -0.5 0
Nodo Far 5 kl = -0.5 1 -0.5
Coordenada X y 0 -0.5 0.5 ELEMENTO 3
Nodo Near 0 0
Nodo Middle 1 0 0.2 1 Nodo Near 3 3 6 5
Nodo Far 1 1 fl= 0.2 2 Nodo Middle 6 1 -1 0
Area 05 02 _|5 Nodo Far 5 k3= -1 125  -0.25
Q 12 Coordenada X y 0 -0.25 0.25
kx 1 Nodo Near 3 0
ky 1 Nodo Middle 3 1 04 |3

Nodo Far 1 1 f3 = 0.4 6
ELEMENTO 2 Area 1 0.4 5

Q 1.2
Nodo Near 2 2 3 5 kx 1
Nodo Middle 3 1.25 -0.25 -1 ky 1
Nodo Far 5 k2 = -0.25 0.25 0
Coordenada X y -1 0 1
Nodo Near 1 0
Nodo Middle 3 0 0.4 2
Nodo Far 1 1 f2 = 0.4 3
Area 1 04 |5
Q 1.2
kx 1
ky 1




ELEMENTO

Nodo Near

Nodo Middle

Nodo Far

Coordenada

Nodo Near

Nodo Middle

Nodo Far

w U |w | X

Area

RlrRr|OlOIK ||V |w

Q

=
N

kx

ky

K

ELEMENTO

Nodo Near

Nodo Middle

Nodo Far

Coordenada

Nodo Near

Nodo Middle

Nodo Far

w ||| X

Area

RlRr[R|OIK |00 (N

Q

=
N

kx

ky

K

ELEMENTO

Nodo Near

Nodo Middle

Nodo Far

Coordenada

Nodo Near

Nodo Middle

Nodo Far

v |w | X

Area

N|WwWlrR|RI|I< |O]oo| o

Q

[N
N

kx

ky

K

ELEMENTO

Nodo Near

Nodo Middle

Nodo Far

Coordenada

Nodo Near

Nodo Middle

Nodo Far

W W |k | X

Area

N|WwWlkR|RI<|d|lo|un

Q

=
N

kx

ky

==

k4

fa

k5

f5

k6

f6

k7

f7

3
1.25
-0.25
-1

0.4
0.4
0.4

0.4
0.4
0.4

0.5
-0.5

0.8
0.8
0.8

0.5
-0.5

0.8
0.8
0.8

7
-0.25
0.25
0

1.25
-0.25

-0.5
1
-0.5

-0.5
1
-0.5

-0.25
0.25

-0.5
0.5

-0.5
0.5

331
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ELEMENTO 8

Nodo Near
Nodo Middle
Nodo Far
Coordenada
Nodo Near
Nodo Middle
Nodo Far
Area

Q

kx

ky

0.5 0 -0.5
k8 = 0 0.5 -0.5
-0.5 -0.5 1

0.8 6
0.8
0.8 4

wlu|w |Xx

8

Nwlw[rI<|s|lOo|o

[N
N

=T

[N

ELEMENTO 9

Nodo Near 4 4 9 10
Nodo Middle 9 0.5 -0.5 0
Nodo Far 10 k9 = -0.5 1 -0.5
Coordenada 0 -0.5 0.5
Nodo Near
Nodo Middle
Nodo Far
Area

Q 1.2
kx 1
ky 1

vl fw | X

fo = 0.8 9
0.8 10

y
3
3 0.8
5
2

Ensamblando el sistema matricial.

[kjillT/] = [fj + R]

1 2 3 4

0.5 -0.5 0 0

-0.5 225  -0.25 0 -1.5 0
0
2
0

o
o
o

T1 0.20
T2 0.60
T3 1.20
2.40
5 | = | 180
) -1 -075 45 0 075 0 T6 3.60
0 1.25 -1 0 0 0.80 +R7
075 -1 225 -05 0 0 1.20 +RS8
0
0

0 -0.25 2.5 0 -2 -0.25
0 -1
225 -0.75

o
O O O O O ®

0
0

]
-

O O OO0 O o o
—
H

0 0 -0.5 2 -0.5 240 +R9
0 0 0 -0.5 0.5 0.80 +R10

O O OO o oo
o
o

O O O o

Reduciendo el sistema matricial para obtener los valores de la temperatura desconocidos.




-0.5

T1
T2
T3
T4
5

T6

1
0.5

0

O O O O O oo

2 3 4
05 0 0
2.25 -0.25 0
-0.25 2.5 0
0 0 2
15 0 0
0 -2 -1
0 -0.25 0
0 0 0
0 o
0 0 0

1 2

0.5 -0.5

05 225
0 -0.25
0 0
0 -15
0 0

6 7 8 9 10
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 025 0 0 0
1 0 0 1 o0

075 0 0 0 0
45 0 075 0 0
0 125 1 0 0

075 -1 225 05 0
0 o 05 2 05
0 0 0 05 05

4 5 6
0 0 0

0 -15 0

0 0 -2

2 0 -1

0 225  -0.75

-1 -0.75 45 B

T1
T2
T3
T4
T5
T6

Determinar los valores de la temperatura de la matriz reducida.

1
4.01169591
2.01169591
= 0.7251462
0.32748538
1.55945419
0.65497076

2
2.01169591
2.01169591

0.7251462

0.32748538
1.55945419

0.65497076

3
0.7251462
0.7251462

0.95906433

0.30409357
0.68615984

0.60818713

T1
T2
T3
T4
15

T6
T7
T8
T9
T10

4
0.32748538
0.32748538
0.30409357
0.66959064
0.33138402
0.33918129

5

1.55945419
1.55945419
0.68615984

0.33138402
1.70500325

0.66276803

8.83041

8.43041

5.88538

4.05146

8.32125

5.70292
0

0
0
0

6
0.65497076
0.65497076
0.60818713
0.33918129
0.66276803
0.67836257

0.20
0.60
1.20

2.40
1.80

3.60

fj
0.20
0.60
1.20
2.40
1.80
3.60
0.80
1.20
2.40
0.80

0.20
0.60
1.20

2.40
1.80

3.60

+R

+R7
+R8
+R9
+R10

333

8.830 |
8.430
5.885

4.051
8.321

5.703
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Resolver el sistema matricial global para las variables de energia R.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0T o ~ fj +R _
0.5 -0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 8.8304 0.20
-0.5 2.25 -0.25 0 -1.5 0 0 0 0 0 8.4304 0.60
0 -0.25 2.5 0 0 -2 -0.25 0 0 0 5.8854 1.20
0 0 0 2 0 -1 0 0 -1 0 4.0515 2.40
0 -1.5 0 0 2.25 -0.75 0 0 0 0 8.3212 = 1.80
0 0 -2 -1 -0.75 4.5 0 -0.75 0 0 5.7029 3.60
0 0 -0.25 0 0 0 1.25 -1 0 0 0 0.80 +R7
0 0 0 0 0 -0.75 -1 2.25 -0.5 0 0 1.20 +R8
0 0 0 -1 0 0 0 -0.5 2 -0.5 0 2.40 +R9
. O 0 0 0 0 0 0 0 -0.5 0.5 L 0 ] | 0.80 +R10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 - Tj . fj R
R7 0 0 -0.25 0 0 0 1.25 -1 0 0 8.8304094 0.80 -2.27
R8 _ 0 0 0 0 0 -0.75 1 2.25 -0.5 0 8.4304094 } 1.20 _ -5.48
R9 N 0 0 0 -1 0 0 0 -0.5 2 -0.5 5.8853801 2.40 N -6.45
R10 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.5 0.5 4.051462 0.80 -0.80
8.3212476
5.702924 3 Energia = -15.00 Cal/s
0
0
0
I 0 p—
R
R7 -2.27
R8 _ -5.48
R9 -6.45
R10 -0.80

3 Energia = -15.00 Cal/s

Tal y como se explicé en la seccién 4.4., el método de elementos finitos permite determinar
los valores reales de la solucion, la solucion real para este fendmeno es la cantidad de energia que

se entrego en el area analizada.
La densidad de flujo del ejemplo es de Q(x,y) = 1.2 cal/s/cm?.

Por lo tanto la energia entregada en la seccion triangular la cual tiene un area de 12.5¢cm?.

1254

cal
E=|—=-|(12.5cm?) = 15.00—
cm S
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Si los elementos se reducen en el area (discretizacién mas fina), la temperatura cambiara

mas sin embargo la energia no debe hacerlo.

Por simetria entonces es posible terminar la temperatura en las otras secciones de area de la

placa.

-5, 5) 5, 8]
(-5,3) 5 3)
(-5,1) (5,1
-5,-1) w -1)
5,-3) 5,-3)

(5,-5)

Figura 175. Placa discretizada de manera simétrica respecto a una seccion. Fuente: El Autor.
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Figura 176. Gréfica de la distribucion de temperatura de la placa por el MEF con nueve
elementos. Fuente: El Autor.

Es apropiado que se haga otro andlisis con un mallado mas fino, para verificar la diferencia
entre la temperatura entre un mallado y otro, si la diferencia de las temperaturas es menor al cinco
por ciento tomando como real la del mallado mas fino, entonces el mallado da resultados

satisfactorios, si la diferencia es mayor debe refinarse el mallado hasta conseguir dicha diferencia.

Con el mallado de la figura 177, se obtuvieron los siguientes resultados.

T1 9.375
T 6.875
T3 _ 5.3125
T4 - 0
5 0
. T6 | 0
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) (5,2.5)

) (5,0)

Figura 177. Forma discretizada del dominio con cuatro elementos.
Fuente: El Autor.

La diferencia de la temperatura en el nodo 1 es de 6.16%, por lo que para encontrar los valores

cercanos a los reales el mallado debe ser ain mas fino que el mostrado en la figura 175.

6.4. Forma matricial de la solucion por el MEF de EDP de la forma de la Ecuacién de

Poisson.

ElI MEF puede ser escrito en forma matricial o generalizada, para ello entonces se debe revisar
los conceptos que han permitido relacionar la solucion de la forma de la ecuacion de Poisson y
trasladarlos a una forma matricial y esta adaptarla a la forma débil del MRP y trasladarla entonces
al MEF.
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En la seccion 4.1., se present0 el operador Nabla V, el cual es un vector.

V= g i+ g j+ g k
~ oax’ ay] 0z
La ecuacion de Poisson presentada en la seccion 4.1.2.1., contiene al operador Nabla, el cual

puede presentarse en cada una de las dimensiones 0 como un par o en todas las direcciones
cartesianas.

d%¢ )
En 1D kﬁﬁ'Q(X):O
d2¢ d2¢
— — = . 2 =
En 2D kdx2+kdy2+Q(x'y) 0p k-V2¢p+Q=0
dqu d2¢ d2¢
En 3D kde+kdy2+deZ+Q(x,y,z)—0J

Ya que la constante k es una constante entonces es posible presentarla como un valor escalar,
en la seccidn 4.1., también se presento el caso que el valor de la constante k, variara con respecto

al eje, por lo que entonces, la Ecuacion de Poisson puede expresarse como un producto escalar
entre el vector k y Nabla.

El gradiente de la funcion esta expresado por g, escrito en forma matricial entonces este
puede expresarse de la siguiente manera.

En 1D [gx] = 6_¢)

En 2D [gx, gy] = ¢

En 3D lgx, gy, 9z] = | —
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La conductividad D la cual representa la matriz del vector k para cada dimension se escribe
de la siguiente manera.

En 1D = [k,]
k, 0
En 2D D= [ 0 k)
k, 0 0]
En 3D D=[0 Kk, O
0 0 k]

El vector de flujos g presentado en la seccion 6.3.1.1. se expresa como.
q=-Dg=-DV¢

folo}
Ox |
_a¢_
k 01l ox

-l 2l
9y |
_a¢_
0x
¢
dy
k, 0%
Fra

En 1D q= —lkyl

=
x

0 O
En 3D q= — 0 ky 0
0 O

La ecuacion de balance de flujo en un dominio infinitesimal se expresa de la siguiente

manera.
Vig—Q=0

En donde el vector VT, es la matriz traspuesta del vector Nabla.

En 1D vi= 9]
Ox]

En 2D vi= [i 9]
dx 0dyl

En 3D VT: [i i i—
dx 0dy 0z]
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Sustituyendo el vector de flujos en la ecuacion de balance de flujo se obtiene entonces la
siguiente expresion.

0 G
En 1D [&] [k ] _% +Q=0
ey
d 071rk, O01|ox
En 2D [a @][0 ky]%+Q=o
[ dy |
e
0x
d¢
dy
Z a¢)
-aZ-

0

k
d ad 0 x
X y Z 0 0

+Q=0

<

0
0
k

La expresion anterior equivale a forma débil presentada en la seccion 4.3.1.

En 1D %(kxj—i)) +Q(x) =0
En 2D :—y(kyz—f)+%<kxz—i)+Q(x,y)=0
En 3D diy(kyj—i>+%(kxz—i>+%<kzi—f>+Q(x,y,z)=0

En donde la condicién de contorno de Neumann escrita en forma matricial.

n'DVep + C + a(¢p — pa) =0

La forma integral débil del MRP escrita de forma matricial se presenta a continuacion.

j WI[VIDV¢ + QldQ + ff W [nTDV¢ + C + a(¢p — pa)]dl =0
Q Iy

f WVTDVpdQ + f wQda + ff W [nTDV¢ + C + a(¢p — pa)]dl = 0
Q Q I,
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Si la funcion de peso W = —W y se resuelve por partes la expresion en rojo de la ecuacion

anterior entonces se obtiene la solucion general matricial de la forma débil del MRP.

f (VTW)DVdQ + | Wagdrl = f WQdQ — | WnTDVgdl — | WIC — a¢,]dl
Q Q

Tq T Tq

f (VTW)DVdQ + f Wagdl = f wQdQ — | Wqudl — | WIC — ap,ldl
Q Ty Q Ty Tq

Se puede verificar la expresion para 1D, 2D y 3D con las expresiones obtenidas en las
secciones anteriores.

La solucion de la forma integral débil del MRP tal y como se presentd en la seccién 4.3.1.

para una dimension corresponde a siguiente expresion cambiandoy — ¢.

fOL<kZ—i)>dW f WM(x)dx — [W(ap)], [w@—f)]o

Trasladada al MEF en 1D entonces la expresion por elemento quedaria de la siguiente

manera, en donde lo subrayado en rojo corresponde a las condiciones de contorno.

Jdeleded —]xFN'M dx — [Nj(ay)] [N'(KdN>]
N dx dx X = N ] (x) X ] aO x=L ] dx 0

En 2D la solucién de la forma integral débil del MRP se present6 en la seccion 6.3.1.2.

corresponde a la siguiente expresion, cambiando T — ¢.

220 e i

= [[ wie@w i~ [ waar- [ wic - agalar
Q F¢ Fq

Trasladada al MEF en 2D entonces la expresion por elemento quedaria de la siguiente

manera, en donde lo subrayado en rojo corresponde a las condiciones de contorno.
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ff [aNjk ONG ;4 ONI ), O ']dQ+f NjaNi ¢idT
ol 0x x6x¢l dy yay¢‘ Iy jaNt gt
- ff NjlQ(x, y)]dQ — f Njgndl — f Nj[C — abe] dT
QO r r

[ q

En 3D la solucion de la forma integral débil del MRP es la siguiente.

6W 6¢ ow 6¢ ow  0d¢
—k,—+—k,—|dQ+ Wagpdl
ax ax ady ay dz ~ 0z Iy

- wloesda - | j Wandr - | f WIC = agalar

Trasladada al MEF en 3D entonces la expresion por elemento quedaria de la siguiente

manera, en donde lo subrayado en rojo corresponde a las condiciones de contorno.

Jjj [aN] i E)Njk ONi '+6Njk ONi ']dﬂ-l-ff NiaNibidL
"ax dy y8y¢l 0z Zazd)l r, JaNipL

-] fQNJ'[Q - | fr Nigudr - | fr WIC —addr

Las expresiones del MEF también se pueden expresar en forma matricial para 1D, 2D y 3D.

Sea entonces la siguiente la solucién general matricial de la forma débil del MRP.
f (VTW)DVpdQ + | Wagdl = f wQdQ — | wnTDV¢dlr — | W[C — a¢,ldl
Q Iy Q T Tq
La solucion aproximada de la ecuacidon diferencial por el MEF corresponde a la siguiente
expresion.
n b1
b= NOp©O =[N Ny = N[ = VO[]
bn
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En donde
[NO] =[N, N, - Ny
¢1
[a] =%
Pn

La expresion del gradiente g se escribe entonces de la siguiente manera.
g=ve

9= 99 = V[N ©][a®] = [][a]

El vector de flujos q entonces tiene la siguiente forma.
q=-Dg=-DV¢

1= -pg = ~[p@][®][at”]

Ya que la funcion de peso debe ser igual a la funcion de forma, entonces se tienen las

siguientes expresiones.
[Ni(e)] — [Wj(e)]
v[Ni®] = v7[w;j)]

[Bi©] = [Bj¢]

Sustituyendo las primeras expresiones en la solucion general matricial de la forma débil del
MRP.

f (VTW)DVpdQ + | Wagdl = f WQdQ — | Wgq,dl — j WIC — ag,ldr
Q Q

Iq Ty Iq
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| Bi@lp@]Bi)[a@]an+ | [Nj@]a[ni@]fe]ar

Tq

Wq,dl — f [Nj@][C — apgldT
Fq

= f [Nj©]Qda —
Q

)

[ Bi@lp@]Bi@)[a@]da+ | [Nj©]a[ni®][e]ar

= f [Nj@®]eda - R —f [Nj@][C — apgldT
Q r

q

En donde los valores R se obtienen posteriormente de los valores del vector [a(®].

Cuando el contorno es natural la expresion entonces es la siguiente.

j [Bj©][0©][Bi®][a®]da = ] [Nj©]oda - R

6.5. Elasticidad bidimensional

Con el MEF, como se ha visto hasta ahora solo es posible resolver ED, de la forma de la
Ecuacién de Poisson, por lo que ain no se pueden analizar fendmenos que tengan como variables
las propiedades de los materiales y cargas. Para poder utilizar estas variables en el analisis es

necesario utilizar los conceptos de tensién plana y deformacion plana.

Tal y como se present6 en la seccion 1.2.5., es posible relacionar los esfuerzos que se aplican
en los diferentes ejes del elemento con la deformacion en los otros ejes. Expresado de otra forma,
si en el eje x, se aplica un esfuerzo entonces los ejes y, z, sufriran deformacion debido al esfuerzo

aplicado en el eje x, esto es posible por la relacién de Poisson.

Cuando se analizan elementos con espesores esbeltos (vigas de gran canto, placas,
contrafuertes, discos, platinas, entre otros), entonces la deformacion en el eje del espesor esbelto
es importante, a esta condicion se le conoce como tension plana. Las condiciones iniciales para

esta condicion son las siguientes.
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Los elementos cuyo espesor es mucho mayor a la seccién como es el caso de los tdneles,
tuberias, presas y terraplenes, no se ven afectados por la deformacion en el eje del espesor del

elemento, a esta condicion se le conoce como deformacién plana y esta dada por las condiciones
iniciales de esfuerzo y deformacion siguientes.

La deformacion unitaria es posible expresarla en términos de un diferencial.

_du

"

dv
€y=d—y

_du+dv
my_dy dx

En donde v y u, son los desplazamientos tanto vertical como horizontal, estos pueden
expresarse en forma matricial como se muestra a continuacion.

d 0_
£, dx il
= =10 —
€ ;2 ) i;[J
ldy dx]
=[]

Utilizando los conceptos de la relacion de Poisson y la ley de Hooke se deducen las siguientes
expresiones (Zienkiewicz & Taylor, 1994).
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T=GYy

T2(1+v)

Tension plana (o, = 0):

1
&, = ~F (o) +voy)
Ex = E(O_x - Vay)

& =% (o) —Vvoy)

2(1+v)
Yy = TTxy

En su forma matricial se despeja para los esfuerzos.

}/xy E 0 0 2(1 + V) Txy
Oy 1 -V 0 -1 Ex
[ Uy =FE|—-v 1 0 [ gy ‘
Txy 0 0 2(1+v) Vxy

1 v 0
0. &
ol__E [v1 o |2
1T 102 1-v(l”
Txy 0 O > Vxy
Ox Ex
[ gy | = [D]| &y ]
Txy Yxy
1 v 0
E v 1 0
[D] = 1 _ VZ O 0 1 -V
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Deformacion plana (e, = 0):
o, =v(o, + ay)
1 2 2
Ex ZE(Gx(l -V )_Uy(V+V )
1 2 2
&y ZE(O'y(].—V ) —ox(v+v9))
_2(1+v)

Vxy = TTxy

En su forma matricial se despeja para los esfuerzos.

1—v? —v(l1+v) 0 Ox
[ ] - —v(1+v) 1—v? 0 Uy]
1£5% 0 2(1+v)[Ltxy
1-v?  —v(1+v) 0 ey
[ ‘ —v(1+v) 1—v2 0 [gy]
0 21 +v)| Wy
? 0
1—
x E(1—7) v ! &
=T wa—am| 1-v ' ° gy
Tay 1-2v |
0 2(1-v)
Oy &y
[o] = [Uy [D]] & | = [D][e]
Txy Vxy
’ 0
1—-v
_ E(1-v) 4
[D]_(1+v)(1—2v) 1-v ! . 02
- 2v
0 2(1-v)
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A la matriz [D], se le denomina matriz constitutiva, tanto para tensiéon plana como para

deformacion plana.

La expresion [D], corresponde a la expresion [D (e)], de solucion general matricial de la forma

débil del MRP y la matriz [a(®], corresponde a las deformaciones de la matriz [a].

f[Bj<e>][D(e>][Bi(e)][a(e)]dQ = j [Nj©]Qda - R

6.5.1. Elasticidad bidimensional con elementos triangulares y contorno natural

Los elementos bidimensionales triangulares de tres nodos se presentaron en la seccion
6.3.2.1.

Las deformaciones u(x,y) y v(x,y), estdn en términos de la funcion de forma para un
elemento triangular de tres nodos, las cuales estan en unidades de longitud como milimetro,
pulgada o segun las unidades del sistema de coordenadas.

1
u®(x,y) = N;(x, y)(w) = Yo la; + bix + c;ylu;

1
v (x,y) = N;(x,y)(v)) = m[ai + bix + c;y]v;

En dénde las deformaciones se determinan en cada nodo del elemento.

(xF.yF)

(xN,yN) (xM,yM)
Figura 178. Figura repetida (Fig. 161) coordenadas del elemento. Fuente: El Autor.

Por lo que los valores los valores de a;, b; Y c; se obtienen de cada nodo con las siguientes

expresiones.



ay = xMyF — xFyM
by = yM — yF
cy = xF —xM
ay = xFyN — xNyF
by = yF —yN
cy = xN — xF
ap = xNyM — xMyN
bgp = yN —yM

cp = xM — xN
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El &rea del elemento triangular se obtiene por el determinante de las coordenadas de los nodos

del elemento.

Utilizando las expresiones de la deformacion unitaria como se presento en la seccion 6.5.

1 xN yN
1 xM yM

2A(e)=Det<
1 xF yF

)

2A4©) = —xFyM + xFyN + xMyF — xMyN — xNyF + xNyM

rd T AN
ax ax
d !l 1 dN | ru;
}= ° Hlbl=mm| 0 Bl
d d dN dN
ldy dx. 'dy dx|
dN d
E:a(ai"'bix-l'ci}"):bi
dN d

E:d_y(ai'l'bix-l'ciy) =¢
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Por lo que la expresion [Bi(©][a(®] queda de la siguiente manera.

gi(e) — [Bl(e)][a(e)] = ZA(E) |:C(‘) I(;‘i.
l l

b, 0
[Bi(e)] = c.]
Q) t

2A% ¢, b

@] = [,]

La expresion [Bj(©] se escribe como se muestra a continuacion.

[8/] = [Bi®)] =2,4@[0 ¢ bj]

La solucién general matricial de la forma débil del MRP para los fenémenos de deformacion

plana y tensién plana con contorno natural entonces se escribe de la siguiente manera.

f [Bj©][0@][:®][a®]da = f [Nj©]oda - R

Deformacion plana.

v

1—v 0

1 0
1—-2v
2(1-v)

1

l

E(1-v) I
2A0)

I

|

[ 1
| v
A+nA-2v)|1-v
K

LZA(e) 0 C]' b]

by 0.,
¢ e

= f [Nj©]Qda - R
Q
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Siendo todos los términos constantes entonces es posible escribir la expresion anterior de la

siguiente manera.

| °
W[o G 1? (1+E1(;;(11:)2v)|l ! JIL C‘l[u}]_ﬂ * 5;]_R

1-2v
2(1-v)

Tension plana.

1 v 0 b.
024@ [0 ¢ bj|1—v2 0 0 1—-v|24@ c
2 l

0 .
o -

Siendo todos los términos constantes entonces es posible escribir la expresion anterior de la

siguiente manera.

1 v 0 1 o ©
1 [b O c,-] E v 1 o0 ! uy A€ Fx
1 _E L ey g
4,4(6)[0 ¢ bi|1—v2 0 0 1—v Ci bl [U]] 3 Fy

i

En donde el vector con las fuerzas Fx y Fy es el que se aplica a los nodos y el vector Q es el

que se obtiene de las fuerzas de area como el peso.

e A [ e [HEES E R

Cuando el espesor del elemento es constante y tiene un valor de L y el peso especifico es

w = pg Yy no existen otras fuerzas de area, entonces la expresion puede quedar de la siguiente

manera.

A(e) Fx
Cl][% 3 ng]+ ]R

Los esfuerzos en los nodos del elemento se obtienen de la siguiente manera.

1 [b 0
44@|0 ¢
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b 0] .
e

Gy

Eix
iy | =
yixy 2

Los esfuerzos en el elemento es la sumatoria de los esfuerzos en los nodos del elemento.

[D]

Oix
O'.
Y 4@

Tixy

0y 1(® Onx OpMx OFx
Oy = |Ony |+ | OMmy | + | OFy
Txy Tnxy Tmxy Trxy

La forma matricial por elemento del MEF para problemas bidimensionales de tension plana

o deformacion plana es la siguiente.

1 [b: 0 c by 0 a2 A®©
awle o ojm|o o W= 5G]+ [f) -0

_bN 0 CN_
1b0 C(’)V fN by O by O by O
(Kjilexs = Ty M M[D] 0 ecv 0 ¢y 0 cp
4A@1 0 cu by cy by ¢ b cr b
bg 0 cp N Ov Cm bm Cr Of
0 cr bl
Uy
o]
[u]-] _ | um]
Vilgx1 |UM|
Ur
|_UFJ
Frx [Qnx FxT [ 0 ]
FNy QNy FNy |—ng|
[Fj] _ (x|, A9 Quix | _ [ Fuxe| A€ 0 |
Fileyy |Fmy| 3 |Quy| [Fmy| 3 |_P9L|
FFJC QFX FFX l O J
_FFy_ .QFy. -FFy_ —ng
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En donde los valores de R, solo existen cuando existen las condiciones de contorno de

Dirchlet y se obtienen de ultimo, posteriormente de determinar los valores de las deformaciones.

La matriz global se obtiene tal y como se presenta en la seccion 6.3.3.1., las condiciones de

contorno de Dirchlet se encuentran en color rojo.

k11 k12 - kiln|[u, =C1 [f1x + R]
k21 k22 - k2n||v, =C2 =|f1y+R|
knl kn2 - knn Vp l foy J

Para encontrar el valor de R, es necesario reducir la matriz tal y como se hacia en la seccion
2.1.1.3., en donde la matriz reducida queda como se muestra a continuacién y al resolver el sistema

se despeja para R.

kn2 - knn Un

6.5.2. Ejemplo de elasticidad bidimensional en tension plana con elementos triangulares y

contorno natural

En el siguiente ejemplo se analizard un muro de un material homogéneo con médulo de
elasticidad de E = 1000 Pa Yy relacion de Poisson de v = 0.2, las dimensiones de la placa seran
de 1 metro por 1 metro y una seccion tan esbelta que se considerara que tiende a cero con el objetivo
de no tomar en cuenta el peso de la estructura, al muro se le aplica una fuerza nodal en la direccién
x de Fx = 10N .



354

Tm

10N

MURO

1m

o

Figura 179. Muro con carga lateral y espesor igual a cero, ejemplo del MEF en
tension plana. Fuente: El Autor.
El objetivo del siguiente ejemplo es mostrar como se determinan los valores del esfuerzo de
von Mises, asi como los esfuerzos de maximos y minimos por elemento, las reacciones en el apoyo

del muro y las deformaciones verticales y horizontales.

Lo primero entonces es elegir la cantidad de elementos y enumerar los nodos y elementos,
asi como determinar las coordenadas de cada nodo y designar el Nodo Near, Middle y Far de cada

elemento.

Para el siguiente ejemplo ya que es Unicamente ilustrativo se usara dos elementos con cuatro

nodos designada la numeracion de la siguiente manera.

(0,1) (N4 N3) (1,1

e2

el

0.0) N1 N2 (1.0)

Figura 180. Numeracion de los nodos y elementos. Fuente: El Autor.
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La asignacion del Nodo Near, Middle y Far sera la siguiente.

Far Nﬁ N3} Middle
N3) Far
e2
Near N1 e
Near (N1 @ Middle

Figura 181. Asignacion de los Nodos Near, Middle y Far. Fuente: El Autor.

Las condiciones de contorno para este ejercicio son condiciones de Dirichlet por ello es que

en los apoyos del Nodo 1y Nodo 2 los desplazamientos en ambos ejes seran igual a cero.

_ul — 0_
vl - 0
U, = 0
HE
U]' Uz
U3
Uy
Vs

Las fuerzas resultantes en los nodos debido a las condiciones son las siguientes.

F1=|p 2
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A continuacion se calcula la matriz constitutiva.

1 v 0
E (v 1 0
[D] = 1 _ Vz O 0 1 —v
2
1041.66667 208.333333 0
I: D:I = | 208.333333 1041.66667 0
0 0 416.666667

La matriz por cada elemento tanto kji y fj se presenta a continuacion.
2A®) = —xFyM + xFyN + xMyF — xMyN — xNyF + xNyM
A [W _ [FT
il [y] =[] = %

_bN 0 CN_
0 cy by

1 [p 0 ¢ by 0 by 0 by O
[kji]6x6=mgl c bM [DI{0 e O oy 0 cf
Moo cn by cm bu cr br
bp 0 ¢
L0 ¢ Dbpl
Uy
o]
FI
Videx1 |UM|
Ur
Lv |
[Fx Onx] [Fux [ 0 ] [0]
Fny Qny| |Fny |—PgL| |0|
(Fi] =[Fj] (P | A Quix | _ (P | (A9 0 | o
| Fjley,  |Fuy|" 3 |Quy|  |Fmy| 3 i—ngi lol
Frx QFx Frx 0 lOJ
| Fpy | | Qry ]l LFpy] l—ngJ 0

En dénde L = 0, por lo que las fuerzas globales son las presentadas anteriormente, y las fuerzas
locales por elemento son todas cero.



Elemento No.1

KE1

W W NN R

< X < X < X

Elemento No.2

COORDENADAS
NODO X Y
1 NEAR 0 0
2 MIDDLE 1 0
3 FAR 1 1
AREA 0.5
CN 0 BN -1
CcM -1 BM 1
CF 1 BF 0
1 2 3
X Y X Y X Y
1041.66667 0 -1041.66667 208.333333 0 -208.333333
0 416.666667 416.666667 -416.666667 -416.666667 0
-1041.66667 416.666667 1458.33333 -625 -416.666667 208.333333
208.333333 -416.666667 -625 1458.33333 416.666667 -1041.66667
0 -416.666667 -416.666667 416.666667 416.666667 0
| -208.333333 0 208.333333 -1041.66667 0 1041.66667
0 |[fix
0 |[fly
fE1 =| 0 [f2x
0 |f2y
0 |[f3x
| 0 |f3y
COORDENADAS
NODO X Y
1 NEAR 0 0
3 MIDDLE 1 1
4 FAR 0 1
AREA 0.5
CN -1 BN 0
CM 0 BM 1
CF 1 BF -1

357
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1 3 4
- X Y X Y X Y o
1 X| 416.666667 0 0 -416.666667 -416.666667 416.666667
1Y 0 1041.66667 -208.333333 0 208.333333 -1041.66667
KE2 = 3 X 0 -208.333333 1041.66667 0 -1041.66667 208.333333
3 Y| -416.666667 0 0 416.666667 416.666667 -416.666667
4 X| -416.666667 208.333333 -1041.66667 416.666667 1458.33333 -625
4 Y| 416.666667 -1041.66667 208.333333 -416.666667 -625 1458.33333 |
0 |flx
0 [fly
fE2 =] O |[f3x
0 |[f3x
0 |fax
B 0 | fax
Matriz global de la estructura.
1 1 2 2 3 4 4
. X Y X Y Y X Y
1 X 729.166667 0 -520.833333 104.166667 -312.5 -208.333333  208.3333333
1Y 0 729.166667 208.333333 -208.333333  -312.5 0 104.166667  -520.8333333
2 X | -520.833333 208.333333 729.166667  -312.5  -208.333333  104.1666667 0 0
20y 104.166667 -208.333333  -312.5  729.166667 208.333333 -520.8333333 0 0
T3 X 0 -312.5  -208.333333 208.333333 729.166667 0 -520.833333  104.1666667
3 Y -312.5 0 104.166667 -520.833333 729.1666667  208.333333  -208.3333333
4 X | -208.333333 104.166667 0 0 -520.833333  208.3333333  729.166667 -312.5
4 Y| 208333333 -520.833333 0 0 104.166667  -208.3333333 -312.5 729.1666667
1 1 2 2 3 3 4 4
_Fuerzas . X Y X Y X Y X Y ___ Desp _
R1x 729.166667 0 -520.833333 104.166667 0 -312.5 -208.333333 208.3333333 0
R1ly 0 729.166667 208.333333 -208.333333 -312.5 0 104.166667 -520.8333333 0
R2x -520.833333 208.333333 729.166667 -312.5 -208.333333  104.1666667 0 0 0
R2y = 104.166667 -208.333333 -312.5 729.166667 208.333333 -520.8333333 0 0 0
0 0 -312.5 -208.333333 208.333333 729.166667 0 -520.833333 104.1666667 D3x
0 -312.5 0 104.166667 -520.833333 0 729.1666667 208.333333 -208.3333333 D3y
10 -208.333333 104.166667 0 0 -520.833333  208.3333333 729.166667 -312.5 D4x
L 0 N _208.333333 -520.833333 0 0 104.166667 -208.3333333 -312.5 729.1666667 1L D4y n
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Matriz reducida.

1 1 2 2 3 3 4 4
_Fuerzas | X Y X Y X Y X Y ___ Desp
R1x 729.166667 (0] -520.833333 104.166667 0 -312.5 -208.333333 208.3333333 0
R1ly 0 729.166667 208.333333 -208.333333 -312.5 0 104.166667 -520.8333333 0
R2x -520.833333 208.333333 729.166667 -312.5 -208.333333  104.1666667 0 0 0
R2y = 104.166667 -208.333333  -312.5 729.166667 208.333333  -520.8333333 0 0 0
0 0 -312.5 -208.333333 208.333333 729.166667 0 -520.833333 104.1666667 D3x
0 -312.5 0 104.166667 -520.833333 0 729.1666667  208.333333 -208.3333333 D3y
10 -208.333333 104.166667 0 0 -520.833333  208.3333333  729.166667 -312.5 D4x
L 0 | | 208.333333 -520.833333 0 0 104.166667 -208.3333333 -312.5 729.1666667 | | Ddy
0 729.166667 0 -520.833333 104.1666667 D3x
0 _ 0 729.1666667  208.333333 -208.3333333 D3y
10 -520.833333  208.3333333  729.166667 -312.5 D4x
0 104.166667 -208.3333333 -312.5 729.1666667 D4y

Determinar los valores de los desplazamientos.

D3x 0.00323478 -0.000626087 0.00271304 0.000521739 0
D3y | _ -0.00062609  0.001669565 -0.00083478 0.000208696 0
Dax | 0.00271304 -0.000834783 0.00401739 0.001095652 10
D4y 0.00052174  0.000208696  0.00109565 0.001826087 0
m

D3x 0.02713043

D3y | | -0.00834783

Dax | | 0.04017391

D4y 0.01095652
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Determinar los valores de las reacciones en los apoyos.

1 1 2 2 3 3
Fuerzas X Y X Y X Y
[ Rix | [ 729.166667 0 -520.833333 104.166667 0 3125
R1y 0 729.166667 208.333333 -208.333333  -312.5 0
R2x -520.833333 208.333333 729.166667  -312.5  -208.333333  104.1666667
Ry | = | 104.166667 -208.333333  -312.5  729.166667 208.333333 -520.8333333
0 0 3125  -208.333333 208.333333 729.166667 0
0 B -312.5 0 104.166667 -520.833333 0 729.1666667
10 | | -208.333333 104.166667 0 0 -520.833333  208.3333333
| o | | 208333333 -520.833333 0 0 104.166667 -208.3333333
_Fuerzas_ - _
R1x -3.478 |X
R1y -10.000 |Y
R2x 6522 |X
R2y = 10.000 |Y
0 0.000 |[X
0 0.000 Y
10 10.000 |X
o | | o000 |y

Determinar los esfuerzos en los elementos.

O Eix ) b 0.,
| , _ Ji
Oiy | = [D] iy | = ZA(e) [D] 0 € [vj]
Tixy Vixy C; i

Oy (€ ONx OpMx OFx

Oy = |Ony |+ | OMmy | + | OFy

Txy TNxy TMxy Trxy
2

Tmax = (Q) + (TXJ/)Z

o, +o Oy — Oy 2
Omax,min = xz z + (xz 3’) +(TXY)2

4
X
-208.333333
104.166667
0
0
-520.833333
208.333333
729.166667
-312.5

4

y
208.3333333 |
-520.8333333

0

0
104.1666667
-208.3333333

3125

729.1666667 |

o

(crx — ay)z + (0, —0,)% + (ay - az)z +6 ((Txy)z + (T,5)% + (sz)z)

von
2

0.02713
-0.00835
0.040174

| 0010957 _|
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Elemento No.1.

NEAR MIDDLE FAR SUMA
oNx 0 oMx 0 oFx -1.739130435 ox -1.739130435
oNy 0 oMy 0 oFy -8.695652174 oy -8.695652174
tNxy 0 t™xy 0 thxy 11.30434783 ™y 11.30434783

0 max 6.609974 Pa
omin -17.044757 Pa
T max 11.827366 Pa
ovon 21.139558 Pa

Elemento No.2.

NEAR MIDDLE FAR SUMA
oNx 0 oMx 28.26086957 oFx -39.56521739 ox -11.30434783
oNy 0 oMy 5.652173913 oFy 3.043478261 oy 8.695652174
TNxy 0 t™Mxy -3.47826087 thxy 12.17391304 ™y 8.695652174

0 max 11.947609 Pa
omin -14.556305 Pa
T max 13.251957 Pa
ovon 22.990094 Pa

10N

e2

el

3478 N 6.522 N

10N 10N

Figura 182. Reacciones de la estructura en las restricciones. Fuente: EI Autor.
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6.5.2.1. Comparacion de los resultados con un programa de elementos finitos

El programa CIVILFEM al igual que muchos otros programas de elementos finitos, siguen

un orden para crear el modelo y analizarlo. El orden que presenta el programa es el siguiente.

1. Primero se selecciona el tipo de analisis que se desea hacer.
e Endos o tres dimensiones

o Estructural

=  Armonico
= Estético

= Modal

* Pandeo

» Transitorio
o Térmico

= Estético

= Transitorio
o Filtracion

= Estatico

= Transitorio

2. Configurar el entorno de trabajo, entiéndase por entorno de trabajo al sistema de

coordenadas, normativa y unidades de medicion.

3. Crear la geometria del elemento, el programa permite crearla de cualquiera de las dos
maneras siguientes.

e Dibujar la superficie
i.  Crear la lista de puntos
Ii.  Crear las curvas de la lista de puntos
iii.  Crear las superficies del elemento
iv.  Crear el volumen del elemento del conjunto de

superficies, cuando se este trabajando en 3D.
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e Importar la superficie
o Elformato de dibujo debe ser dxf o cualquiera de los formatos
que se indiquen en la ventana de importar.

o Configurar el sistema de unidades del formato a importar.

Crear el modelo, el programa define modelo a la creacién del material de las
superficies o curvas creadas en la geometria, también es posible la creacion de

secciones de perfiles.

Crear el mallado, esta sin duda es una de las partes mas importantes de todo el analisis,
el mallado se crea a partir de un sélido o elemento estructural, dentro de un mismo
analisis es posible tener diferentes solidos o elementos estructurales. A continuacion

se presentan los pasos que se deben seguir para crear el mallado.

i. Crear los elementos estructurales a partir de superficies o curvas.

e Viga

e Barra

e Solido 2D 0 3D
e Cable

ii. Configurar el elemento estructural en el que se debe definir lo
siguiente
e Tipo de elemento
o Triangular
o Rectangular
e Definir el tamafio del elemento
e Tipo de analisis
o Tension plana
o Deformacion plana
iii. Generar el mallado y unir nodos del mallado de diferentes elementos

estructurales
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iv. Chequear el mallado, este chequeo se puede llevar acabo tomando los
siguientes criterios
e Area de los elementos 2D

e EIl Angulo de los elementos

6. Crear las cargas y condiciones de contorno

e Crear las cargas
o Nodal
o Superficie
o Lineal

e Crear las condiciones de contorno
o Nodal
o Superficie
o Lineal

e Crear los casos de carga, en esta se combinan las condiciones de

contorno y las cargas.

7. Realizar el andlisis y generar informes.

Es importante realizar el chequeo del mallado ya que cuando los elementos varian en grandes
porcentajes unos de otros entonces puede suceder que las aproximaciones por el MEF no sean las
adecuadas, por lo que para realizar proyectos de gran envergadura se recomienda realizar el

chequeo de los elementos en el mallado.

A continuacién se presenta el proceso de analisis en el programa para el ejemplo de la seccion

6.5.2. dicho proceso se presentara como una serie de pasos.

Paso No.1

Seleccionar el tipo de anélisis que se desea hacer, para este caso se realizara un anélisis de

tipo estructural, estatico en dos dimensiones.



Modal

Formas propias de vibracidn y sus

Armonico .. Pandeo
| Pam cargas ciclicas | ~f . Fomas propias de pandeo y cargas
frecuencias criticas
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2D 3D
' Modelo bidimensional Modelo tridimensional

Estatico / Estacionario :f-\ Transitorio

&
l? J Los Gasos de cargas no dspenden del

L= historia de cargas depende del ‘
hempu

I/ tiempo

_ Estructural

Filtraciones Térmico
Andlisis de filtraciones estructural de Analisis témico / estructural
agua en medios porosos

—

|~—hoeptar—| | Cancelar |

Figura 183. Seleccion del tipo de analisis en el programa CIVILFEM. Fuente: (CIVILFEM 2018).

El programa al seleccionar el tipo de analisis presenta el entorno de trabajo el cual consiste

en lo siguiente.

Pestafias de configuracion: las cuales estan ubicadas en la parte superior

y siguen un orden légico en la creacién del modelo.

Vista del modelo: Esta es la parte en donde se dibujara el modelo y se

presentaran los resultados.

Ventada de propiedades: En esta ventana se configuran la seleccion de
las pestafias de configuracion, en la figura 176 se encuentra del lado

izquierdo.

Ventana de entidades del modelo: En esta ventana se presentan el avance

del modelo, en la figura 176, se encuentra del lado derecho.

Boton inicio: El boton inicio se encuentra en la esquina superior

izquierda y tiene como finalidad acceder a la configuracion del programa
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y opciones para importar o exportar modelos, entre otras opciones, aca

se configura el idiomay el tipo de licencia.

Mallado  Cargas

Clculo  Resultados  Post-proceso Vista
tL & | T} Hormigénarmado |Eurocdigo 2 (EN 1992-1-120( ~
¥ [Global Cartesial - ||| 5 Aceroestructural  [Eurocédigo 3 (EN 1993-1-120 ~ | [¥] Actualiza modelo

| 7 (&)
A ‘
o Est + |Configuracion Unidades ; Medidas| Seleccionar
T [ e

Cartesiano Polar = . "
| 1 Hormigén pretensado |Eurocodigo 2 (EN 1992-1-1:20¢ ~

CivilEFEM =

Elementos estructurales
Utilidades del modelo

Contactos

VROl (- entidades del modelo

Figura 184. Entorno de trabajo del programa CIVILFEM. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.2

Configurar el entorno de trabajo, para este caso se usara un sistema de coordenadas
cartesianas y unidades de medida de fuerza en Newton, esfuerzo en Pascal y longitud en metros.
Existe en analisis con el MEF en coordenadas cilindricas, esto se hace cuando el modelo es un
solido en revolucién ya que el trabajar con estas coordenadas simplifica el analisis para este tipo

de modelos.

La configuracion del entorno de trabajo se realiza en la pestafia entorno.

3drado de 1 por L.cf

Vista

Calculo Resultados Post-proceso

Modelo Mallado Cargas

17 Hormigon armado | Eurocédigo 2 (EN 1992-1-1:20( ~ (5l Estructural ) f @

tL Y |Global Cartesiar ~ ||| 3 Acero estructural  |Eurocédigo 3 (EN 1993-1-120¢ ~ | [] Actualiza modelo il
Cartesiano / Polar Eurocodign 2 (EN 199211200 (& |Estatico ~ |Configuracign Unidades i Seleccionar
urocodigo -1-1:20( ~ st ]

qu Hormigon pretensado

Figura 185. Configuracion de la pestafia Entorno del programa CIVILFEM. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Paso No0.3
Dibujar la geometria de la placa presentada en la figura 171.

Primero: Seleccionar la opcion de creacion de punto tal y como se muestra en la figura 178.

I \ 1=2" KR = » 4 CivilFEM 2018 SPAcuadrado de 1 por 1.cf

Entorno Geometria Modelo Mallado Cargas Calculo Resultados

S — = ————

Linea Eje Polilinea Curva Curva Arco Circunferencia || Triangulo Cuadrilatero Circuloo Superficie Cosido de
b4 Spline Bézier - oelipse ™ % elipse™ poligonal ™ superficies

B8 3 @

Extrusion Revolucién Booleanas

[”] Referenciado
Punto

-

® | Punto

E o | Sobre curva
i

[ f2f | Sobre superficie

Vista del modelo

Figura 186. Seleccion de la opcién crear punto en la pestafia entorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Segundo: Crear los puntos uno por uno desde la ventana de propiedades, la cual aparecera de
la siguiente manera, las opciones de la parte inferior sirven para terminar la creacion de puntos,

crear otro punto o terminar la creacion de puntos guardando el punto actual.

Propiedades = %

Punto
Nombre Punto
Coordenadas (0,0) m

Guardar y crear otro punto

. Anular
Guardar y terminar \ /

Figura 187. Crear punto en la ventana de propiedades. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Los puntos que se deben crear son (1,1), (1,0), (0,0) y (0,1) dando como resultado lo
siguiente.
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T

lnes  Ge Pollives Cuve Cuve  Avco Cirunierencia vmwmmmcm Superficie Cosido de
ol ipse eligie

Y

L

oNE HE Cieriass

Figura 188. Lista de puntos creados mostrados en la vista del modelo. Fuente: (CIVILFEM 2018).
Tercero: Creados ya los puntos se deben crear las curvas que seran el contorno del muro,

para ello se creara una curva al unir dos puntos utilizando la opcion de linea en la pestafia

Geometria.

Geometria Modelo Mallado Cargas

Eje Polilinea Curva Curva Arco Circunferencia
Y Spline Bézier ~ o elipse ™

Figura 189. Crear curva a partir de dos puntos con la opcién linea. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Es importante que el botono de seleccidn de puntos este activado ya que de no estar activado
entonces solo se podré por las coordenadas de los puntos.

Activar

Figura 190. Botdn para activar la seleccion de puntos. Fuente: (CIVILFEM 2018)
La ventana de propledades tendra la siguiente contiguracion cuando se seleccione la creacion

de lineas.
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|

Linea

MNombre Curva
Puntol {0,0) m
Punto? (1,00 m

)

Figura 191. Crear linea en la ventana de propiedades. Fuente: (CIVILFEM 2018).

El resultado de crear las curvas sera el siguiente.

\@ de EE 4 GviFEM 2018 SP1 = o X
[ Geometria  Modelo  Mallado  Cargas  Célculo  Resultados Estilo v @

u & 1 Eurocddigo 2 (EN 1992-1-1:20( ~ I8 otructu
Y [Global Cartesiar Acero estructural Eurocédigo 3 (EN 1993-1-120( ~ Actualiza modelo

Cartesiano  Polar | " =
Hormigdn pretensado |Eurocdigo 2 (EN 1992-1-1:20( ~

~ Vista del modelo

CivilIFEM Fe—EE

4| Nombre | Tipo
® Punto Punto
@ Punto (2) Punto
 Punto (3) Punto
@ Punto (4) Punto
74 Curva Curva

» |~ curva (2) Curva
I curva (3) Curva
I Curva (a) curva

Materiales

Secciones

Elementos estructurales

Utilidades del modelo

Contactos

Grupos de cargas

Condiciones de contorno

¥ Condiciones iniciales
Casos de carga
X
» 234 ] ©
VESRIPIESI | Entidades del modelo

Figura 192. Lista de curvas creadas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Cuarto: Creadas las curvas se procede a crear la superficie del muro, para ello se creara una

superficie a partir de curvas en el botdn superficie poligonal dentro de la pestafia Geometria.
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CivilFEM 2018 Sp:

Resultados Post-proceso Vista

Y=

Triangulo Cuadrilatere Circulo o Supefﬁéie7 Cosido de

Y elipse™ 'poligonal ™ | superficies
uperficies @ | Poligono regular
8 | Por polilinea cerrada
t G | Por curvas

Mallado : Calcule

Linea Eje Polilinea Curva Curva Arco Circunferencia
% Spline Bézier ~ oelipse ™

Figura 193. Crear la superficie por medio de curvas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracidn cuando se seleccione la creacién

de superficie por curvas.

|

Por curvas
Mombre Superficie
Froantera (0]

i

Figura 194. Ventana de propiedades de la opcidn de creacion de
superficie. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Si el modelo estuviera compuesto por varias secciones de materiales (una figura geométrica

compuesta de varias secciones con diferentes materiales), entonces se pueden crear en este punto

varias superficies y posteriormente asignarle a cada superficie las propiedades.
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El resultado de crear la superficie seré el siguiente.

e B CivilFEM 2018 5P

Modelo Mallado Cargas CGalaule Resultados Herramientas de geometria

L~

ost-proceso Vista
@ ﬁ Nombre Aux puntos \ ('e)
Auxiliar AUX. curvas
Centrar  Celor = Exportar Mover a grupo
enlavisa - b 0 B[] Aux grupes de curvas seleccion.. el modelo

Vista del modelo

superficie
Tipo Rellena cara por bo Sistemas de coordenadas
Nombre Superficie CivIiIFEM =
Frontera (4) | Nombre. | Tipo
Atributos geométricos Par— P
[ | ® Punto(2) Punto
® Punto (3) Punto
® Punto (4) Punto
4 Curva Curva
4 Curva (2) Curva
74 Curva (3) Curva
#J Curva (4) Curva
¥ | [ superficie Superficie
Materiales
Secciones
Elementos estructurales

Utilidades del modelo
Contactos

Grupos de cargas

Condiciones de contorno

Condiciones iniciales
X Casos de carga
ol
[

NET Al [ Entidades del modelo

Figura 195. Visualizacion de la superficie creada. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.4
Crear las propiedades del modelo.

Dentro de las propiedades se encuentra el crear el tipo de material de la superficie, para este
ejercicio se usara un modulo de elasticidad de E = 1000 Pa y relacion de Poisson de v = 0.2. Ya

que el material es idealizado entonces se usara la opcion de genérico dentro de la pestafia Modelo.

Entorno Geometria Mallado Cargas Calculo Re
JPIP PP @, :
Acero | Hormigon Acero Acero | Roca Suelo | Genérico l |

armar pretensar

Figura 196. Pestafia para crear materiales. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de un material genérico.

|

Genérico

Nambre Material genérico
E 1000 Fa

v 0.2

p 0 kg/m?®

@ 0 1/AK

v
Coeficiente de Poisson

2R .

Figura 197. Ventana de propiedades de la opcién para crear
materiales genéricos. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.5
Crear el mallado del modelo.

Primero: Para crear el mallado del modelo se debe asignar a las superficies e inclusive curvas
que tipo de elementos estructurales son, para el ejemplo que se estd desarrollando el elemento

estructural es un solido y se crea a partir de una superficie.

CivilFEM 20:

CiMallador MSC Mentat™ b ¥ ' ﬁ

Viga Barra | Sdlido | Cable mnpodee,em(, Mallar Eliminar
mallade

Elemento estructural

Solido

Presione F1 para obtener ayuda

Figura 198. Opcidn para crear un elemento estructural tipo sélido. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion
de un elemento estructural tipo sélido, por ser un elemento tipo solido se debe elegir que tipo de
analisis se hara si es Tension plana o Deformacion plana, para este ejercicio se usara Tensién plana
y el espesor sera igual a cero ya que se considerara que la estructura es tan esbelta que su espesor
tiende a cero, esto se hizo para no usar la carga por gravedad del elemento, aun asi ya que a la hora

de crear el material se le asignd un peso especifico igual a cero entonces no importa si el espesor
es mayor a cero.

Propiedades x
b
salido
Nombre solido 2D
Material Material genérico .
Tipo 5alido 2D - Tensidn plana I = Seleccion
Espesor om El espesor solo aparece
Geometria Aux. ] .,
5l Geometrias 1) en tension plana.
Superficie
Tipo
Tipo de objeto estructural
TSN

Figura 199. Ventana de propiedades de la opcion de crear solido. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Segundo: Después de crear el s6lido se debe configurar el mallado que se desea, esto se hace
seleccionando el solido creado en la ventana de entidades del modelo.

Entidades del modelo =
Bi~®xXMExd 2 a8

Grupo por defecto i

4| Mombre Tipo
» msélidDZD Solido 20 - Tensidn plana

Vista de grupos Entidades del mc-d'elc:-—

Figura 200. Seleccion del solido creado desde la ventana de entidades del modelo. Fuente:
(CIVILFEM 2018).
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Al seleccionar el solido creado en la ventana de propiedades aparecera en la ventada de

propiedades lo siguiente.

Propiedades o x
G
Solido 2D
Nombre Solido 2D
Material Material genérico
Geometria [ Superficie
Tipo solido 2D - Tension plana
Espesor 0O m
Sistema de coordenadas Global Cartesianc Configuracién
=] Controles de mallado de la forma de
Control Parasclid | = ejecutar el
=] Parametros mallado.
Tipo de elemento Triangulo
Automatico [l
Tamafic aristas 1m Puede_
Tolerancia para unirent... O m seleccionarse
Chequeo de curvatura [ eleme,n'Fos
Formato de exportacion [ cuadraticos
Aprox. directa [l

El tamafio
aproximado de las
aristas para la
configuracién de
Parasolid

+ Controles de mallado local ..

=]

=l Info. Malla
Mimero de nudos

Lo I

Mamero de elementos

Opcidn para ejecutar un
chequeo de los

Control elementos creados por
Selecciona el tipo de control de mallado medio de tolerancias.

Figura 201. Configuracion de las propiedades del mallado. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Tercero: Seleccionar la cantidad de nodos del elemento, ya que en la seccion 6.5.2., se
utilizaron elementos triangulares de tres nodos, entonces se seleccionara un nodo de tipo lineal,

esta seleccion se hace desde la pestafia de mallado.
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@ G e-)s

Entorno Geometria Cargas

Calculo Resultados Post-proceso Vista Herra

MSC Mentat™ b ~ ﬂ ﬁ
121 7ipo de elemento Mallar Eliminar

mallado

Cantidad de nodos por elemento, cuando se utiliza la
configuracion lineal, significa que si es un elemento triangular
entonces tendra tres nodos y si es cuadrilatero tendra cuatro
nodos.

Figura 202. Seleccion de la cantidad de nodos por elemento. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Cuarto: Ejecutar el mallado, ya que sea configurado el mallado y seleccionado la cantidad de
nodos se procede a ejecutar el mallado, para ello se utiliza el botén mallar mostrado en la pestafia

mallado.

C Mallador MSC Mentat™ b ~ g w
1 ipo de elemento Mallar Eliminar

mallado

T T
viallado

¥

Figura 203. Ejecutar el mallado del s6lido. Fuente: (CIVILFEM 2018).

El resultado de crear el mallado sera el siguiente.
-

CivilFERM

(e N E
Figura 204. Resultado del mallado del sélido. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Paso No.6
Asignar las cargas y condiciones de contorno.

Primero: crear el grupo de cargas, desde la pestafia de cargas.

~ CivilFEM 2018 SP1 - cuadrado de 1 por 1.cf

Vista

Resultados

Geometria Modelo Mallado Post-proceso

Entorno Calculo

~ {408 | fenencanes Jaora |

. Cond. cont. - [P S|
Ageleracion Espectral Carga de Grupo de Grupo de cond. [] En malla

T pretensado™ cond. contorno iniciales de filtraciones

Cargas

Figura 205. Creacion de grupo de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de un grupo de cargas.

Grupo de cargas
Mombre Cargas estructurales

Nombre

Figura 206. Ventana de propiedades en la creacion de grupo de
cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Segundo: Crear la carga nodal de 10 N y la carga por gravedad, para este ejemplo la carga

por gravedad no es necesario crearla.

La carga nodal se crea al seleccionar desde la ventana de entidades del modelo, después de

la seleccion entonces aparecera la pestafia de herramientas de grupo de cargas.
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Borrar  Copiar ga |Momento Cargas Momentoc Temperatura Quitar | Copiar

simple ™ lineales™  lineal carga

Generar || Mover a grupo
informe || del modelo

Edicion Carga puntual C s Informes

Carga nodal

Figura 207. Crear carga puntual desde la herramienta de grupo de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de configuracion se presentara de la siguiente manera.

Carga nodal

Grupo de cargas Cargas estructurales
MNombre Carga en nodos

Direccion (1,0 —
Carga 10 N

Entidad Nodo de malla

Método Por raton

= MNodes (1)

1

Figura 208. Ventana propiedades de la creacién de carga simple nodal. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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El resultado de crear la carga simple nodal es el siguiente.

b

CivilFEM

e MR EE

Figura 209. Vista del modelo con la carga lateral. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Tercero: Crear las condiciones de contorno en los nodos de la base, las restricciones son de

desplazamiento horizontal, vertical y rotacional.

cargas

Casos de Cargas

Figura 210. Crear grupo de condiciones de contorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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La ventana de propiedades tendra la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion
de un grupo de condiciones de contorno.

|

Grupo de cond. contorno

Mombre Grupo de condiciones de ..

I

Figura 211. Ventana de propiedades al crear el grupo de condiciones de
contorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Las restricciones se crean después de crear el grupo de condiciones de contorno, la cual se
selecciona de la ventana de entidades del modelo, para crear las restricciones se selecciona el grupo

de condiciones de contorno y se crea desde la pestafia Herramientas de grupo de condiciones de
contorno, el contorno simple nodal.

Entorno

X G

Barrar  Copiar

Geometria

VAN

Simple

Modelo Mallado Calcule

“ v #£ X &

Lineal Desplazamiento Desplazamiente Quitar | Copiar condicién || Generar || Maover a grupo
simple ™ en linea

Cargas Resultados

Funtual

Cond. contorno simples

MNodal o Vista del modelo

Figura 212. Crear la condicion de contorno nodal en la condicion de
contorno simple. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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La ventana de configuracion se presentara de la siguiente manera.

‘Propiedades = .
E' Nodal

Grupo de condicione... Grupo de condiciones d...

Nombre Condicién de contorno .

Restringir mov. ¥

Restringir mov. Y

Restringir rot. 2

Entidad Modo de malla

Método Por ratdn

= Modes [

o
Latd X ®

Figura 213. Ventana propiedades de la creacion de condicion de contorno simple nodal.
Fuente: (CIVILFEM 2018).

El resultado de las restricciones en el modelo es el siguiente.

. |Grupo de condiciones de col ~
Grupo de Aceleracion Espectral  Cargade  Grupode Grupo de cond. En malla
cargas ~  pretensado™ cond. contorno iniciales de filtraciones

Grupo d
Nombre Grupo de condiciones d..
Condiciones dec... (2]

Grupo por defecto.
civiteen I [ Nombre | Tipo |
| »] s Grupo de condicio. cc analisis estructural

PE DEEE EE

Figura 214. Vista del modelo con las restricciones. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Cuarto: Crear el caso de carga combinando el grupo de cargas y el grupo de condiciones de

contorno.

Para crear el caso de carga se debe seleccionar la pestafia de cargas en el boton de caso de

cargas.

@ S e - F - - CivilEEM 2018 SP1 - cuadrado de TP - -
Cargas Calculo 5 st-proceso Vista

Entorno Geometria Modelo Mallado

N,
Grupo de Aceleracion Espectral Carga de Grupo de Grupo de cond.
cargas % pretensado™ cond. contorno iniciales de filtraciones

Figura 215. Crear el caso de cargas desde la pestafia de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendra la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de un caso de cargas.

|

Caso de cargas

Mombre Caso de carga

MNombre

I

Figura 216. Ventana de propiedades al crear el caso de cargas.
Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Cuando se haya creado el caso de carga entonces se le deben asignar el grupo de cargas y el
grupo de condiciones de contorno al caso de carga, para ello se seleccionara el caso de carga creado
desde la ventana de entidades del modelo, al seleccionar el caso aparecera la pestafia de

Herramientas de caso de carga, dentro de esta pestafia se agregaran los dos grupos.

erramientas de caso de carga

OECRREET e O

Enterno Geometria Medelo Mallado Cargas Cdlcule

Resultados Herramientas de caso de carga

» | ©

Maostrar

Borrar  Copiar

carga  contorno de filtraciones

Figura 217. Afadir al caso de carga las condiciones de contorno y
cargas estructurales. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Las ventanas que apareceran al afiadir cada grupo son las siguientes.

Propiedades X
EE
Anadir carga
Grupo de cargas Cargas estructurales E
Factor 1
Grupo de cargas

l

a)

=

Aifiadir cond. contorno
Grupo de condiciones de contorno Grupo de condiciones de contorno E]

Grupo de condiciones de contorno

b)

Figura 218. Ventana de propiedades al afiadir a) grupo de cargas b) condiciones de
contorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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El resultado de agregar el grupo de cargas y el grupo de condiciones de contorno al caso de carga.

m)-'ﬁg 2018 5P1 - cuadrada dE TR

Entorno Geometria Modelo Mallade Cargas Calcul

Herramientas de caso de carga

ETREEEE R

‘Grupo de Aceleracion Espectral  Carga de ‘Grupo de Grupo de cond. ® |
+|[C] En malla

cargas pretensado ™ cond. contorno iniciales de filtraciones e S Gl al

{4 Vista del modelo

— Haz clic sobre Ok [Shift + Enter], Ok&New [Ctrl + Enter] o Cancelar [Esc]
Afiadir cond. contorno

Grupo de condiciones de conto. Grupo por defecto

‘ 4‘ Mombre | Tipo |
m 82 Caso de carga Caso de Carga estruct...

Grupo de condiciones de contorno

VEERr el | Entidades del modelo

Figura 219. Vista del modelo del caso de carga. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.7

Realizar el analisis y generar informes. Para realizar el andlisis se debe seleccionar la pestafia
de Calculo dentro de ella esta el botén de Comenzar el cual ejecutara el analisis y pedira que se
guarde el modelo en la carpeta deseada.

‘:' E ivilFE - dode1p Herramientas de caso de carga p T

Entorno ometria Modelo Mallado Cargas a esultados ost-proceso Vista Herramientas de caso de carga

[ vensiones 5 Cargar archivo [T crear | | Cargar archivo de reinicio.

| Desplazamientos | Archivo: Leer | Archivo:

Figura 220 Boto6n de inicio del andlisis. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Los resultados se presentan en la pestafia Resultados. Los resultados estan divididos de la

siguiente manera, los que estan en subrayados son los determinados en la seccién 6.5.2.

e Resultados Nodales

o Componente de desplazamiento en X.

o Componente de desplazamiento en .

o Componente x de la fuerza de reaccion.

o Componente v de la fuerza de reaccién.

o Desplazamiento total
o Fuerza de reaccion total.
e Resultados de Elemento.

o Componente x de la tension

o Componente v de la tension

o Componente z de la tensidn.

o Componente xy de la tension.

o Tensién equivalente de VVon mises.

o Tension de presion equivalente

o Tensién principal minima.

o Tension principal intermedia.

o Tensién principal maxima.

o Componente x de la deformacion
o Componente y de la deformacion.
o Componente xy de la deformacion
o Deformacidn principal minima

o Deformacidn principal intermedia

o Deformacion principal maxima

Entorno Geometria Modelo Mallado Cargas Calculo Post-proceso Vista Herramientas de caso de carga

 Cargar archivo Resultado de extremo - [ 176011 Auto.escala | 1 =1 (|| corta superiare
- | . . | 00 R~ < = N
Archivo:|Caso de carga.rcf '|Componente)(de\a tension - 0 ‘Amo. rango ‘%Media % | containeriore Actualiza
v " T . 25 Dibujar Ocultar Histérico Dibujar ||| .— g \E‘ | Informacién  Listar
M 4 P Wl Act/pesact £ |pa [ Llo {Ch Ajustes ~ - ruta ‘ &
|

Figura 221. Vista de la pestafia de resultados. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Para comprobar que efectivamente los resultados de la seccion 6.5.2., son iguales a los del

programa se comprara el esfuerzo de Von Mises.

Tension equivalente de von Mises (Pa)

CivilFEN

E! [E] - ﬁ E-‘:‘J Caso de carga

Figura 222. Resultados de la Tension equivalente de Von Mises. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Elemento 1
O max 6.609974 Pa
omin -17.044757 Pa
T max 11.827366 Pa
ovon 21.139558 Pa
Elemento 2

0 max 11.947609 Pa
omin -14.556305 Pa
T max 13.251957 Pa
ovon 22.990094 Pa
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CAPITULO 7. MEF CON ELEMENTOS TRIDIMENSIONALES

Existen elementos estructurales que es posible analizarlos con los anélisis de elasticidad
bidimensional, dependiendo del tipo de elemento se utiliza los conceptos de tension plana o
deformacion plana, tal es el caso de vigas de concreto con peraltes que cumplen una cierta funcion
lineal o no lineal como es el caso de la figura 214, donde se presenta una viga con un peralte mayor

en los empotramientos que en la parte central de la viga.

L A

&7 . s o . |

L

i
|

Figura 223. Viga de peralte variable. Fuente: El Autor.

Sin embargo existen muchos otros elementos que solo es posible analizarlos con elementos
tridimensionales debido a su configuracion, entre estos elementos se encuentran los nodos de
concreto, pilas intermedias de concreto de los puentes atirantados, uniones de vigas de acero, entre
otros elementos. Cada uno de los elementos estructurales mencionados anteriormente es posible
modelarlos como elementos tridimensionales, para ello se utilizan los conceptos de elasticidad

tridimensional, los cuales se presentan en las siguientes secciones del presente capitulo.

Dentro de los elementos estructurales también se encuentran otros que no es posible
modelarlos con los conceptos de elasticidad bidimensional o tridimensional de manera
satisfactoria, tal es el caso de las losas de concreto, y otros elementos tipo placa, los cuales generan

esfuerzos de flexion en las tres dimensiones. Para estos casos es que se hace uso de otros conceptos
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los cuales han sido nombrados como de Placa gruesa y Placa delgada. Las teorias que se utilizan
para los modelos tipo placa son; la teoria de Kirchhoff para las placas delgadas y la teoria de
Reissner-Mindlin la cual se usa para placas gruesas y es posible también usarla para placas
delgadas. Para el caso de los conceptos de las teorias de placas no se presentara ningn ejemplo,
ya que en la presente guia no se explicara el uso de elementos cuadrados, si no Unicamente
elementos triangulares, entonces solo se presentaran las hipotesis y las generalidades de la

resolucion sin pretender abarcar como se ha hecho con otros conceptos.

En el siguiente capitulo se pretende mostrar cbmo se resuelven problemas de elasticidad
tridimensional con elementos de tipo tetraedro y se comparan los resultados con un programa de
elementos finitos, asi como también se presentaran los conceptos de placas, al final del capitulo se
presentara el calculo de las areas de acero de un elemento estructural con el programa de elementos
finitos y se comparan las areas de acero obtenidas por el programa con los métodos tradicionales

de disefio de concreto armado.

En este capitulo no se resolveran ecuaciones diferencias en tres dimensiones ya que en el
capitulo anterior se presentd la teoria general y en el presente capitulo se usan los elementos
tridimensionales tetraédricos los cuales se usan de la misma manera para resolver las ecuaciones

diferenciales parciales con tres variables independientes o 3D.

7.1. Elasticidad tridimensional

Los modelos de elasticidad tridimensional son los andlisis que se ejecutan con los programas
de elementos finitos, esta es la generalizacion del analisis bidimensional. La teoria que se usa para
desarrollar la matriz constitutiva en tres dimensiones es la misma que se uso en la seccion 6.5., la

cual se generalizara para las tres dimensiones de la siguiente manera.

Expresando la deformacién en términos de un diferencial.

du
& T U
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_du_l_dv
Vox = dy dx

_du dw

sz—EﬁLa

_dW+dv
Vay = dy dz

En donde u, v y w, son los desplazamientos respecto a cada eje, estos pueden expresarse en

forma matricial como se muestra a continuacion.

_d 0 0_
dx
0 d 0
(&) @y
|€y| 0 0 i u
AR
R % 1d d
| 1= — olw
kxzj dy dx
Yzy 0 d d
dz dy
d 0 d
Ldz dx
u
[a]=[vl
w

Utilizando los conceptos de la relacion de Poisson y la ley de Hooke se deducen las siguientes
expresiones.

T=GYy
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E

C=3a+v

1
&y = E(ax — 0yV — 0,V)

gy = E(Gy — 0,V — 0,V)

1
& = E (0, — 0xV — 0y V)

2(1+v)

Yyx = Tryx
2(1+v)

Vxz = Trxz
2(1+v)

Yzy = Tsz

En su forma matricial se despeja para los esfuerzos.

r Ex 7 ! -V =V 0 0 0 r Oy
&y —v 1 —v 0 0 0 Oy
&, 1l v —v 1 0 0 0 0y
Yox| T E|l 0 0 0 2(1+v) 0 0 Tyx
Vxz 0 0 0 0 2(1+v) 0 Txz

[ Yzy | L 0 0 0 0 0 2(1 4+ v) ILTzy ]

- Oy 1 -y —v 0 0 0 1T 'r&xs
Oy -V 1 —v 0 0 0 &y
o, -v —v 1 0 0 0 &z
Tyx| = E\ 0 0 21+v) 0 0 Yyx
Txz 0 0 0 0 2(1+v) 0 Vxz

[Tz L 0 0 0 0 0 21+v) 1 LWzl
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Oy - Ex
Oy Ey
O-Z eZ
[o] = Ty | = [D] Yox | = [D][e]
sz sz
sz_ -)/Zy-
v v
1—-v 1—v 0 0 0
v v
1—v 1—v 0 0 0
d Y 1 0 0 0
E(1— 1—v 1—v
[D]:(1+1(/)(1l:)2v) 0 0 0 L& 0 0
2(1-v)
1—-2v
0 0 0 0 T 0
1—-2v
0 0 0 0 0 Ty

En la seccion 6.4., se presentd la forma matricial del MEF, en ella se presentd la siguiente
expresion.

] [B/©][0©][i®][a®]dq = f [Nj©]oda - R

En donde la expresion [D], es la matriz constitutiva y corresponde a la expresion [D(©], de

solucion general matricial de la forma débil del MRP y la matriz [a(e)], corresponde a las

deformaciones de la matriz [a].
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7.1.1. Elemento tetraédrico de cuatro nodos

Los elementos tetraédricos son elementos tridimensionales que poseen cuatro nodos y cuatro
caras triangulares, cuando los elementos tetraédricos tienen caras de tridngulos equilateros se les
conocen como elementos tetraédricos regulares. En la figura 224, se presenta un elemento
tetraédrico con nodos locales k, I, m, n en el que cada nodo posee deformaciones {u, v, w}, siendo

estas en los ejes x, y, z.

Figura 224. Elemento tetraédrico. Fuente: (Ofiate, 2016, pag. 6.6).

En donde los nodos tienen coordenadas.
Nk = (xi, Y, zi)
Nl = (x;, y1,21)
Nm = (%, V> Zm)
Nn = (%Xn, Yn, Zn)

Es importante que la asignacion de los nodos locales k, [, m,n, se haga en contra de las

manecillas del reloj, esto con el fin que el volumen sea positivo. EI volumen del elemento se
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determina al obtener el determinante de las coordenadas de cada nodo ordenadas de la siguiente
manera.

/[1 Xk Yy zk]\
1 [1 x z |
v =-pet||. T Vv 7|
6 |1 Xm Yy Zm|

\i = ¥

La funcién de forma lineal del elemento tetraédrico es la siguiente.

1
Ni(x,y,2) = @ [b; + c;x +d;y + ;7]

En dénde b, ¢, d, e, son constantes que se obtienen de las coordenadas de los nodos locales.

La funcion general del elemento tetraédrico entonces es la siguiente.
¢pe(x,y,z) = Nyay + N,a; + Nypa,, + Npa,

Las constantes a, representan la deformacion final en funcion de las deformaciones
{u, v, w}, asi como también podria ser la temperatura en un analisis de Distribucion de temperatura

o los valores finales en los nodos en cualquier andlisis de EDP que cumpla con la ecuacion de
Poisson.

La funcion general del elemento tetraédrico en términos de las constantes b, c,d, e es la
siguiente.

_ 1 1 1
pe(x,y,z) = v [by + crx +dy + erzlay + % [b;+cx+diy+ezla + v [by + Cx + dpy + emzlam
1

3%

[b, + cox + dy + e,z]a,

_ 1
pe(x,y,z) = A7 [by + cxx + diy + exzla, + [b; + c;x + diy + e z]a, + [by, + Cpx + dy + emzla,,

+ [by + cpx + dpy + enzla,)
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Las constantes b, ¢, d, e se obtienen con las siguientes ecuaciones.

by = Det|*m Ym Zm

Xn Yn Zn

X1 W Zl]

Xk Yk Zg
b, = —Det|Xm Ym Zm
xn }In Zn
Xk Yk Zk
b, =Det|X1 Y1 Z
xn yTl ZTl
Xk Yk Zg
b, = —Det| X1 Y1 Z
Xm Ym Zm

d; =Det|x, 1 2z,

X, 1 2z,

Xy 1 Zk]

dm = —Det X1 1 Z

Xk 1 Zk]
x, 1 2z,

d,=Det|x;, 1 2z

Xk 1 Zk‘
Xm 1 2z,

1 vy z
ck = —Det|l ym 2zZn
1 vy 2z
1 vy 2z
1 vy 2y
1 ye 2z
Cm = —Det |1 Vi Z
1 yn zn
1 ye 2z
cp,=Det|l y, z
1 ym Znm

e = —Det

xi v 1
Xm Ym 1

X Yr 1
Xm Ym 1
Xn Yo 1

e; = Det

Xk Y 1
xp oy 1
Xn Yn 1

em = —Det

X Y 1
xi oy 1
Xm Ym 1

e, = Det
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Al evaluar cualquiera de las coordenadas de los nodos locales k,l,m,n en la funcion del
elemento debe quedar solo el valor de la constante a en ese nodo.

1
pe(x,y,2) = ([bk + cpx + diy + epzla, + [by + c;x + diy + ez]a, + [by, + cpx + dy + emzla,,

+ [by + cpx + dpy + e,2]a,,)

_ 1
be i yiozi) = 25 (6V]a + [0]a, + [0]a, + [0]a,) = a,
_ 1
beCa,yi,20) = 25 (Olay + [6V]a + [0lay, + [0la,) = @
1
BeCom, Y, 7m) = 735 (0l + [0]a, + [6V]a,, + [0)a,) =

1
BeCon, Y 7n) = 27 (Ol + [0]a + [0]a, + [6V]a,) = a,

La funcion de forma entonces es igual a la funcion de peso del elemento utilizando el Método
de Galerkin.

Wi(x,y) = Ni(x,y)

[b; + c;x + d;y + e;7]

1
VVJ'(x'y) =Ni(x'ylz) 6V(e)

7.1.2. Elasticidad tridimensional con elementos tetraédricos de cuatro nodos

Tal y como se presentd en la 7.1. la forma matricial del MEF es la siguiente.
J[Bj(e)][D(e)][Bi(e)][a(e)]dQ _ ] [Nj©]oda - R
Q Q

En dénde [D ], representa la matriz constitutiva encontrada en la seccion 7.1.



D] E(1-v)

T A+v)(1-2v)

v v 0
1-v 1—v
v 1 v 0
1—v 1—v
v v 1 0
1—v 1—v
0 0 1-2v
2(1-v)
0 0 0 0
0 0 0 0
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0

1—-2v
2(1-v)

Utilizando las expresiones de la deformacion unitaria como se presento en la seccién 7.1.

()
&z

&(® = é)ﬁ/x }

J

YXZ
Wy

rd 1 rdN
o 00 dx
d
0 a; 0 0
d
~ 0 0O a7 u 1 0
Tl 4 [Wl‘ 6@ |dN
dy dx dy
d d
d d dN
z ° az
u
o}
w
dN d
E=a(bi+cix+diy+eiz)=ci
dN d
E;=E;®y+qx+dy+eﬂ)=¢
dN d

dy = d_y(bl + Cl'x+ dly + eiZ) =€
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Ex C; 0 01
() 0 4 o

e (e) — { &z } — 1 0 0 €; |:vj]
Vyx ev@®ld, ¢; O w
LszJ 0 €; di g
Yzy e, 0 ¢

Por lo que la expresion [Bi(®][a(®], queda de la siguiente manera.

rc; 0 07
0 d O
© = [pi@][a@] = —|? O @ )
R e O di ¢ 0 w]
0 e; di g
L €; 0 C;
rc; 0 07
0 d; 0
1 |0 0 g
@] = ;
[5:€)] 6v@ld; ¢ 0
0 e d;
e, 0 ¢

-l

u.

[a©] = Lﬂ

J
La expresion [Bj(®], se escribe como se muestra a continuacion.

c-OOdjOe~

1 Y j
[Bj(e)] = [Bi(e)]T =20 0 d 0 ¢ ¢ O
0 e, 0 di ¢

La solucion general matricial de la forma débil del MRP para los fendmenos elasticidad

tridimensional con contorno natural entonces se escribe de la siguiente manera.

f [Bj©@][p@][Bi®][a®]dq = f [Nj©]Qda — R
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En ddonde la expresién por nodo de fuerzas de volumen (peso del elemento) esta dado por el

siguiente término.

f [Nj©@]eda
Q

Si son constantes las fuerzas de volumen la expresion de nodo anterior puede escribirse de la

siguiente manera.

Q

(e) | ¢x
| vi@loan == M
Q Qz

Si Unicamente existe la fuerza por gravedad entonces la expresion quedaria de la siguiente

manera.

V(e) 0
| vi@ledn == [—gp]
Q 0

Cuando el contorno no es natural o expresado de otra forma existe las condiciones de
Neumman (fuerzas de superficies para el caso de elasticidad tridimensional), entonces la expresion
es la siguiente.

| Bi@lp@)Bi)a@]ao+ | [Nj©]a[ni@][e]ar

Tq

= f [Nj©]Qda - R — j [Nj©][C — ap,ldT
Q Ty

En donde «, es el coeficiente de conveccidn Unicamente para fendmenos de Distribucion de

Temperatura.

f[Bj<e>][D(e)][Bi<e>][a(e)]dQ=f[Nj(e)]QdQ—R—j [Nj©@][clar

q

Siendo entonces cuatro las superficies sobre las que se aplicara la fuerzas.
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(P

F,
f [NjO)C1dr = Fyyp = { o ' = f f N'tdA
Iy sup 3 A®
LFsup 4J
Si el valor de t es constante entonces es posible encontrar una expresién para cada superficie.

Superficie con nodos locales k, [, m, en donde Ay ., €s el area de la superficie limitada por

los nodos k, [, m.

Superficie con nodos locales k, [, n, en donde Ay ;,, es el area de la superficie limitada por
los nodos k, [, n

(e o Ll
NTST ST TS

(e)
£ _ Agn®
sup 3

S O O

x

~& o+
&

Superficie con nodos locales [, m, n, en donde 4, ,,, , €s el area de la superficie limitada por
los nodos [, m, n.
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St oo o

s

S

=
w
oSt

K

~
<

~+ o+
K N

~
<

r
+
N
L

Superficie con nodos locales k, m, n, en donde 4, ,,, , es el area de la superficie limitada por
los nodos k, m, n.

2
R ]

~
<

B>
<
=
w
T o oo

2

~
<

~+ o+
8 N

~
<

La forma matricial del analisis de elasticidad tridimensional entonces quedaria de la siguiente

manera.
1 d d 0 0 0
1-v 1-v
v 1 d 0 0 0
1-v 1-v ¢ 0 0
d d 1 0 0 0 0 d 0
1 ¢ 0 0 d 0 g E(1-v) 1—v 1—v 1 1o Ol . u;
jeV@) 0.4 0 g ¢ aA+va-2n| o 0 0 1-2v 0 o lea@la; o of|” dﬂ:f[Nj(E)]QdQ_R
Q 0 €j 0 d] G 2(1 - 17) 0” e,l: di Wj Q
1-2v
e 0 ¢
0 0 0 0 TR i i
0 0 0 0 0 1-2v
2(1—-v)
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Siendo todos los términos constantes entonces es posible escribir la expresion anterior de la

siguiente manera.

o | y

1 ¢ 0 0 d; 0 ¢
d 0 ¢ 0
0 ¢ 0 d ¢

E(1—-v)

1+v)A-2v) 0

1-2v

2(1-v)

0

0

1-2v
2(1-v)

o & o

€

01

0

e}'”i y@[Q@x] [Fx
ollV= 2 || t|Fy| R
d wj Qz Fz

(A

al

En donde el vector con las fuerzas Fx, Fy, Fz, es el que se aplica a los nodos y el vector Q

es el que se obtiene de las fuerzas de volumen como el peso.

0 O
i 0
0 ej

d 0
G ¢
0 d

¢
0

€j 0
0|1},
i

Cj 0
Le;

0 07
di 0
0 ¢
Ci 0
€; di
0 Cil

AW
Yj
Wj

y© gx
y
4 oz

_|_

Fx
Fy
Fz

—R

Si solo existe el peso como fuerza de volumen y el peso especifico del material del elemento

esta dado por w = gp, entonces la expresion puede escribirse de la siguiente manera.

1 |9

—10
()
(1% 0

0 0
d 0
0 €j

d 0
G ¢
0 d;

rc;
0
€j 0
0|01,
Cj 0
LE;

0 07
d 0
0 €;
Ci 0
€; di
0 Ci

uj
Vj
Wi

4Q) [ 0
—-w
4 0

+

Fx
Fy
Fz

—R

Los esfuerzos en los nodos del elemento se obtienen de la siguiente manera.

[0;]¢®) =

_O-ix_

_Eix_

rC;

0 07
d, 0
0 e
¢ O
e, d;
0 ¢

o~
L
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Los esfuerzos en el elemento es la sumatoria de los esfuerzos en los nodos del elemento.

(e

[ Ox 7 [ Okx T [ Olx T Omx Onx
0. y (o) ky (0] ly O'my O'ny
Oy Okz Oz Omz Onz
T |t Tl Tl Tt

yx kyx lyx myx nyx
Txz Tkxz Tixz Tmxz Thxz
_sz_ _Tkzy_ _ley_ _Tmzy_ _Tnzy_

La forma matricial por elemento del MEF para problemas elasticidad tridimensional es la

siguiente.
¢, 0 0
0 d; O
1 Cj 0 0 d] 0 ej 0 Ol .. u] V(e) Qx Fx
— 10 dj 0 ¢ g 0 [D] L Vi| = Qy + Fy —R
6V 0 0 d di ¢ 0 Wi 4 0z P
ej j Cj 0 e di J VA
L€ 0 Ci
Yy Fxj
[kji] | Vi | = |Fyi| - R
wj Fzj
¢, 0 0
. e.
kjthoxiz = 250 4 0 6 & 0P, . ¢
0 0 ej 0 d] Cj 0 e di
L€ 0 Ci
_uk
Uy
Wi
U
v
uj Wll
Wilioa U,
W
un
vn
LW,
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Fyj

[ij
Fzj

12x1

_Q -
x _ka _ _
Qi Fo 0
y —
pPg
sz sz 0
% Fy —Pg
+ V(e) Qzl R = le + V(e) 0 R
4 1Q,, | Fym 410
Qym Fym —PY
Fm 0
sz F 0
n F, ~pg
Q n 0 |
QV” | Fy,, ]

En donde los valores de R, solo existen cuando existen las condiciones de contorno de

Dirchlet y se obtienen de ultimo, posteriormente de determinar los valores de las deformaciones.

La matriz global se obtiene tal y como se presenta en la seccién 6.3.3.1., las condiciones de

contorno de Dirchlet se encuentran en color rojo.

|k11
k21
Ik31
lknl

k12 kinjfur = C1y [fix +R
k22 k2n| v, =C2| |fiy+R
k32 k3n”W1=C3|=|flz+R
kn2 knn“ Wp J l frz J

Para encontrar el valor de R, es necesario reducir la matriz tal y como se hacia en la seccion

2.1.1.3., en donde la matriz reducida queda como se muestra a continuacion y al resolver el sistema

se despeja para R.

k11
k21
|k31

Lien

k12 kinj[us = C1] [fix T R]
k22 k2n|[v1 :CZ] |f1y+R|
k32 k3n||W1=C3|=|fIZ+R|
kn2 knnJ Wy frz J
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7.1.3. Ejemplo de elasticidad tridimensional con elementos tetraédricos y contorno
natural

A continuacion se presenta un elemento estructural tipo cufia al cual se le aplica una carga
puntual en el nodo (0,0,1), en el eje x. Las propiedades del material son; Modulo de elasticidad
E = 1000 Pa, relacién de Poisson v = 0.2 y densidad del material p = 0 kg/m3. Ya que la

densidad del material es cero, entonces para este problema no existiran cargas de volumen.

(0,0,1)
1000 N
z / (1,1,0)
y - P
(0,0,0) X (1,0,0)

Figura 225. Elemento estructural tipo cufia. Fuente: El Autor.

Ya que este ejercicio es con el fin de mostrar como se resuelven los problemas de elasticidad
tridimensional entonces solo se usaran dos elementos tetraédricos. El objetivo de este ejercicio sera

obtener los esfuerzos de Von Mises y los esfuerzos maximos y minimos de tension de cada
elemento tetraédrico.

Para poder resolver este problema se seguiran una serie de pasos los cuales se presentan a
continuacion.

Paso #1
Determinar la matriz constitutiva.
E =1000 Pa

v=20.2
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% %
1—-v 1—v 0 0 0
v v
1—v 1—-v 0 0 0
d v 1 0 0 0
E(1-v) 1-v 1—-v
[D] = 1—-2v
1+v)(1=2v)| 0 0 T 0 0
1—2v
0 0 0 0 20 =)
1—2v
0 0 0 0 0 m |
La matriz constitutiva quedaria como.
[ 111111111 277.777778 277.777778 0 0 0
277.777778 111111111 277.777778 0 0 0
[ 5 ] _ | 2m77778 277777778 111111111 0 0 0
0 0 0 416.666667 0 0
0 0 0 0 416.666667 0
B 0 0 0 0 0 416.666667 |

Paso #2

Asignar los elementos al elemento estructural con los nodos locales y globales.

Las coordenadas de los dos elementos son las siguientes.
Coordenadas del elemento 1
N2 = Nk = (2.5,2.5,2.5)
N3 =NIl=(0,0,1)
N4 =Nm = (0,0,0)

N1=Nn=(1,0,0)




Coordenadas del elemento 2
N2 = Nk = (2.5,2.5,2.5)
N1=NIl=(1,0,0)
N4 =Nm = (0,0,0)

N5=Nn=(1,1,0)

(0.5.05.0.5)
N2

N5

Z —
ﬂ[ y Eﬂﬂﬁ (1.0.0) Losnodos N1, N5, N4, tienen restriccionss de
*

(1.1.0)

405

N4 N1 desplazamiento en los tres gjes.
a)
NI({0.01)
NI
N2(05,0505) N2(05.0505)
NE v NE
el -
/ -
p > X5 (1.1.0)
e - _ Nn
N4{0.0.0) N1 (1.0.0) N4 (000) N1 (1.0.0)
Nm Nn Nm NI

Figura 226. Coordenadas del elemento a) asignacién de nodos globales b) asignacién de nodos locales. Fuente: EI Autor.
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Paso #3

Determinar el volumen y la matriz general de cada elemento.

[1

[1
6V = Det | |1

ik
1 |1
(&) ==
174 6Detl |1
\l
[kji]12x12 = W 0 d}' 0
0 0 ej
X1 Vi Z
by = Det|Xm Ym Zm
le yn ZTl
Xk Yk Zg
b, = —Det|X*m Ym Zm
xn YTL Z‘l’l
Xk Yk Zg
b, =Det|X1 Y1 Z
le yTl ZTl
Xk Yk Zg
b, =—Det| X1 Y1 Z
Xm Ym Zm

X
X1
xm
xn

Xk
X

Yk
Y

Zk'l
Zl||
Zm
)
Zk'l\
Zl||
Z |
)
rc; 0 07
e 0 di O
9]
0 0 ¢
0 [D] di Ci 0
g 0 e; di
e 0 ¢
1 v z
ck = —Det|l Ym 2Zn
1 v 2z
1 vz
1 v 2z
1 ye 2z
Cm=—D€t 1 Vi Z]
1 yn zn
1 yr 2z
cpn=Det|l yi 2z
1 Ym Zm




X1
Xm
t
—De "
d, =
Xk
Xm
t
dl = De .
Xk
l
Det|x
_ o
dy, =
Xk
Xy
t
d, = De b
n

[Bi(e)] =

dy
0

LE},

5] =

dy

Ck
€k

dy
Ck

407

1
Vi 1]
X1
T o a
—De Ny
ek= 1
Yk .
Xk
I
= De o |
el Xk Yk .
l
t xl y 1
_De xn yn
em = |
Yk )
Xk l
Xy .
= Det L
en =
.
dy N ;
Ck dk el
0 . :
d, . Cl
Cl dl @
0 ! 0
d,, . §
Cm o -
0 : 0
- . Cp
T d 0_
0
o d, 0
0 0 ; o
o d 0 ° ‘ :
n
0 0 em H . §
0 0 ) 0 ¢,
dm Cm B en
0 e6n "
em
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Ck
[ 0
.. 1 o0
[kjilizx12 = oV @ | dy
0
€k

Elemento 1.

Determinacion del volumen del elemento.

0

]
de 0 0
0

€k

Ck 0 dl
€ dk 0

0

Ck €

d;

9]
€

6V = Det

25 25 25
0 1
0 0
0 O

[STRPE1Y
SFof oo

—_—

=0.5

Determinacion de las constantes de la funcion de forma.

Det (bk) Det 0

Det (bl) - Det

Det (bm! Det 0

Det (bn) - Det 0

0o 1
0

0 0
05 05 |
0 0

0 0
05 05 |
0o 1

0 p—
05 05 |
0o 1
0

0.5

Det (ck)

Det (cl)

Det (cm)

Det (cn)

- Det

Det

- Det

Det

=

cofoco&o

Q. IS
(= OOs

[EE N

[EE T Y

(IR Y

(=)

QU
=

[}

®
O =
& o

QU
© =<

0.5 05 |

0o 1 |=

0 O

05 05 |

0 1 |=

0 O

-0.5

0.5
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o ) tn o
S S
I n 1l I
— — — —
o nn o 1n o nn o
o o o
o n o 1n o 1n o
o o o
) + 1) +
) )
< o < a
I 1 I 1
= = £ =
QL L QL L
+— +— o+~ +—
) ) ) )
(a] o o ()]
- n o N
S S
1l 1 I 1
Tp] [¥p) Tp]
© c © c - c -
— o — —
Tp] [¥p) [Tp]
D = 1) -
) )
" a " a
I 1 I 1
= = £ =
cl T S T
= = A
] ) b ©
()] () a [

Determinacion de las matrices del elemento.

2 X

2y
21z

3x

3y

3z
4 x

4y

1x

ly
1z

0.5

-0.5

0.5

0

0
0.5

-0.5

0

-0.5

-0.5

-0.5

0

-0.5

-0.5

0

0

-0.5 0 05
0

0

-0.5 0.5

0

0

Bj

0.5

0
0

0 -05 O

0

-05 0

0

0

0

-05 0

0

0

0
-0.5

0 -05 0 -05 05

0
-05 0

0
0.5

-0.5

0 O

-0.5

-05 0

0

1
0 0 O 05

0.5

-0.5

0

0
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Determinacion de la matriz de rigidez del elemento.

2x
2y
2z
3x

3z
4 X
4y
47z
1x
ly
1z

2 2 2 3 3 3 4 4
X y z X y z X y
41667 0 0 -20833 0 0 0 -208.33
0 111111 © 0 -555.56 138.89 -138.89 0
0 0 41667 0 20833 -20833 0 -208.33
-20833 0 0 20833 0 0 -104.17 104.17
0 -555.56 20833 0  381.94 -173.61 69.44 -104.17
0 138.89 -20833 0 -173.61 381.94 -69.44 104.17
0 -13889 0 -104.17 69.44 -69.44 38194 0
-20833 0 -208.33 104.17 -104.17 10417 O  208.33
0 -13889 0 -104.17 69.44 -277.78 17361 O
-208.33 138.89 0  104.17 -69.44 69.44 -277.78 104.17
208.33 -555.56 0 -104.17 277.78 -69.44 69.44 -104.17
o 0 -208.33 104.17 -104.17 104.17 -104.17 104.17
Elemento 2.

Determinacion del volumen del elemento.

25 25 25

1
&) — 1 1 0 0
(14 Det 1 0 0 0
1 1 1 0

Determinacion de las constantes de la funcion de forma.

1 0 o |

Det (bk) = Det 0O 0 O = 0 Det(ck) =
1 1 o0 |
[ 05 05 05 |

Det (bl) = - Det 0O 0 O = 0 Det(cl) =
1 1 0 |
[ 05 05 05 |

Det (bm) = Det 1 0 O = 05 Det(cm) =
1 1 o0 |
[ 05 05 05 |

Det (bn) = - Det 1 0 0 |= 0 Det(cn) =
. 0 0 o0 |

4
z
0
-138.89
0
-104.17
69.44
-277.78
173.61
0
381.94
-69.44
69.44
-104.17

- Det

Det

- Det

Det

1

X
-208.33
138.89

0
104.17
-69.44

69.44

-277.78
104.17
-69.44
381.94
-173.61

0

R

N

N e

208.33
-555.56

-104.17
277.78
-69.44

1
y

0

69.44

-104.17

69.44

-173.61
381.94

0
1

0
0

0

[EE
o
(%2}
o
(%2}

|

0.5 0.5 |

0

0_

0.5 0.5 |

0
0

1
z
0
0
-208.33
104.17
-104.17
104.17
-104.17
104.17
-104.17
0

0
20833 _|




Det (dk)

Det (dI)

Det (dm]

Det (dn)

- Det

Det

- Det

Det

Determinacion de las matrices del elemento.

Bi

m O O O O O X N

Bj

O Fr OO0 OO N

O OO Fr OONN

1
o
O O OO O u oo u oo o

-0.5
0
0

1 0
0 Det (ek) = -Det 0 O
11
0.5 0.5
-0.5 Det(el) = Det 0O O
1 1
0.5 0.5
0 Det(em) = -Det 1 0
1 1
0.5 0.5
0.5 Det(en) = Det 1 0
0 o0
0 0 0 0 1 |2«
0 0 0 1 0 |2y
0 1 0 0 0 |2z
0 0 -05 0 0 [1x
-0.5 0 05 0 0 |1y
0 0 0 -05 05 1z
0 0 0 0 -05 |4x
0 0-05-05 0 |4y
0 -05 0 0 -05 |(4:z
0 0 05 0 -05 |[5x
0.5 0 0 -05 0 |5y
0 -05 0 05 0 |5z
1 1 4 4 4 5 5
% z X y z X z
0 0 -05 O 0 0 0 0
-05 0 0 0 0 0O 05 O
0 0 0 0O -05 0 0 -05
05 0 0O -05 0 05 o0 0
0O -05 0 -05 O 0 -05 05
0O 05 -05 0 -05-05 O 0 |

411

-0.5
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o]

Determinacion de la matriz de rigidez del elemento.

2
X y
2x| 416.67 0
2y 0 416.67
2z 0 0
1x 0 0
1y 0 0
_1z| 20833 -208.33
T 4x| 20833 0
4y 0  -208.33
47| -20833 0
5x| -20833 0
5y 0  -208.33
sz 0O 208.33
Paso #4

O N N

0
1111.11
138.89
-138.89
0
-138.89
0
-555.56
0
138.89
-555.56

1 1 1
X y z
0 0 208.33
0 0 -208.33
138.89 -138.89 0
381.94 -173.61 0
-173.61 381.94 0
0 0 208.33
-277.78  69.44  -104.17
104.17 -104.17 104.17
-69.44  69.44 -104.17
-104.17 104.17 -104.17
69.44 -277.78 104.17
-69.44  69.44 -104.17

Determinar la matriz global de la estructura.

W W W NN NU U DDBDPR PR
N < X N < X N < X N X< X N < X

1
X
254.63
-115.74
0
-185.19
69.44
-46.30
-34.72
23.15
-23.15
-69.44
46.30
46.30
34.72
-23.15
| 2315

1
Y
-115.74
254.63
0
46.30
-69.44
46.30
34.72
-92.59
23.15
69.44
-185.19
-46.30
-34.72
92.59
-23.15

O N

138.89
-69.44
69.44
-69.44
-34.72
34.72
-34.72
69.44
-69.44
-69.44
34.72
-34.72
34.72

4
X
-208.33
0
-138.89
-277.78
69.44
-104.17
381.94
0
173.61
104.17
-69.44
69.44

[K] = [Kij1eD + [K]eD

4
X
-185.19
46.30
-69.44
254.63
0.00
115.74
34.72
-23.15
23.15
-69.44
-46.30
-46.30
-34.72
23.15
-23.15

4
y
69.44
-69.44
69.44
0
138.89
0
-34.72
34.72
-34.72
-69.44
-69.44
-69.44
34.72
-34.72
34.72

4
z
-46.30
46.30
-69.44
115.74

254.63
34.72
-23.15
92.59
-69.44
-46.30

-185.19
-34.72
23.15
-92.59

5
X
-34.72
34.72
-34.72
34.72
-34.72
34.72
69.44
0.00
0.00
-69.44

O O o o

Y
23.15

-92.59
34.72
-23.15
34.72
-23.15
0.00
127.31
-57.87

-69.44
46.30

4 4 5 5
y z X y
0 -208.33 -208.33 0
-208.33 0 0 -208.33
0 -555.56 0 138.89
104.17 -69.44 -104.17 69.44
-104.17 69.44 104.17 -277.78
104.17 -104.17 -104.17 104.17
0 173.61 104.17 -69.44
208.33 0.00 -104.17 104.17
0 381.94 104.17 -69.44
-104.17 104.17 208.33 0
104.17 -69.44 0 381.94
-104.17 277.78 0 -173.61
5 2 2 2 3
z X y z X
-23.15 -69.44 46.30 46.30 34.72
23.15 69.44 -185.19 -46.30 -34.72
-34.72 69.44 -69.44 -69.44 34.72
23.15 -69.44 -46.30 -46.30 -34.72
-34.72 -69.44 -69.44 -69.44 34.72
92.59 -69.44 -46.30 -185.19 -34.72
0.00 -69.44 0 0 0
-57.87 0 -69.44 46.30 0
127.31 0 69.44 -18519 O
0 277.78 0 0 -69.44
69.44 0 509.26 0 0
-185.19 O 0 509.26 0
0 -69.44 0 0 69.44
0 0 -185.19 69.44 0
0 0 46.30 -69.44 0

5
z
0
208.33
-555.56
-69.44
69.44
-104.17
69.44
-104.17
277.78

-173.61
381.94

3

y
-23.15
92.59
-34.72
23.15
-34.72
23.15

3

z
23.15
-23.15
34.72
-23.15
34.72
-92.59

0

0
0
0
46.30
-69.44

0
-57.87

127.31_|
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1 1 1 4 4 4 5 5 5 2 2 2 3 3 3
Fuerza nodal X y z X y z X y z X y z X y z Deformaciones
[ Rix | 1 x[ 25463 -11574 0  -185.19 69.44 -4630 -3472 2315 -23.15 -69.44 4630 4630 3472 -2315 2315 | [ ul |
Rly ly -115.74 254.63 0 46.30 -69.44  46.30 34.72 -92.59 23.15 69.44 -185.19 -46.30 -34.72 92,59 -23.15 vl
R1z 11z 0 0 138.89 -69.44 69.44 -69.44 -34.72 34.72 -34.72 69.44 -69.44 -69.44 3472 -34.72 34.72 wl
R4x 4 x -185.19 46.30 -69.44 254.63 0 115.74 34.72 -23.15 23.15 -69.44 -46.30 -46.30 -34.72 23.15 -23.15 ud
Ray 4y 69.44 -69.44  69.44 0.00 138.89 0 -34.72 3472 -34.72 -69.44 -69.44 -69.44 3472 -34.72 34.72 v4
R4z 4 z -46.30 46.30 -69.44 115.74 0 254.63 3472 -23.15 92.59 -69.44 -46.30 -185.19 -34.72 23.15 -92.59 w4
R5x 5 x -34.72 34.72 -34.72 34.72 -34.72 34.72 69.44 0.00 0.00 -69.44 0 0 0 0 0 u5
R5y =5y 23.15 -92.59 3472 -23.15 3472 -23.15 0.00 127.31 -57.87 0 -69.44 46.30 0 0 0 v5
R5z 5z -23.15 23.15 -34.72 23.15 -34.72 92.59 0.00 -57.87 127.31 0 69.44 -185.19 0 0 0 w5
0 2 X -69.44 69.44 69.44 -69.44 -69.44 -69.44 -69.44 0 0 277.78 0 0 -69.44 0 0 u2
0 2y 46.30 -185.19 -69.44 -46.30 -69.44 -46.30 0 -69.44  69.44 0 509.26 0 0 -185.19 46.30 v2
0 2z 46.30 -46.30 -69.44 -46.30 -69.44 -185.19 0 46.30 -185.19 0 0 509.26 0 69.44 -69.44 w2
1000 3 x 34.72 -34.72 34.72 -34.72 34.72 -34.72 0 0 0 -69.44 0 0 69.44 0 0 u3
0 3y -23.15 92.59 -34.72 23.15 -34.72 23.15 0 0 0 0 -185.19 69.44 0 127.31 -57.87 v3
| 0 1 3 z| 23.15 -23.15 34.72 -23.15 3472 -92.59 0 0 0 0 46.30 -69.44 0 -57.87 127.31_ L w3 ]
Paso #4
Determinar las deformaciones de los nodos que no estan restringidos.
Para determinar las deformaciones lo primero que se debe hacer es reducir la matriz global
con respecto a las deformaciones que se desean hallar.
1 1 1 4 4 4 5 5 5 2 2 2 3 3 3
Fuerza nodal X y z X y z X y z X y z X y z __ Deformaciones |
R1x 1x 254.63 -115.74 0 -185.19 69.44 -46.30 -34.72 23.15 -23.15 -69.44 46.30 46.30 34.72 -23.15 23.15 ul=0
Rly 1vy| -115.74 254.63 0 46.30 -69.44 46.30 34.72 -92.59 23.15 69.44 -185.19 -46.30 -34.72 92.59 -23.15 vli=0
R1z 1z 0 0 138.89 -69.44 69.44 -69.44 -34.72 34.72 -34.72 69.44 -69.44 -69.44 34.72 -34.72 34.72 wl=0
R4x 4 x -185.19 46.30 -69.44 254.63 0 115.74 34.72 -23.15 23.15 -69.44 -46.30 -46.30 -34.72 23.15 -23.15 u4d=0
R4y 4y 69.44 -69.44 69.44 0.00 138.89 0 -34.72 34.72 -34.72 -69.44 -69.44 -69.44 34.72 -34.72 34.72 v4=0
R4z 4 7 -46.30 46.30 -69.44 115.74 0 254.63 34.72 -23.15 92.59 -69.44 -46.30 -185.19 -34.72 23.15 -92.59 w4=0
R5x 5x -34.72 34.72 -34.72 34.72 -34.72 34.72 69.44 0.00 0.00 -69.44 0 0 0 0 0 u5=0
R5y =5y 23.15 -92.59 34.72 -23.15 34.72 -23.15 0.00 127.31 -57.87 0 -69.44 46.30 0 0 0 v5=0
R5z 5z -23.15 23.15 -34.72 23.15 -34.72 9259 0.00 -57.87 127.31 0 69.44 -185.19 0 0 0 w5=0
0 2 x -69.44 69.44 69.44 -69.44 -69.44 -69.44 -69.44 0 0 277.78 0 0 -69.44 0 0 u2
0 2y 46.30 -185.19 -69.44 -46.30 -69.44 -46.30 0 -69.44 69.44 0 509.26 0 0 -185.19 46.30 v2
0 212 46.30 -46.30 -69.44 -46.30 -69.44 -185.19 0 46.30 -185.19 0 0 509.26 0 69.44 -69.44 w2
1000 3 X 34.72 -34.72 34.72 -34.72 34.72 -34.72 0 0 0 -69.44 0 0 69.44 0 0 u3
0 3y -23.15 92.59 -34.72 23.15 -34.72 23.15 0 0 0 0 -185.19 69.44 0 127.31 -57.87 v3
L 0 | 3 z| 23.15 -23.15 34.72 -23.15 34.72 -92.59 0 0 0 0 46.30 -69.44 0 -57.87 127.31_ L w3 |




414

Por lo que la matriz reducida quedara como se muestra a continuacion.

u2
v2
w2
u3
v3
w3

w w w NN N

w w w NDNDNN

N < X N < X

N < X N < X

2
X
277.78
0 509.26
0
-69.44
0 -185.19
0 46.30
2 2
X Y
0.00480  0.00000
0.00000 0.00478
0.00000 -0.00091
0.00480  0.00000
0.00000 0.00811
0.00000 0.00145

O N N

0
509.26
0
69.44
-69.44

0.00000
-0.00091
0.00236
0.00000
-0.00236
0.00054

u2
v2
w2
u3
v3
w3

ul
vl
wl
ud
v4
w4
u5
v5
w5
u2
v2
w2
u3
v3
w3

2
z

Deformaciones

w w w NN DN

N < X N < X

3 3
X y
-69.44 0
0 -185.19
0 69.44
69.44 0
0 127.31
0 -57.87
3 3
X y
0.00480 0.00000
0.00000 0.00811
0.00000 -0.00236
0.01920 0.00000
0.00000 0.02396
0.00000 0.00666
4.80
0.00
0.00
19.20
0.00
| 000 |
1 x B 0 ]
1 vy 0
1 z 0
4 x 0
4 vy 0
4 z 0
5 x 0
5 vy 0
5 z 0
2 X 4.8
2y 0
2z 0
3 x| 19.20
3y 0
3 z| 0 |

46.30
-69.44

-57.87
127.31

3

z
0.00000
0.00145
0.00054
0.00000
0.00666
0.01065

u2
v2
w2
u3
v3
w3




Fuerza nodal
R1x
Rly
R1z
R4x
R4y
R4z
R5x
R5y
R5z

0

0

0
1000
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Para encontrar las reacciones en los apoyos entonces solo se deben sustituir las

deformaciones en la matriz global y multiplicarlas por la matriz de rigidez de la estructura.

1

X
254.63
-115.74

-185.19
69.44
-46.30
-34.72
23.15
-23.15
-69.44
46.30
46.30
34.72
-23.15
| 2315

W W W NNNOUUOUSDS PSR R R
N < X N < X N< X NX< X N < X

1

Y
-115.74
254.63

46.30
-69.44
46.30
34.72
-92.59
23.15
69.44
-185.19
-46.30
-34.72
92.59
-23.15

Paso #5

O N B

138.89
-69.44
69.44
-69.44
-34.72
34.72
-34.72
69.44
-69.44
-69.44
34.72
-34.72
34.72

4 4
x y
-185.19 69.44
4630 -69.44
-69.44  69.44
25463 0
0.00 138.89
11574 0
34.72 -34.72
-23.15 34.72
23.15 -34.72
-69.44 -69.44
-46.30 -69.44
-46.30 -69.44
-34.72 34.72
23.15 -34.72
-23.15 34.72

4
4
-46.30
46.30
-69.44
115.74

254.63
34.72
-23.15
92.59
-69.44
-46.30
-185.19
-34.72
23.15
-92.59

_Fuerza Nodal_

R1x
R1ly
R1z
R4x
R4y
R4z
R5x
R5y
R5z

Y
23.15
-92.59
34.72
-23.15
34.72
-23.15
0.00
127.31
-57.87

-69.44
46.30

I}
WWWNNNGOGOOBDDR R R

3
X

-34.72
34.72
-34.72
34.72
-34.72

5 2 2 2
z X y z

-23.15 -69.44 46.30 46.30 34.72

23.15 69.44 -185.19 -46.30

-34.72 69.44 -69.44 -69.44

23.15 -69.44 -46.30 -46.30

-34.72 -69.44 -69.44 -69.44

92.59 -69.44 -46.30 -185.19
0.00 -69.44 0 0

-57.87 0 -69.44 46.30

127.31 0 69.44 -185.19
0 277.78 0 0

69.44 0  509.26 0

-185.19 O 0 509.26
0 -69.44 0 0
0 0 -185.19 69.44
0 0 46.30 -69.44

X 333.333333

y| -333.333333

z 1000

X -1000

y 333.333333

z -1000

x| -333.333333

y 0

z 0

X 0

y 0

z 0

X 1000.00

y 0

z| 0 |

Determinar las deformaciones unitarias de los elementos.

3

Y
-23.15
92.59
-34.72
23.15
-34.72
23.15

o O o

0
-185.19
69.44
0
127.31
-57.87

z
23.15
-23.15
34.72
-23.15
34.72
-92.59

o O o

46.30
-69.44

-57.87

127.31_|

Deformaciones

0

Fay
O O pp ©O OO OO o o o

19.20

o

La deformacion unitaria de cada elemento se obtiene mediante la siguiente ecuacion.
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Ex ¢, 0 07
|(€y\| 0 di 0]
g(e>:{€Z}:LO 0 elly,
Vyx ev@®ld, ¢; O W
LszJ 0 €; dl !

Yzy le, 0 ¢

Calculo de las deformaciones y deformaciones unitarias por elemento.

Las deformaciones son las encontradas en el paso 4.

Deformaciones
ul
vl
wl
ud
v4
w4
u5
v5 =
w5
u2
v2
w2
u3
v3
w3

IN
O O ©OO0 OO0 oo o oo

19.20

WWWNNNOOOOODBDDR PR PR
o

N < X N< X N< X N< X N < X

Elemento 1.

Deformaciones ordenadas por nodos locales.

Deformacién

2 3 4 1
Nk NI Nm Nn
u x 4.8 19.2 0 0
vy 0 0 0 0
w z 0 0 0 0

Determinacién de las deformaciones unitarias por nodo local.

Nk Bk Nk

N2 N2 N2
£x 0 0 0 4.8 0
ey 0 1 o0 0 0
ez | 1 0 0 0 0 _ 0
Yxy |~ ev 1 0 0 | 96
Yxz 0 0 1 0
Yzy 0 0 0 0



Determinacion de las deformaciones unitarias del elemento.

€X
gy
€z
Yxy
Yxz
Yzy

Elemento 2.

(el)

Nk

0
0
0

-0.5

0.5

N2

B
0
-0.5
0

0.5

Bm

-0.5
-0.5

Bn

-0.5

0.5

NI
N3
0 19.2
0 0
0.5 0
0
-0.5
0
Nm
N4
0 0
0 0
-0.5 0
0
0
-0.5
Nn
N1
0 0
0 0
0 0
0
-0.5
0.5

Deformacion unitaria

NI
N3

Deformaciones ordenadas por nodos locales.

Nk

Deformacioén

1 4
NI Nm
0 0
0 0
0 0

O O O O O O

| 192

417
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Determinacion de las deformaciones unitarias por nodo local.

Determinacion de las deformaciones unitarias del elemento.

€X
gy
€z
Yxy
Yxz
Yzy

(e2)

Bk N
o o 0 |
o o0 o0
o o 1
o o0 o0
o 1 o0
1 0 0|
BI
05 0 0 |
0 05 0
o 0 o
05 05 0
0 0 -05
o 0 05 |
Bm
05 0 0
o o0 o0
0O 0 -05
0 05 0
0 05 0
05 0 -05
Bn
0o o0 o0
0 05 0
0 0 -05
05 0 0
0 -05 05

-0.5 0 0

Deformacion unitaria

Nk NI

N2 N1
0 0

0 0

o |, 0 N

0 0

0 0

96 | [ o _| |

k
N2
4.8

NI

o o

N5

o

o O O o oo

Nn

O O O O o o

O O O o oo

O O O O o o

O O O oo




Paso #6
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Determinar los esfuerzos principales, esfuerzo de Von Mises y esfuerzo maximo y minimo

de cada elemento.

ox
oy
oz
™y
™z
Ty

La ecuacion para determinar los esfuerzos principales es la siguiente.

(=] &
ol e
zZ Z
o] = || = 1], | = (D]
| Tz | [z
7y ] Ly,
DG R B R B R B R
I I A A
(| _lo| o] || L]
|Tyx| ITyxl |Tyx| Tyxl ITyxl
lTXZJ TJCZ lTXZJ TXZ TXZ
Tzy Tzy Tzy Tzy Tzy
(o1 ™ ™ et g
|ov | (11 =] |2 ¢
2 B I 5 R S R % R
el PN el Tl Tl Tt
|7 | 17z | 17z | Vaz | [z
7, 7259 N 2 I (7 B P
e b
.
zZ Z
|Tyx| [D]lyyx
| 72z | Yz
L7 ] 172y

Elemento 1.

Determinacion de los esfuerzos principales del elemento.

(e1)
1111.11111  277.777778 277.777778
277.777778 1111.11111 277.777778
277.777778 277.777778 1111.11111

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0

0

0
416.666667

0

0

o O o

0
416.666667
0

o O o o

0
416.666667

-9.6

19.2

-4000

8000
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Determinacion del esfuerzo de Von Mises.

) \](ax — ay)z + (0x — )% + (0, — O'Z)2 +6 ((Txy)z + (T42)% + (sz)z)
o =
2

o’ = 15491.93338 Pa

Determinacién del esfuerzo maximo y minimo.

Matriz de esfuerzos.

ox TXYy TXZ 0 —4000 8000
[M] = |tyx oy tyz|=|-4000 0 0
TzZX T1Zy OZ 8000 0 0

Invariantes.

11=M11+M22+M33=O-x+0-y+O-Z:0+0+0=0

M22 M23
M32 M33

oy 1Yz

_ My M,
I, = Det [M Mzz] + Det [ tzy oz

M. M oxX TX
] + Det |, 13] = Det[ 4
21

Mz, Mss3 yx 03’] * Det[

]+ Det gx TXZ]

TZX O0Z

_ 0 —4000 0 0 0 8000 _ _ _ __
L=Det| 00 o +Detly o]+ Det|gony o )= —16000000+ 0 — 64000000 = ~80000000
oX Xy TXZ 0 —4000 8000
I; = Det[M] = Det [tyx oy Tyz|=Det|-4000 0 0 [=0
TZX  TZy  0Z 8000 0 0
11 =0

I, = —80000000

13:0

Ecuacion caracteristica.

_0-3 +110-2 _120-+I3 =0
—53 + (0)a? — (—80000000)5 + 0 = 0

Al resolver la ecuacion caracteristica se obtienen los esfuerzos, los cuales se deben ordenar de mayor

a menor.
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0-1 = 0
o, = —8944.27191 Pa
o3 = 8944.27191 Pa

Ordenando los esfuerzos.

Omax = 8944.27191 Pa
Omedio = 0 Pa

Omin = —8944.27191 Pa

Elemento 2.

Determinacion de los esfuerzos principales del elemento.

(e2)
ox 1111.11111 277.777778 277.777778 0 0 0 0 0
oy 277.777778 111111111 277.777778 0 0 0 0 0
oz | 277777778 277.777778 111111111 0 0 0 0 B 0
™y B 0 0 0 416.666667 0 0 0 - 0
™z 0 0 0 0 416.666667 0 0 0
2y 0 0 0 0 0 416.666667 9.6 4000

Determinacion del esfuerzo de VVon Mises.

) (O’x — ay)z + (0, —0,)% + (cry - O'Z)Z +6 ((Txy)z + (142)% + (sz)z)
o =
2

o’ = 6928.20323 Pa

Determinacion del esfuerzo méximo y minimo.

Matriz de esfuerzos.
ox Xy 7TXZ 0 0 4000
[M] = [T}’x ay T}’Z] = [ 0 0 0 ]
TZX 1Zy OZ 4000 O 0

Invariantes.

11=M11+M22+M33=O'x+0'y+0'2=0+0+0=0
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_ My, Mg, My, Mps My Mi3) _ ox Xy oy wz oxX TXZ
Iy = Det |y, Mzz] + Det [M32 M33] +Det| . M33] = Det [ryx ay] + Det [sz GZ] + Det [rzx az]
00 0 0 0 4000] _ _ _
I, = Det [o 0] + Det [0 0] + Det [4000 0 ] = 0+ 016000000 = ~16000000
ox TXYy TXZ 0 0 4000
Iy = Det[M] = Det [tyx oy tyz|=Det| 0 0 0 ] =0
TZX T2y 0Z 4000 0 O

11 = 0
I, = —16000000

13=0

Ecuacioén caracteristica.

_0-3 +110'2 —120-+13 = O
-3 + (0)a? — (-=16000000)c + 0 = 0

Al resolver la ecuacién caracteristica se obtienen los esfuerzos, los cuales se deben ordenar

de mayor a menor.

o, = —4000 Pa
o3 = 4000 Pa

Ordenando los esfuerzos.

Omax = 4000 Pa
Omedio = 0 Pa

Omin = —4000 Pa
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7.1.3.1. Comparacion de los resultados con un programa de elementos finitos

En la seccion 6.5.2.1., se explicd como hacer un analisis bidimensional con el Programa de
CivilFEM, por lo que en esta seccion solo se describira las partes mas relevantes que varien con el

analisis de elasticidad tridimensional con respecto al bidimensional.

Tal y como se realizd en la seccion 6.5.2.1., el procedimiento se explicara con una serie de
pasos.

Paso No.1

Seleccionar el tipo de andlisis que se desea hacer, para este caso se realizara un analisis de

tipo estructural, estatico en tres dimensiones.

20 3D ‘

‘ J Modelo bidimensional ‘ Modela tidimensional
J:

_ Estatico / Estacionario

a —4 Transitorio
ﬂ 3 J{ Los casos ce cargas no dependen del
w1 liempo

e

;4 L historia de cargas depende del
-7 o) tempo

Modal Arménico
& Fomnas propias de vibracién y sus Para cargas eiclicas
ﬁ‘ frecuencias -

" . Pandeo

- Formas propias de pandeo y cargas
criticas
Estructural Filtraciones Térmico
Anélisis estructural R Andlisis de fitraciones estructural de Andlisis témico / estructural
] 2003 én medios pooeos
—
Acsptar | | Cancelar |

Figura 227. Seleccion del tipo de andlisis en el programa CIVILFEM. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.2

Configurar el entorno de trabajo, para este caso se usard un sistema de coordenadas

cartesianas y unidades de medida de fuerza en Newton, esfuerzo en Pascal y longitud en metros.

La configuracion del entorno de trabajo se realiza en la pestafia entorno.

CivilFEM 2018 SP1 - CUNA ESTRUCTURAL cf

Geometria Modelo Mallado Cargas Calculo Resultados Post-proceso Vista

@ 3 Hormigén armade  |Eurccédige 2 (EN 1992-1-120¢ ~ = ctructural = @

- U [Global Cartesiar ||| &t Acero estructural Eurocédige 3 (EN 1993-1-1:20(  |[¥] Actualiza modelo —

Esférico = A = :xc‘mﬁguracmn Unidad Seleccionar
5] Hormigon pretensado (Eurocédige 2 (EN 1992-1-120( ~ ~ -

Figura 228. Configuracion de la pestafia Entorno del programa CIVILFEM. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Paso No.3
Dibujar la geometria de la placa presentada en la figura 216.

Primero: Seleccionar la opcion de creacion de punto tal y como se muestra en la figura 220.

CivilFEM 2018 SP1 - CUNA ESTRUCTURAL.cf

Geometria Modelo Mallado Cargas Calculo Resultados Post-proceso Vista
[ o 2 =
Ao v I B 2% JRERNCTRNE I RE Al R

¥
S SN AAND O
Linea Eje Polilinea Curva Curva Arco Circunferencia Extrusion Revolucién Booleanas
Spline Bézier ~ oelipse ™ =

Primitivas Rellenar  Por Copia

.
puntos mltiple ™

[”] Referenciado
. F;No & k Clones
& %4 vista del modelo |
: V2 N EEEXIC RS PPN )

119/ Sobre curva

z &7 | sobre superficie

Triangulo Cuadrilitero Circulo o Superficie Reglada Superficie Superficie Primitivas Cosido de
elipse~ poligonal ~ BSpline  Bézier - superficies

|"Punto’|

Figura 229. Seleccion de la opcion crear punto en la pestafia entorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Segundo: Crear los puntos uno por uno desde la ventana de propiedades, la cual aparecera de

la siguiente manera, las opciones de la parte inferior sirven para terminar la creacion de puntos,

crear otro punto o terminar la creacion de puntos guardando el punto actual.

Propiedades x
Punto
Nombre Punto
Guardar y crear otro punto
Coordenadas (0,000 m

. Anular
Guardar y terminar /

T %

Figura 230. Crear punto en la ventana de propiedades. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Los puntos que se deben crear son (1,0,0), (0,0,1), (0,0,0) y (1,1,0) dando como resultado lo

siguiente.
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1- CUNA ESTRUCTURAL.cf

Geometria Modelo  Mallade

or
@ @ @ [ ) Hormi Eurocbdigo 2 (EN 1992-1-120(
¥ |Global Cartesiar ||| S Acero estructural Eurocsdigo 3 (EN 1993-1-120( ~

Cartesianc Cilindrico Esférico

Eurocbdigo 2 (EN 1992-1-120¢ ~

e 0 4 vstadel modelo ey T E o
uadricula

Tipo de grid Rectangular Sistemas de coordenadas
ntro v

Geometria

4| Nombre
® Punto
[ ] ®puntor2)
[] @ Punto(3)
[v] @ Punto (4

Espaciado L1 m

ez

Materiales

Secciones.

Elementos estructurales
Utilidades del modelo
Contactos

L~ Grupos de cargas

—— —— Condiciones de contomo

QNERN S8

Figura 231. Lista de puntos creados mostrados en la vista del modelo. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Tercero: Creados ya los puntos se deben crear las curvas que seran el contorno del muro,

para ello se creara una curva al unir dos puntos utilizando la opcion de linea en la pestafia
Geometria.

Meodelo Mallado Cargas

A AHANQ O

Eje Polilinea Curva Curva Arco Circunferencia
Y Spline Bézier ~ o elipse ™

Curvas

Figura 232. Crear curva a partir de dos puntos con la opcién linea. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion
de lineas.
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|

Linea

Nombre Curva
Puntol (0,0,0) m
PuntoZ? (1,000 m

L LK

Figura 233. Crear linea en la ventana de propiedades. Fuente: (CIVILFEM 2018).

El resultado de crear las curvas serd el siguiente.

(o Rt
Entorno

Herramientas de geometria

CivilFEM 2018 SP1 - CUNA ESTRUCTURAL.cf

Geometria Modelo Mallado Cargas Céleulo Herramientas de geometria

v Cortar
Ay Cortar

X %

Borrar  Copiar

.Prop\edades 1 x d Vista del modelo 3
B B~ @rEADE A8
Curva (6) -
Tino Linea Sistemas de coordenadas “Ar
Nombre Curva (5] BRI Geometria
Puntol 4| Nombre | Tipo
Punto2 * Punto Punto
Atributos geométricos [ ] ® puntor2) Punto
| | ®runtora) Punto
[ | ® puntota) Punto
[ | curva Curva
[ 4 Curva (2) curva
[ 4 Curva (3) Curva A
[ curvata) Curva 3
[ 4 Curva (5) curva
] 4 Curva (8) Curva
Materiales
T Secciones
\-"‘-\_
Elementos estructurales

&9
Mover 2 grupo
del modele

W RadkF Qo 5

hd [F1 Auwxitiar [ Awc puntes

Transladar Rotar Escalar Simetria Separar || Centrar  Color = Exportar
- M - M entava - @@ @ D seleccion._

Utilidades del modelo
Contactos

Grupos de cargas

‘Condiciones de contorno

WETE Ul | crtidades del modelo

Figura 234. Lista de curvas creadas en la vista modelo. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Cuarto: Creadas las curvas se procede a crear las superficies de la cufia, para ello se creara

cada superficie a partir de curvas en el botdn superficie poligonal dentro de la pestafia Geometria.
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CivilFEM 2018 SP:

Resultados Vista

Cosido de
superficies

Calcule Post-proceso

o

Triangulo Cuadrilatere Circulo o Superﬁéie'
Y ellpse poligonal ™

: @ | Poligono regular

@ | Por polilinea cerrada

t @@ | Por curvas

Eje Polilinea Curva Curva Arco Circunferencia
¥ Spline Bézier ~ oelipse ™

Figura 235. Crear las superficies por medio de curvas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de superficie por curvas.

i

Por curvas
Mombre Superficie
Frontera (0]

AR .

Figura 236. Ventana de propiedades de la opcion de creacion de superficie. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Es posible a partir de puntos crear el volumen, pero se debe tener cuidado con la seleccion
de los puntos, para este caso se usaran las superficies para generar el volumen, es por ello que se

debe tener especial cuidado en que todas las caras del volumen tengan una superficie.

Si existiera una combinacion de materiales entonces se deben generar varios volimenes y

por cada volumen crear un solido y asignarle a cada solido el material que le corresponda.
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El resultado de crear las superficies serd el siguiente.

@ = s CivilFEM 2018 SP1 - CUNA ESTRUCTURAL cf Herramientas de gecmetria
Modelo  Mallado  Cargas A Vist Herramientas de geometria

Entorno Geometria

ARBBE| Q@I e
- Auxiliar Aux curvas
Borrar  Copiar Exportar
seleccion..

Transladar Rotar Escalar Simetria Separar | Centrar  Color = Mover a grupo
M - M M entavista  + || @ @ 0|0 A grupos de curvas del modele

Propiesades ® x Vista del modela v [etmomceimazen & %
] Bﬁgﬂﬁigﬁgﬂ‘
superficie (4) a
Tipo Rellena cara por bor B | g
Nombre Superficie (4] =it =it Geometria
Frontera (3) 4| Nombre | Tipo
Atributos geométricos * Punto Punto
[ | ® Punto(2) Punto
[ | ® Puntoa) Punto
[ | ® Punto(a) Punto
7,4 Curva Curva
[ ] curva (2) Curva 1
[ 7 curva (3) curva
[ ] curva ta) Curva
[ |~ curva (s) Curva
[ #J Curva (6) Curva
| | superficie Superficie
[ | superficie (2)  superficie
| |/ superficie(3)  superficie
Ij]superh:ie(q] Superficie
| Materiales
yd Secdiones
I - /'/ Elementos estructurales
x/,/ Utilidades del modelo
4 . ) L

- Entidades del mogelo

Vista de grupes

Figura 237. Visualizacion de las superficies creadas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Quinto: Crear el volumen del elemento a partir de las superficies en boton de Rellenar en la

seccién de volumenes dentro de la pestafia Geometria.

Modelo Mallado Cargas Calculo Resultados Post-proceso Vista

B 3 ©

Extrusion Revolucion Booleanas

Por Copia

linea Ee Polilinea Cuva Cunva Arco Circunferencia || Triangulo Cuadrilatero Circulo o Superficie Reglada Superficie Superficie Primitivas Cosido de || Primitivas
- puntos mdltiple ™

- Spline Bézier ~  oelipse” ~ elipse~ poligonal ~ BSpline  Bézier  ~  superficies

Figura 238. Visualizacién de las superficies creadas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendra la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de volumenes por superficies.

T —————

Rellenar
Nombre Violumen
Superficies (0]

Figura 239. Ventana de propiedades de la opcion de creacion de superficie.
Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Se seleccionan todas las superficies que pertenezcan al volumen que se desea crear.

El resultado de crear el volumen sera el siguiente.

CURA ESTRUCTURAL cf Herramientas de geometria

e L2 CiuilFEM 2018 SP1 -
torno Modele

Geometria Mallado Cargas Calculo

@ ﬁ Mombre Aux puntes Aux superficies

Auxiliar Aux_curvas
r || Centrar  Color - B
- [@@ @& O[O A grupos de curvas [0 A grupo de superficies

Resultados ost-proceso WVist; Herramientas de gecmetria

o~ =
Exportar Mover a grupe
seleccion.. del modelo

Propiedades

B Superfice (4) - -
Tipo Rellenz cara por. SniEes e coordenadas =y
Nombre  Superficie (4) crviEEM
Front.. (3] L 4| Nombre | Tipo |
Atributos geométricos * Punto Punto

B Superfige [ ® punto(2) Punto
Tipo Rellena cara por. [ | ® puntaz) Punte
Nombre  Superficie [ | ® puntoa) Punto
Front_ (3] [ | curva Ccurva
Atributos geométricos [ | curvaiz) Curva =

O superfice (2) [ | curva (3) curva
Tipo Rellena cara por... |= [ |~ curva ia) Curva
Nombre  Superficie (2) [ | curvas) Curva
Front.. (3 [ | curva (s) curva
Atributos geométricos [ | & superficie Superficie

B Superficie (3) | |[F superficie (2)  Superficie
Tipo Rellens cars por. | |/ superficie (3] Superficie
Nombre  Superficie (3) || (@ superficie (a)  superficie
Front.. (3) [»| A volumen Volumen i
Atributos geométricos |

E [Atributos geométricos "

Max caja en... ==

Min caja env.. -12-07 m Secciones

Max cajaen. 1 m Elementos estructurales

Min caja env... -1e-07 m

Utilidades del modelo = Hind

im

Max caia en...

WEL RISl [ crtidades del modelo

Figura 240. Visualizacion del volumen creado. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.4
Crear las propiedades del modelo.

Dentro de las propiedades se encuentra el crear el tipo de material del volumen, para este
ejercicio se usard un modulo de elasticidad de E = 1000 Pa y relacién de Poisson de v = 0.2. Ya

que el material es idealizado entonces se usara la opcion de genérico dentro de la pestafia Modelo.

G =" - c'ivi'lFEM'zom_’sbﬂ

Entorno Geometria Mallado Cargas Calculo Re

FEEELNIER

Acero | Hormigoén Acero  Acero Roca Suelo | Genérico
armar pretensar |

Figura 241. Pestafia para crear materiales. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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La ventana de propiedades tendra la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de un material genérico.

Propiedades x
Genérico
Nombre Material genérico
E 1000 Fa
v 0.2
o 0 kg/m*
a 0 1/AK
v

Coeficiente de Poisson

L LK
Figura 242. Ventana de propiedades de la opcion para crear
materiales genéricos. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.5
Crear el mallado del modelo.

Primero: Para crear el mallado del modelo se debe asignar al volumen que tipo de elementos
estructurales son, para el ejemplo que se esta desarrollando el elemento estructural es un sélido y

se crea a partir de un volumen.

CivilFEM 2018 SP1 - CUNA ESTRUCTURAL cf Herramientas

Vista Herramientas

G . F‘ - _
Entorno Geometria Modelo

Resultados

Mallado Cargas Calculo Post-proceso

P ., =
% [—,"l o Sral
APL20 Y OS> &4 |e wscwens1 - () g
Viga Barra  Placa | Solido | Cable || Union  Masa Insercion Muelle || Contacto)| F31ins ge elemento |Lineal ~| Mallar Eliminar
; mallado

“lemento estructural Jtilidades del modelo 12
- = —
Propiedades @ Sélido hodelo
Ei Crea el elemento estructural para
Material genérico i
Nombre Presione F1 para obtener ayuda

Figura 243. Opcidn para crear un elemento estructural tipo sélido. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracidn cuando se seleccione la creacién

de un elemento estructural tipo solido.
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Propiedades x
Es
[

solido

Nombre solido 3D

Material Material genérico

Geometria Aux. [
Geometrias (D)

o L XK
Figura 244. Ventana de propiedades de la opcidn de crear sélido. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Segundo: Después de crear el s6lido se debe configurar el mallado que se desea, esto se hace
seleccionando el s6lido creado en la ventana de entidades del modelo.

Entidades del modelo x
HEe~sRX(EAD2 a8
Grupo por defecto =
4| Nombre Tipo
» | &) sélido 3D s6lido 3D

VEEL et ol [ -] Entidades del modelo

Fiaura 245. Seleccion del solido creado desde la ventana de entidades del modelo. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Al seleccionar el solido creado en la ventana de propiedades aparecera lo siguiente.

Propiedades x
‘
B
solido 3D -
Nombre 5olido 30
Material Material genérico
Geometria O volumen
Sistema de coordenadas Global Cartesianc

E Controles de mallado
Control Parasolid
E Parametros

Tipo de elemento Tetraedro

Automatico =]}

Tamafio aristas 15m =
Tolerancia para unir entidades 0o m

Chequeo de curvatura =)

Transicién interna =]}

Aristas cortas

Formato de exportacion =

Aprox. directa B

=]

Controles de mallado locales
B Info. Malla
Nimero de nudos

o o

Nimero de elementos
secciones sdlidas

=]

Controles de mallado locales
Grupo de controles de mallado locales asociados al elemento estructural

Figura 246. Configuracién de las propiedades del mallado. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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La configuracion del mallado se explico en la seccién 6.5.2.1.

Tercero: Seleccionar la cantidad de nodos del elemento, ya que en la seccion 7.1.3., se
utilizaron elementos tetraédricos de cuatro nodos, entonces se seleccionara un elemento de tipo

lineal, esta seleccidn se hace desde la pestafia de mallado.

~e cCD4

CivilFEM 2018 SP1 - CUNA ESTRUCTURAL cf Herramientas

Mallado Cargas Calculo Resultados Post-proceso Vista Herramientas ¢

| =~ o ‘ |his 3
%G “C¥ Mallador MSC Mentat™ b ~ -
- A S N | i
Union  Masa Insercion Muelle || Contacto|| F*3tipo deelementolLinej; v’ Mallar Eliminar

mallade

~Utiligades gel Mallad
LA veniatyocth mins vvescons ol alranidvioos T, ARk il s

Cantidad de nodos por elemento, cuando se utiliza la
configuracion lineal, significa que si es un elemento tetraédrico
entonces tendra cuatro nodos y si es cubico tendra ocho
nodos.

Figura 247. Seleccion de la cantidad de nodos por elemento. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Cuarto: Ejecutar el mallado, ya que sea configurado el mallado y seleccionado la cantidad de
nodos se procede a ejecutar el mallado, para ello se utiliza el boton mallar mostrado en la pestafia

mallado.

‘0 Mallador MSC Mentat™ b ~ @ W
mTipo de elemento Mallar Eliminar

mallado

Shirnaniemoad

Figura 248. Ejecutar el mallado del sélido. Fuente: (CIVILFEM 2018).

El resultado de crear el mallado sera el siguiente.
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Entorno Modelo Mallado Cargas

r Célulo  Resultados o s vista
@ @ @ ‘ T Hormigén armado  |Eurocédige 2 (EN 199211200 - = [r— . $ f @
. == | Y [Gloval Cartesian ||| & ctural 6digo 3 (EN 1993-1-120( - |[¥] Actualiza modelo ST
Cartssiano Cilindrico Esférice = . - C.Conﬁgurac\on Unidades || Medidas| ‘Seleccionar
) Hormigén pretensado 2(EN 1992-1-120 * <
H

) Vista del modelo

B PABRD S 0B
Sistemas de coordenadas. h

CivilFEM —

Materiales

Secciones

[ 4] Nombre | Tipo
= IDEEED 56lido 3D

Utilidades del modelo
Contactos

Grupos de cargas
Condiciones de contorno
Condiciones iniciales

Casos de carga

UELPIREIS [ ] cntidades del modelo

Figura 249. Visualizacion del mallado creado. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.6
Asignar las cargas y condiciones de contorno.

Primero: crear el grupo de cargas, desde la pestafia de cargas.

CivilFEM 2018 SP1 - cL

Entorno Geometria Modelo Mallado

Calculo Resultados Post-proceso Vista
rw = g
2 ] Cond. cont.
leracion Espectral Carga de Grupo de Grupo de cond. —
R pretensado™ cond. contorne iniciales de filtraciones Caso de cargas

Figura 250. Creacion de grupo de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion
de un grupo de cargas.
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Propiedades @ x

Grupo de cargas

Nombre Cargas estructurales

Nombre

Figura 251. Ventana de propiedades en la creacion de grupo de
cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Segundo: Crear la carga nodal de 1000 N y la carga por gravedad, para este ejemplo la carga
por gravedad no es necesario crearla. La carga nodal se crea al seleccionar desde la ventana de
entidades del modelo, después de la seleccion entonces aparecera la pestafia de herramientas de

grupo de cargas.

R v B CivilFEM 2018 5P1 - cu.

Entorno Geometria Modelo Mallado

simple ™| simple ™ lineales ™

Carga puntual Cargas Smpies

...... Carga nodal a Vista del modelo

Figura 252. Crear carga nodal desde la herramienta de grupo de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de configuracion se presentara de la siguiente manera. La direccion es (1,0,0) y

la carga puntual es 1000 N.
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Carga nodal

Grupo de cargas Cargas estructurales

Nombre Carga en nodos [SIARTSE 0
Direccion (1,0,0)

Carga 1000 N

Entidad Nodo de malla

Método Por ratdn

= Modes (1)

3

Nodes™.

Seleccciona entity [clic], anade seleccion [shift + clic] anade/deseleciona entity [ctrl + clic]

Figura 253. Ventana propiedades de la creacion de carga simple nodal. Fuente: (CIVILFEM 2018).

El resultado de crear la carga simple nodal es el siguiente.

Vista del modelo

CivilFEM

Figura 254. Vista del modelo con la carga lateral. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Tercero: Crear las condiciones de contorno en los nodos de la base, las restricciones son de

desplazamiento horizontal, vertical y rotacional.

:/-

=2° KBS

Entorno Geometria Modelo Calculo

[0 I AR

Grupo de Aceleracion Espectral Carga de Grupo de cond. Caso de
cargas R pretensado ™ cdqd. contopro iniciales de filtraciones cargas
Cargas | Casos de Cargas

Figura 255. Crear grupo de condiciones de contorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracidn cuando se seleccione la creacién

de un grupo de condiciones de contorno.

&

Grupo de cond. contorno

MNombre Grupo de condiciones de ...

o F X

Figura 256. Ventana de propiedades al crear el grupo de condiciones de
contorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Las restricciones se crean después de crear el grupo de condiciones de contorno, la cual se
selecciona de la ventana de entidades del modelo, para crear las restricciones se selecciona el grupo
de condiciones de contorno y se crea desde la pestafia Herramientas de grupo de condiciones de

contorno, el contorno simple nodal.
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zé o 4 ";i X

Lineal Desplazamiento Desplazamients Quitar | Copi

VAN

Simple '

simple ™ en linea de

Cond. contorno simples

[ Vista del mode

Figura 257. Crear la condicion de contorno nodal en la pestafia de
condiciones de contorno simple. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de configuracion se presentara de la siguiente manera.

bopessss x| B S
EEE ]
Nodal
Grupo de condiciones de contor... Grupo de condiciones de contorne
Nombre Condicidn de contorno en nodos
Restringir mov. X o
Restringir mov. ¥
Restringir mov. Z £
Restringir rot. X
Restringir rot. ¥
Restringir rot. Z
™~ Entidad Nodo de malla
Método Por ratén

= Nodes (3)

1
5

- '
y > S

Figura 258. Ventana de propiedades al crear las restricciones en los nodos. Fuente: (CIVILFEM 2018).

El resultado de las restricciones en el modelo es el siguiente.



438

4 Vista del modelo 3

Figura 259. Vista del modelo con las restricciones. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Cuarto: Crear el caso de carga combinando el grupo de cargas y el grupo de condiciones de

contorno. Para crear el caso de carga se debe seleccionar la pestafia de cargas en el botdn de caso
de cargas.

G == . CivilFEM 2018 SP1 - triangulo.cf Herramientas de grupo de condicione;

Entorno Geometria Medelo Mallado Post-proceso Vista Herramientas de grupo de condiciones
= >
o M e B P s Borr |
’ d.cont.  |Grupo de condiciones de col ™ i e
Grupo de Aceleracion Espectral Carga de Grupo de Grupo de cond. [] En malla
cargas ¥ pretensado™ cond. contorno iniciales de filtracione 50 de cargas

Cargas

Figura 260. Crear el caso de cargas desde la pestafia de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracidn cuando se seleccione la creacién
de un caso de cargas.

Gl=
=

Caso de cargas

Nombre Caso de carga

Nombre

s T R

Figura 261. Ventana de propiedades al crear el caso de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Cuando se haya creado el caso de carga entonces se le deben asignar el grupo de cargas y el
grupo de condiciones de contorno al caso de carga, para ello se seleccionara el caso de carga creado
desde la ventana de entidades del modelo, al seleccionar el caso aparecerd la pestafia de

Herramientas de caso de carga, dentro de esta pestafia se agregaran los dos grupos.

CivilFEM 2

1 - triangulo.cf

Modelo Mallada Cargas Calculo Resultados Herramientas de caso de carga

Opciones de
resslucion

de filtraciones  carga  contorno de filtraciones

Figura 262. Afiadir al caso de carga las condiciones de contorno y
cargas estructurales. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Las ventanas que apareceran al afiadir cada grupo son las siguientes.

Afiadir carga
Grupo de cargas Cargas estructurales m
Factor 1

Grupo de cargas

AR

a)

M

Afiadir cond. contorno

Grupo de condiciones de contorno Grupo de condiciones de contorne | = |

Grupo de condiciones de contorno

WAOR.

b)

Figura 263. Ventana de propiedades al afiadir a) grupo de cargas b) condiciones de
contorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Herramientas de caso de carga
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El resultado de agregar el grupo de cargas y el grupo de condiciones de contorno al caso de

carga.
4 Vista del modelo P
CiwvilFE R
ME FEEEN EEE
Figura 264. Vista del modelo del caso de carga. Fuente: (CIVILFEM 2018).
Paso No.7

Realizar el analisis y generar informes. Para realizar el andlisis se debe seleccionar la pestafia
de Célculo dentro de ella esta el botén de Comenzar el cual ejecutara el analisis y pedira que se

guarde el modelo en la carpeta deseada.
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@ |2 CivilFEM 2018 SP1 - triangulo.cf Herramientas de caso de carga

Entorno Geometria Meodelo Mallado Cargas Calculo Resultados Post-proceso Vista Herramientas de caso de carga

@ X= ' E | Cargar archivo | [[] crear | | Cargar archivo de reinicio
[ [ Comprimir ficheros de resultadod ‘
Configurar || Salida Petener | Monitor de | 7 Ceer
estructural convergencia

|

Figura 265. Boton de inicio del analisis. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Los resultados se presentan en la pestafia Resultados. Los resultados estan divididos de la

siguiente manera, los que estan en subrayados son los determinados en la seccién 7.1.3.

e Resultados Nodales

o Componente de desplazamiento en x.

o Componente de desplazamiento en .

o Componente de desplazamiento en z.

o Componente x de la fuerza de reaccién.

o Componente y de la fuerza de reaccion.

o Componente z de la fuerza de reaccidn.

o Desplazamiento total
o Fuerza de reaccion total.
e Resultados de Elemento.

o Componente x de la tensién

o Componente v de la tension

o Componente z de la tension.

o Componente xy de la tension.

o Componente zx de la tensidn.

o Componente yz de la tension.

o Tensidn equivalente de VVon mises.

o Tension de presion equivalente

o Tensidén principal minima.

o Tensién principal intermedia.

o Tensidén principal maxima.

o Componente x de la deformacién

o Componente v de la deformacidn.
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Componente z de la deformacidn.

Componente xy de la deformacion.

Componente yz de la deformacién.

Componente zx de la deformacién.

Deformacidn principal minima

Deformacidn principal intermedia

Deformacion principal maxima

Entomo  Geometria  Modelo  Mallado  Cargas  Calculo Postproceso  Vista | Herramientas de caso de carga stilo
|5 Cargar archivo [Resuitado de extremo ~ {88 176011 Auto. escala I % > - % N == ? @
Archivo:|Caso de cargarct - |componente X de Ia tensién To |auto.rango | FE] Media ; . izar corte
S Dibujar Ocultar Histérico Dibujar |||.— | (= ‘ Informacién  Listar
| 4 P B Act/Desact ) Lo G Ajustes ~ 3 s 5

Figura 266. Vista de la pestafia de resultados. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Para comprobar que efectivamente los resultados de la seccién 7.1.3., son iguales a los del

programa se comprara el esfuerzo de VVon Mises.

9 Vista del modelo

Case de carga - Mises =

o

Tension equivalente de von Mises (Pa)
1.549e+04
1.464e+04
1.378e+04
1.292e+04
1.207e+04
1.121e+04
1.035e+04
9497

Figura 267. Resultados de la Tension equivalente de Von Mises. Fuente: (CIVILFEM 2018).



4 Vista del modelo Caso de carga - Mises

Tension principal maxima (Pa)

7461
6967
6472
5978
5483
4989
4494
4000

Figura 268. Resultados de la Tension principal maxima. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Elemento 1
o’Von Mises = 15491.93338 Pa
Omax = 8944.27191 Pa
Omedio = 0 Pa
Omin = —8944.27191 Pa
Elemento 2

o’ Von Mises = 6928.20323 Pa
Omax = 4000 Pa
Omedio = 0 Pa

Omin = —4000 Pa

8944 CivilFER
8450
7955

443
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7.2. Teoria de placas

En la década de los afios sesenta se introdujeron las primeras aplicaciones de analisis de
placas por el método de elementos finitos, la principal dificultad en aquella época y en los afios
siguientes era la capacidad de procesamiento de las computadoras, ya que entre mas elementos
mucho mas tiempo de espera, por lo que el tener muchos elementos implicaba altos costos
(Zienkiewicz & Taylor, 1994).

Los elementos tipo placa o lamina son elementos tridimensionales particulares, en aquella
época era muy costos realizar analisis de elasticidad tridimensional a los elementos estructurales
que poseen forma de placas, ya que estas generan un gran numero elementos de dimensiones
pequerias, por lo que se tuvo la necesidad de analizar las placas como elementos tridimensionales
particulares, es de esto que surgen las primeras adaptaciones de las teorias presentadas por
Kirchhoff (placa delgada), en 1850, y las posteriores presentadas por Reissner y Mindlin por los

afios de 1945 y 1951, respectivamente.

La adaptacion de estas teorias (Kirchhoff y Reissner-Mindlin), en el MEF permiti6 analizar
estructuras complejas compuestas por placas utilizando menor cantidad de recursos (tiempo de
procesamiento). Hoy en dia aun es un desafio reducir el tiempo de andlisis por lo que estan
surgiendo nuevos métodos tal es el caso del método IGA (Isogeometric Anlysis), (Hughes, Cottrell,
& Bazilevs, 2005), (Cottrell, Reali, Bazilevs, & Hughes, 2006).

A continuacion se presentard la teoria de placas delgadas de Kirchhoff para elementos
rectangulares y posteriormente en la seccion 7.3., se disefiara un elemento estructural tipo placa al
que se le obtendran las areas de acero utilizando el software CIVILIFEM, la teoria de Placas de
Reissner-Mindlin no se desarrollara por ser un tema que corresponde a cursos avanzados de

elementos finitos que no pertenecen al nivel de licenciatura que es el proposito de esta guia.

7.2.1. Teoria de placas delgadas (Teoria de Kirchhoff)

La teoria de Kirchhoff se aplica a placas con espesores menores o iguales al 5% del promedio
de la longitud de los lados, para placas con espesores entre 5% y 10% o incluso mayores se debe

utilizar la teoria de placas gruesas o bien los analisis tridimensionales.
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La teoria de Kirchhoff se obtiene de los conceptos de curvatura de la viga elastica. Para ello

se analiza una porcion de la placa tal y como se ve en la siguiente figura.

' Plano medio

X,

Figura 269. Placa de seccion rectangular. Fuente: (Ofiate, 2016, pag. 8.2).

Las hipdtesis que se plantean en la teoria de Kirchhoff son las siguientes.

1. El eje neutro (plano medio), de la placa no sufre esfuerzos.
2. No existe esfuerzo en el eje z.
3. Existe una pendiente de curvatura que es igual al angulo de la normal al eje de

curvatura.

En la siguiente imagen se pueden observar las hipotesis planteadas.

\ i X u
- <yesOf | Deformada real
EsP ‘ de 1a normal
- P __Deformada supuesta
OYZ'HT de la normal

Figura 270. Deformacion del eje Neutro de la placa (Plano medio). Fuente: (Ofiate, 2016, pag. 8.2).
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En donde las pendientes de los ejes son iguales al desplazamiento angular del plano
perpendicular al eje.

_aw

_(')W
~ Ox Y

0, —@

Oy

Siendo el vector de deformaciones tal y como se muestra a continuacion.

{7

Dejando las deformaciones en x, y en términos del eje z, de la siguiente manera.

w
a= [aw/ax
ow/dy

Figura 271. Porcion de la figura 270. Fuente: (Ofate, 2016, pag. 8.3).

ow
u = —Zex = —Za
ow
V= —Zgy = _ZE

En la seccidn 6.5., se presentd la teoria de deformacion de tension plana para la cual se
cumple la condicién que o, = 0, ya que una de la hipdtesis de placas delgadas tiene la misma
condicion que el andlisis de tension plana, entonces es posible utilizar la misma relacion tal y como

Se muestra a continuacion.

o

B I e T

M: A 1 A

Vry Y|t dy||_, W
d d d d|l[7%5y
i B
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Ex 0w

Vxy

Tension plana (o, = 0):

Ex = E (0x — Vay)

gy = E(O'y —Vvay)

2(1+v)
Vxy = TTxy

En su forma matricial se despeja para los esfuerzos.

SX 1 1 -V 0

Ux
ay]
0 0 2(1+v)

Txy

Vxy

Ox 1 —v 0 17 r&x
[ay I [ ]
Txy 0 0 2(1 +v)l Vxy
1 v 0
0. &
sl E [v1 oS
Y11= 1 — 2 1—v y
Txy 0 0 > Yy

En donde los esfuerzos o, y o, son axiales y el esfuerzo t,,, es el esfuerzo cortante.
Haciendo un diagrama de cuerpo libre a una porcion de la placa se pueden observar los esfuerzos

tal y como se muestra a continuacion.
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a) b)

Figura 272. Esfuerzos y momentos de la placa a) axiales b) cortantes. Fuente: (Ofiate, 2016, pag. 8.5).

En la figura 272a, se pueden observar los esfuerzos axiales y momentos flectores y en la
figura 272b, se observan los esfuerzos flectores y los momentos torsores. Para obtener los

momentos flectores se debe integrar el espesor de la placa tal y como se muestra a continuacion.

[ Mx
O'f= My]zfz
t
2

| Mxy
[ Oy Ex
oy | = [D] gy]
| Txy Yy
t
Mx T 2 Ex
af—[My = JZ[D] Ey]dz
Mxy t yxy
2
0%w 0°w
0x? 0x2
Ex 0%w 2%w
=& |=| —z=— |=—z| =— |=—-2¢
Yey ayz ayz f
) 0°w ) 0°w
Zayax_ | Jydx]
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t t
Mx 2 2 £3
of = AI/\I/IJ?/y = —! z°D¥;dz = ftzzdz D&, = ED’éf
2 2

La ecuacion diferencial se obtiene del trasladar la deflexion de vigas elasticas a placas

elésticas (Zill & Wright, 2015, pag. 204).

4

EI@—CI:O
d3s
EI@—V(X)ZO

2

Eld(S M =0
dxz (.X)—

En dénde EI es la rigidez de la viga, & es la deformacion vertical de la viga, V(x) es la

funcion de cortante, M (x) es la funcion de momento flector, g es la magnitud de la carga distribuida

y x es la variable independiente de longitud.

Por manipulaciones matematicas y observando el diagrama de cuerpo libre de la siguiente

figura se puede llegar a plantear las EDP de deflexion de placas.

En donde Qy, @y, son los cortantes, los términos M,., M,,, son los momentos flectores y g, es

la magnitud de la carga distribuida.

M My
By dy) dx

Y

(My+ 3y dy) dx (M +

M, dy

M, dx

Xy

Figura 273. Diagrama de cuerpo libre de la placa. Fuente: (Ofiate, 2016, pag. 8.7).

La ecuacion diferencial para el momento flector en términos de la carga distribuida es el

siguiente.
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0*Mx ) 02Mxy N 0°Mx
dx? dyox ay? 1

La ecuacion diferencial para la deflexion de placas en términos de la matriz constitutiva y la
carga distribuida es la siguiente.

0*w N o'w  d'w _ q
ox* dy20x?  ay* t°
—D
12
-t
Df =—D
712
~ Et3

D= ——
7121 —v?)

La ecuacion del cortante en términos de la matriz constitutiva es la siguiente.

__p 63W+ 3w
Qx = 0x3  0xdy?

- 63W+ 3w
Oy = dy3 = 0yox?

Los esfuerzos cortantes maximos debido al cortante se obtienen con la siguiente expresion.

3 Qx

(Txz)max = ET

3Q
(Tyz)max = ETy

7.2.1.1. Elemento rectangular

La formulacion matricial del MEF para placas se obtiene de manera mas sencilla utilizando
elementos rectangulares de 2a por 2b. En la siguiente figura se presenta un elemento reactangular
en un sistema de coordenadas locales parecido al presentado en el capitulo 5.



Figura 274. Elemento rectangular con coordenadas naturales. Fuente: (Ofiate, 2016, pag. 8.11).
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La funcién de forma para el desplazamiento w en terminos de las coordenadas es el siguiente.

En donde,

Las deformaciones por flexion se obtienen por las siguientes expresiones.

4 w;i
w= Z[Ni + N, + N [exi]
i=1 Hy'

2

= A+&HA+ nin)(2 + &&E+nin — 52 _ 772)

2

l

7 - a(¥? —DE+ A +nm)

7 - b(n* — D(n +n)(A + &)
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0w
 ox?
. a%w - ©
Ef = —a—yz = Z B,al
2w | 7
dyox
[ 9°N; 9°N, 9°N; ]
dx* dx? axi
9°N;, 9°N, 9°N,
By =\ - P N T2
y y 3’_
9°N;, 9°N, 9°N;,
L Odydx Jdydx dyox]
2 2 20 1
_6 N; _6 N; _ 0°N;
x> ay* dyox
2 2N 2
B — _aNJ _6Nj _ 0°N;
g dx° ay* dyox
% 2% 2%
_6 N; 9°N; _2 9°N;
dx* ay* dyox]

La relacién que existe entre las derivadas segundas y las coordenadas naturales es la
siguiente.

92 1 07
x2 a2 9&2
92 1 0°
dy? b2 on?
02 1 92

dydx _ ab d&dn

En la seccion 6.4., se presentd la forma matricial de la forma débil del MRP tal y como se
muestra a continuacion.

f (Bj©][0©)][Bi®][a®]dq = f [Nj©]oda - R
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La transformacion de la forma matricial para el anélisis de placas queda de la siguiente forma.

[ 18701 [0, i@ axdy = [ [Wj@]qdxay &
A®) A®©

La matriz de rigidez del elemento.

e = [ 8] [p,] [5i][a]dxay
A®)

5. - Et3
I 71201 —v?)

La forma maés sencilla de obtener la matriz de rigidez del elemento es sumando la matriz de

rigidez por cada nodo, al ser cuatro nodos son cuatro matrices de rigidez las que se deben sumar.
krzenz = Dp(Ky + k5 + K5 + k)

El vector de fuerzas nodales es el siguiente.
P;
f}' = Mxi
My,
El vector de fuerzas cuando existe una carga distribuida en el area.
Nj

qu:_[ q Nj qdxdy
A©

Nj
La matriz final que se espera de la sumatoria de los dos vectores de fuerzas es de 12x1.

La matriz global del sistema se obtiene tal y como se describio en la seccion 2.2.4.

7.2.2. Teoria de placas gruesas Teoria de Reissner — Mindlin.

La diferencia entre la teoria de placas gruesas y delgadas radica en la hipdtesis de la
deformada del eje neutro de la placa. En la teoria de placa delgada el eje neutro tenia una pendiente

igual a la deformacidn angular de la placa, en el caso de la teoria de placas gruesas esta hipdtesis
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se desecha y se asume que existe un giro y el eje neutro ahora se le conoce como plano medio. Esto

entonces provoca que la hipotesis del plano perpendicular deje de ser cierto para las placas gruesas.

A continuacion se compara las deformaciones del eje neutro para placas delgadas y el plano

medio para placas gruesas.

w

Plano xz: {?x:;l'l—‘ .
O In
n (.'5,(’

Plano medio

Deformada real
" de la normal

__Deformada supuesta
de la normal

(Plano yz: U}.=l‘_jl;—;v @)

Figura 275. Deformacion de la placa gruesa. Fuente: (Ofiate, 2016, pag. 8.26).

n
n' n\ y | u=-2z0,
. Normal / Plano - \
()K=""_i ~ inicial medio 0y
z
e -
A u X, u

lx).eformada real
de 1a normal

P _ Deformada supuesta
0= de la normal

Figura 276. Deformacidn del eje Neutro de la placa (Plano medio) Figura repetida
(Fig. 270). Fuente: (Ofate, 2016, pag. 8.2).
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7.3. Disefio de zapata excéntrica aislada

El disefio de domos, losas y cimentaciones son de las principales aplicaciones que se tienen
del andlisis de placas por elementos finitos. Para el disefio de esta zapata se presentan los resultados
del &rea de acero con el programa de CiviFEM. La teoria que se usara para el analisis es la teoria
de Winkler. Esta teoria se base en que el suelo se comporta como un resorte tal y como se muestra
en la siguiente figura, el valor del resorte se obtiene por medio de la aplicacion de la placa de carga
en el suelo (Das, 2012, pag. 280). La constante del resorte kg, esta en términos de kgf/cm?/cm,

también conocido como mddulo de balasto (kgf /cm3).

= ]

4.

Figura 277. Representacion gréfica de la teoria de Winkler. Fuente: El Autor.

Diversas investigaciones proponen diferentes maneras de obtener las constantes para el
modulo de balasto (Otalvaro & Nanaclares, 2008), para el caso de este ejemplo se usara la tabla
No 3, la cual relaciona el valor soporte permisible del suelo g,erm, con el modulo de balasto,
algunos valores de carga ultima del suelo q,,, se presentan en la tabla No.2, en la siguiente ecuacién

el termino FS, representa el factor de seguridad el cual puede estar entre 2 y 4.

_qu
Aperm FS



456

TablaNo.2 Valorde carga ultima segun tipo de suelo

Material del suelo Ton/m2
Roca sana no intemperizada 645
Roca regular 430
Roca intermedia 215
Roca agrietada o porosa 22-86
Suelos gravillosos 107-64
Suelos gravillosos con mucha arena 43
Suelos arenosos 32-64
Arena fina 22-43
Suelos arcillosos densa 53
Suelos arcillosos duros 22
Suelos limosos densos 32
Suelos limosos densidad media 16

Fuente: El Autor.

TablaNo. 3 Tabla de conversién de Valor permisible a Médulo de Winkler

Esf. Adm. [ M. Winkler| Esf. Adm. | M. Winkler| Esf. Adm. | M. Winkler
kg/cm2 kg/cm3 kg/cm2 kg/cm3 kg/cm2 kg/cm3
0.25 0.65 1.55 3.19 2.85 5.70
0.30 0.78 1.60 3.28 2.90 5.80
0.35 0.91 1.65 3.37 2.95 5.90
0.40 1.04 1.70 3.46 3.00 6.00
0.45 1.17 1.75 3.55 3.05 6.10
0.50 1.30 1.80 3.64 3.10 6.20
0.55 1.39 1.85 3.73 3.15 6.30
0.60 1.48 1.90 3.82 3.20 6.40
0.65 1.57 1.95 3.91 3.25 6.50
0.70 1.66 2.00 4.00 3.30 6.60
0.75 1.75 2.05 4.10 3.35 6.70
0.80 1.84 2.10 4.20 3.40 6.80
0.85 1.93 2.15 4.30 3.45 6.90
0.90 2.02 2.20 4.40 3.50 7.00
0.95 2.11 2.25 4.50 3.55 7.10
1.00 2.20 2.30 4.60 3.60 7.20
1.05 2.29 2.35 4.70 3.65 7.30
1.10 2.38 2.40 4.80 3.70 7.40
1.15 2.47 2.45 4.90 3.75 7.50
1.20 2.56 2.50 5.00 3.80 7.60
1.25 2.65 2.55 5.10 3.85 7.70
1.30 2.74 2.60 5.20 3.90 7.80
1.35 2.83 2.65 5.30 3.95 7.90
1.40 2.92 2.70 5.40 4.00 7.80
1.45 3.01 2.75 5.50
1.50 3.10 2.80 5.60

Fuente: El Autor.
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Es importante aclarar que los valores presentados en la Tabla No. 2, no deben ser usados para
el disefio sin un estudio previo del suelo, los valores de carga ultima q,,, se obtiene en funcién de
los parametros proporcionados por un estudios de suelo como la cohesion, el &ngulo de friccion, la
densidad, la profundidad a la que se cimentara, el tipo de cimentacion que se usara asi como la
cercania del manto fredtico o laderas. La ecuacién propuesta por Terzaghi es la que permite

relacionar todos estos valores (Das, 2012, pag. 133), para el siguiente ejemplo esto no se tomara
en cuenta y se usaran valores arbitrarios.

La zapata aislada excéntrica tendra los siguientes datos de disefio.

A+

o
l
Myl ]
. 4L

Figura 278. Valores de disefio de la zapata. Fuente: EI Autor.

P "=CS=CV+CM+CSy+ 03CSx =38.12 Tonf
My = M(sy—y) + 0.3M5x_y) + M(cs—yy = —3.36 Tonf —m
D=1m
Ye = 2.4 Tonf/m3
¥s = 1.4 Tonf /m3
f'c =4000 psi
fy = 60000 psi

Aperm = 2.1 kgf/cm2
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En donde My es el momento sobre el eje y, el cual es el resultado de la sumatoria del
momento generado por el sismo en y, y el treinta por ciento del momento en el eje y que genera el
sismo en el eje x y el momento que genera la carga de servicio, esta combinacion se usara para
comparar la presion sobre suelo y el valor soporte permisible del suelo g, El valor P’ representa
la sumatoria de las cargas de servicio (viva y muerta), y las cargas que generan los sismos. El
desplante esta representado por D, las densidades del suelo y la del concreto estan representados
por los términos ys Y y,., respectivamente. El esfuerzo ultimo del concreto a compresion y el

esfuerzo de fluencia del acero estan representados por f'cy fy.

7.3.1. Disefio por método tradicional

Para el disefio de la zapata aislada excéntrica se usa el codigo ACI 318 — 2014. A

continuacion se presenta el armado que se obtuvo en el disefio ver Anexo 4.

REFUERZO:
#4 @ 25

[F 3 . . 3 - . q]

b s &4 8 8 8 & - L] [ J]
1.00 —— REFUERZO:
#6 @ 14

2.00

7( #4 @ 25

Figura 279. Detalle de armado eje x —x . Fuente: El Autor.

CAMA SUFERIOR

om

CAMA INFERIOR

cm primer metro

cm resto



459

REFUERZO: CAMA SUPERIOR
N 44 @ 25 om

0.50

| REFUERZQO: CAMA INFERIOR
#4 @ 25 cm
4.00

Figura 280. Detalle de armado eje y -y, resultado del método tradicional. Fuente: El Autor.

7.3.2. Disefio utilizando el analisis de placas por el MEF por medio de un software de

disefio.

En la seccion 6.5.2.1., se explicé como hacer un analisis bidimensional con el Programa de
CivilFEM, por lo que en esta seccion solo se describira las partes mas relevantes que varien con el

analisis de placas con respecto al bidimensional.

En esta seccion el objetivo es presentar como hacer el analisis de placas y calcular las areas

de acero utilizando los pardmetros de la norma del ACI 318 — 2014.

Tal y como se realizo en la seccion 6.5.2.1., el procedimiento se explicara con una serie de
pasos.

Paso No.1

Seleccionar el tipo de andlisis que se desea hacer, para este caso se realizara un analisis de

tipo estructural, estatico en tres dimensiones.
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‘ Modelo bidimensional L Modelo tridimensional

el Transitorio

J| La hiztoria de cargas depende del.
J tempo

@Eﬁ)‘ Los casos da cargas o dependen del | \'ﬂ.

Est4tico / Estacionario

Modal Arménico Pandeo
& Famss rias e viraidny sus "y P caras cicieas #+. Fomas propias de pandeo y cargas
§ encias A . criticas
Estructural Filtraciones Térmico
Anglisis estructural Andlisis de Huauunesw.md ral de. Angiisis témico / estructural
| Ll agua en medios porosos
—

| Aceptar H Danxxlari‘

Figura 281. Seleccion del tipo de analisis en el programa CIVILFEM. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.2

Configurar el entorno de trabajo, para este caso se usara un sistema de coordenadas
cartesianas, unidades de medida de fuerza en Newton, esfuerzo en Pascal, longitud en metros y
norma de disefio de concreto ACI 318 — 2014.

La configuracion del entorno de trabajo se realiza en la pestafia entorno.

CivilFEM 2018 SP1

Modelo Mallado Cargas Calculo Resultados Post-proceso Vista Herramientas de elemento estructural

PEISIS T - Estructural

@ @ ormigéhrarmado E
Y¢ [Global Cartesian ||| &t Aceroestructural  |Eurocedigo 3 (EN 1993-1-120 ~ | [V] Actualiza modelo

Cartesiano Lilindrico Esférico
gj Hormigon pretensado |Eurocodigo 2 (EN 1992-1-1:20¢

R
lormativa

Figura 282. Configuracion de la pestafia Entorno del programa CIVILFEM. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.3
Dibujar la geometria de la zapata excentrica aislada presentada en la figura 279 y 280.

Primero: Seleccionar la opcion de creacidn de superficie por puntos tal y como se muestra en

la siguiente figura.
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Herramientas de elemento estructural

Mallado Cargas Calculo Resultados st-proceso Herramientas de elemento estructural

&EOQNWWD@

Eje Polilinea Curva Curva Arco Circunferencia || Tridngulo Cuadrilatero| Circulo o Superficie Reglada Superficie Superficie Primitivas Cosido de
4 Spline Bézier ~ o elipse ™ x elipse~ poligonal ™ BSpline  Bézier b superficies
[d | cuad.(PPPP) UpeTTicies

& X B4 vista del modelo [ | cuad.(pPP)
s [ | cuad.(Pn)

Figura 283. Seleccion de la opcidn crear una superficie por puntos en la pestafia entorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Los puntos que se deben crear son (0,0,0), (2,0,0), (2,4,0) y (0,4,0) dando como resultado lo
siguiente.

@ = : CivilFEM 2018 SP1 Herramientas de geometria
Ents Mallado Cargas  Célculo Herr Estilo ~ @
. @ Q Y@ d () 3)) e
Extension Rectangulo  Crear Crear plano i i idades | Linea de | Editor Vista de|Utilidades Reinicializa
Q Alejar vista  de corte™ 4 del madelo|cemandos|de script| grupos | de vista el HUD

Barras de herramientas

Superficie

Tipo Cara cuadrangular Grupo por defecto -

Nombre Superficie ‘ Al Mombre | Tipo |
B Puntol mgsuperh(ie Superficie
Tipo Punto por coorden
Nombre SPunto (1)
Coorden... T (0,0,0) m
B Puntoz
Tipo Punto por coorden
Nombre SPunto (2)
Coorden... 0 {2,0,0) m
B Punto3
Tipo Punto por coorden
Nombre SPunto (3)
Coorden... 0 (2,4,0) m
5]
Tipo Punto por coorden
Nombre SPunto (4)

Coorden.. [ (0,4,0) m

Atributos geométricos

i

Figura 284. Superficie de la zapata en la vista modelo. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.4

Crear las propiedades del modelo.
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Dentro de las propiedades se encuentra el crear el tipo de material de la superficie, para este

gjercicio se usara un concreto de 4000 psi y un acero de refuerzo de 60000 psi.

| CRZﬁ FEM 2018 S

@@@W@@'

Acero Hormgon Acero  Acero Roca Suelo | Genérico
armar pretensar

Materiales

Figura 285. Pestafia para crear materiales. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

del concreto y del acero de refuerzo.

HES Gl=:
[+] [+ZF
Hormigon Acero armar
Nombre f'c = 4000psi MNombre fy = 60DDOpsi
Normativa ACH Normativa ACI [~]
Material fc=4000psi [ -] Material fy = 60000psi
Material Normativa
a) b)

Figura 286. Pestafia para crear materiales a) Concreto b) acero de refuerzo.
Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.5

Crear el mallado del modelo.
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Primero: Para crear el mallado del modelo se debe asignar a la superficie que tipo de
elementos estructurales es, para el ejemplo que se esta desarrollando el elemento estructural es una

placay se crea a partir de una superficie.

e e CivilFE
Entorno Geometria Cargas Calculo

Viga Barra | Placa | Solido Cable

@ Placa :
Crea el elemento estructural para

obre Ok [Shift + Enter], J

una placa

Acero armar
Nombre Presione F1 para obtener ayuda

Figura 287. Opcion para crear un elemento estructural tipo placa. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de un elemento estructural tipo placa.

Propiedades x
Placa
Nombre Placa
Material f'c = 4000psi
Espesor 05 m

Geometria Aux. [
=l Geometrias (1)
Superficie

o L) X

Figura 288. Ventana de propiedades de la opcion de crear una placa. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Segundo: Después de crear la placa se le debe asignar el resorte sobre la placa. Utilizando la

tabla No. 3, el mddulo de balasto es 4.20 kg /cm3.
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CivilFEM 20 1 Herramientas

Entorno Geometria Modelo Cargas Calculo Resultados Post-proceso Vista Herramientas ¢

_ [
2 & 2 D i

ﬂ 49 @ ? ﬂ & @ . % Tl Mallador MSC Mentat™ b

Viga Bara Placa Sélido Cable || Unisn Masa Insercion|Muelle| || Contacto mnpodee'emento Mallar Eliminar

mallado

%, | Muelle nodal

%, | Muelle rot. nodal

%, | Muelle puntual

Placa %, | Muelle rotacional
Nombre Placa
Material f'c = 4000psi

Geometria [ Superficie

W, | Muelle lineal

%, Muelle superficial

Espesor vari.. [ W, Muelle superficial

Presione F1 para obtener ayuda

Espesor 05 m

Figura 289. Opci6n para crear un elemento estructural tipo placa. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de un elemento resorte.

=
Muelle superficial
Mambre Muelle en superficie
Elemento estructural 1 Placa
Tipo de muelle Al suelo
K 4.2 kp/cmjcm? |
X
Y
z

K
Rigidez del muelle

o 2 K

Figura 290. Ventana de propiedades de la opcion de crear un resorte de superficie.
Fuente: (CIVILFEM 2018).

Tercero: Después de crear la placa se debe configurar el mallado que se desea, esto se hace

seleccionando la placa creada en la ventana de entidades del modelo.



Vista de grupos

Grupo por defecto i
4| Nombre | Tipo
b | &P Placa Flaca

s v

Figura 291. Seleccion del s6lido creado desde la ventana de entidades del modelo. Fuente:

(CIVILFEM 2018).

Al seleccionar la placa creada en la ventana de propiedades apareceré lo siguiente.

Placa

Nombre Placa
Material f'c = 4000ps=i
Geometria [ Superficie
Espesor variable

Espesor 05 m

Sistema de coor... Global Cartesiano
Desplazamiento O m

Armadura a flexion

Armadura a rasante

Armadura a cortante

Angulo de biela... 45 ¢

= Controles de mallado

Control Parasolid

=
Tipo dee.. Triangulo
Automati...
Tamafio... 1 m
Toleranc... Om
Chequeo ...
Formato ...
Aprox. di...
Controles d... (0]
Info. Malla

Parametros

Figura 292. Configuracion de las propiedades del mallado

. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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La configuracion del mallado se explicé en la seccién 6.5.2.1., para este ejemplo se usaran

elementos lineales cuadrilateros de 0.20 metros.

Tercero: Seleccionar la cantidad de nodos del elemento se utilizaron elementos cuadrilateros
de cuatro nodos, entonces se seleccionara un elemento de tipo lineal, esta seleccion se hace desde

la pestafia de mallado.

CivilFEM 2018 SP1 - CUNA ESTRUCTURAL cf Herramientas

Mallado Cargas Calculo Resultados Post-proceso Vista Herramientas d

{ . [ -
= % B - = o

fa ‘% y 20k Mallador MSC Mentat™ b | 58
n @ % % ’ 2 %

v | Mallar Eliminar
mallado

Unién  Masa Insercion Muelle || Contacto|| "3 7ipo de elemento |Line

- -

SUtiigagoes gel oeio |
Arfodeataeniaiyoctimeid Dvvescs e a0 AIasrvooen e R

Cantidad de nodos por elemento, cuando se utiliza la
configuracion lineal, significa que si es un elemento
cuadrildtero entonces tendra cuatro nodos y si es cubico
tendra ocho nodos.

Figura 293. Seleccion de la cantidad de nodos por elemento. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Cuarto: Ejecutar el mallado, ya que sea configurado el mallado y seleccionado la cantidad de
nodos se procede a ejecutar el mallado, para ello se utiliza el boton mallar mostrado en la pestafia

mallado.

‘G Mallador MSC Mentat™ b ~ @ m
mﬂpode et Mallar Eliminar

mallado

AL ont b nt

Figura 294. Ejecutar el mallado de la placa. Fuente: (CIVILFEM 2018).

El resultado de crear el mallado sera el siguiente.
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G ==
(e
Entorno

Geometria  Modelo [EUCICNTMM  Cargas  Calolo estilo ~ @
BPLYY WDP % |4 oue
Viga Bara Placa Sélide Cable || Unién Masa Insercion Muelle || Contacto z}-,‘-mdgm,,‘e,m Mallar Eliminar || Chequeo Chequeo || Fusior
< B mallado || de la malla de nodos || nudos
i ar malla.
Propiedades rx PECECLE TN Monitor de Fuerza Residual
&
Default group
‘ ‘l Nombre | Tipa |
[ » ], spring on surface Muelle
= p
bl A :, ;
m @.. < ESPIEISEN [ Entidades del modelo

Figura 295. Resultado del mallado de la placa. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Paso No.6

Asignar las cargas y condiciones de contorno.

Primero: crear el grupo de cargas, desde la pestaria de cargas.

~ CivilFEM 2018 SP1 - cu

Modelo Mallado Calculo

leracion Espectral Carga de Grupo de Grupo de cond.
¥ pretensado™ cond. contorno iniciales de filtraciones

Figura 296. Creacion de grupo de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendra la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de un grupo de cargas.
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Propiedades x
Grupo de cargas
Nombre Cargas estructurales

Mombre

o Fu K

Figura 297. Ventana de propiedades en la creacion de grupo de
cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Segundo: Crear la carga nodal de 39444.44 N colocada en 9 nodos, la carga de momento
nodal sobre el eje y es de 3661.11 colocada en 9 nodos y la carga por gravedad. La carga nodal se
crea al seleccionar desde la ventana de entidades del modelo, después de la seleccion entonces

aparecerd la pestafia de herramientas de grupo de cargas.

'.Lj e -)s CivilFEM 2018 SP1 - cu.
Entornc Geometria Modelo Mallade Cargas Cal
¥ KR $ F
AN 1
X% ¢ A LA £ X
Borrar Copiar | Carga |I‘-.-1:-mer't:- Cargas Momento Temperatura Quitar |
simple ™ simple ™ lineales ™ nea ]
Carga puntual =
Propicdades S5 | Carga nedal 4 Vista del modelo

Figura 298. Crear carga nodal desde la herramienta de grupo de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de configuracion se presentara de la siguiente manera. La direccion es (0,0, —1)
para la carga nodal y la del momento es de (0,-1,0). También se debe asignar una carga de superficie

debida al peso del suelo la cual tendra vector (0,0,-1) y una presién de superficie de 13720 Pa.



carga viva -
Mombre carga viva
Tipo Cargas de tipo estructural
Convertir @ masa
Fuerzas seguidoras
= Cargas 3]
= Load on nodes
Mombre Load on nodes
Tipo de carga Carga en nodos

Sist. Coordenadas  Global Cartesian

Direccion [0, 0, -1]
Carga 39444 4 N
MNodes 0 (9)
=] Moment on nodes
Mombre Moment on nodes 3
Tipo de carga Carga en nodos 1

Sist. Coordenadas  Global Cartesian

Eie [0,-1,0]
Momento 3661.11 N-m
Modes 0 (9)
= Carga en una superficie
Mombre Carga en una superficie
Tipo de carga Carga por unidad de supe...

Elemento estru... [ Placa
Superficies [ (1)
Orientacion Paralelo a un vector

Sist. Coordenadas  Global Cartesian

Direccian [0, 0,-1]

Carga 13720 Fa

Proyectada B
Gradiente

Eje

Direccion del eje del momento

Figura 299. Ventana propiedades de las cargas creadas. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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El resultado de crear las cargas es el siguiente.

e
C
Entorno metria

Geome o Mal
Borrar  Copiar rga Momento Cargas Moment
simple ™ si inesles ¥ s

PET

Temperatura Quitar | Copial

Tipo Cargas de tipo estructural
Convertir 3 masa
Fuerzas seguidoras | Tipo |
=] s 3) | [B8Gravity Aceleracion constante (global)
= Load on nodes ¥ | @ cargaviva Cargas de tipo estructural
Nombre Load on nodes
Tipo de carga Carga en nodos
Sist. Coordenadas  Global Cartesian
Di [0,0,-1]
394444 N
Nodes o (9
2  Moment des
Nombr Moment
Tipo de carga Carg:

Sist. Coordenadas  Global Cartesian

vttt e EEEE BE

Cargas

Conjunte de cargas estructurales L

» R el L Entidades del modelo

Progreso

Figura 300. Vista del modelo con las cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Tercero: Crear las condiciones de contorno en los nodos del contorno, las restricciones son

de desplazamiento horizontal en los ejes x, y.

Grupo de Aceleracion Espectral Carga de
cargas e

Figura 301. Crear grupo de condiciones de contorno. Fuente: El Autor.

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracidn cuando se seleccione la creacién

de un grupo de condiciones de contorno.
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Propiedades x
Es
BES

Grupo de cond. contorno

Nombre Grupo de condiciones de ...

o F) K

Figura 302. Ventana de propiedades al crear el grupo de condiciones de
contorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Las restricciones se crean después de crear el grupo de condiciones de contorno, la cual se
selecciona de la ventana de entidades del modelo, para crear las restricciones se selecciona el grupo
de condiciones de contorno y se crea desde la pestafia Herramientas de grupo de condiciones de

contorno, el contorno simple nodal.

E _—"CivilFEM 2018 5P1 - cu
. -

Entorno Geometria Madelo Mallado Cargas Calo

Borrar  Copiar |5im|::-|e| Lineal Desplazamiento Desplazamiento Quitar | Copi
i simple ™ en linea de

Puntual

fropiedades ———p Modal o x g4 Vista del mode

Figura 303. Crear la restriccion puntual desde la herramienta de condiciones
de contorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Para este ejemplo no se colocaran condiciones de contorno, pero el programa exige que se

creen antes de realizar el analisis.

Cuarto: Crear el caso de carga combinando el grupo de cargas y el grupo de condiciones de
contorno. Para crear el caso de carga se debe seleccionar la pestafia de cargas en el botdn de caso
de cargas.
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e PE s CivilFEM 2018
Geometria Modelo Mallado

Entorno Calculy Resultaocs

L T Jor | By _—
d. cont. Grupo de condiciones de col ™ Hi* ) @|

Grupo de Aceleracion Espectral Carga de Grupo de Grupo de cond. [7] En malla
cargas 2 pretensado~ cond. contorno iniciales de filtracione

SP1 - triangulo.cf Herramientas de grupo de condicione

Post-proceso Vista Herramientas de grupo de condicione:

gso de cargas <

Figura 304. Crear el caso de cargas desde la pestafia de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La ventana de propiedades tendré la siguiente configuracion cuando se seleccione la creacion

de un caso de cargas.

Propiedades X

Caso de cargas
Nombre Caso de carga

Nombre

o T K

Figura 305. Ventana de propiedades al crear el caso de cargas. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Cuando se haya creado el caso de carga entonces se le deben asignar el grupo de cargas y el
grupo de condiciones de contorno al caso de carga, para ello se seleccionard el caso de carga creado
desde la ventana de entidades del modelo, al seleccionar el caso aparecerd la pestafia de

Herramientas de caso de carga, dentro de esta pestafia se agregaran los dos grupos.

= CiwilFEM 2018 5P1 - triangulo.cf Herramientas de caso de carga

Geometria Meodelo Mallado Cargas Calculo Resultados Post-proceso

X @ * =

Borrar  Copiar Afadir Afadir cond. 4fadir cond. inicial Quitar Quitar cond. Quitar cond. iniciales Opciones de
carga  contorno de filtraciones  carga  contorno de filtraciones resolugién

Figura 306. Afadir al caso de carga las condiciones de contorno y
cargas estructurales. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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Las ventanas que apareceran al afiadir cada grupo son las siguientes, el factor que se aplicara
sera de 1.49, este factor es a criterio del autor ya que el proposito no es explicar el uso de las

combinaciones de cargas si ho simplemente es como crear los casos de carga.

Propiedades x
EE
[
Afiadir carga
Grupo de cargas Cargas estructurales m
Factor 1

Grupo de cargas

[ 7 X

Propiedades x

Fl=
I
Afiadir cond. contorno

Grupo de condiciones de contorno Grupo de condiciones de contorno | ~ |

Grupeo de condiciones de contorno

YASIP
b)

Figura 307. Ventana de propiedades al afiadir a) grupo de cargas b) condiciones de
contorno. Fuente: (CIVILFEM 2018).

También debe asignarse la carga por gravedad a la combinacién de cargas.

Paso No.7

Realizar el analisis y generar informes. Para realizar el analisis se debe seleccionar la pestafia
de Calculo dentro de ella esta el botén de Comenzar el cual ejecutara el analisis y pedira que se

guarde el modelo en la carpeta deseada.
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e =" = CivilFE 1 - triangulo.cf Herramientas de caso de carga

Entorno Geometria Modelo Mallado Cargas Célculo Resultados Post-proceso Vista Herramientas de caso de carga

= @ | F
[] Comprimir ficheros de resultadod
Configurar Salida petener | Monitor de

| "] rensiones | Cargar archivo [ "] crear | | Cargar archivo de reinicio

\ =
Archi ] Leer

estructural convergencia

Figura 308. Botdn de inicio del andlisis. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Los resultados se presentan en la pestafia Resultados. Los resultados estan divididos de la

siguiente manera.

e Resultados Nodales
o Componente de desplazamiento en x.
o Componente de desplazamiento en y.
o Componente de desplazamiento en z.
o Componente del giro x.
o Componente del giro y.
o Componente del giro z.
o Componente x de la fuerza de reaccion.
o Componente y de la fuerza de reaccion.
o Componente z de la fuerza de reaccion.
o Componente x del momento de reaccién.
o Componente y del momento de reaccion.
o Componente z del momento de reaccion.
o Desplazamiento total
o Reaccion total.
o Fuerza de reaccion total.

o Momento de reaccioén total

e Resultados de Extremo.
o Esfuerzo axial por unidad de longitud en la direccion x
o Esfuerzo axial por unidad de longitud en la direccion y

o Esfuerzo rasante por unidad de longitud en el plano xy
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o Esfuerzo cortante por unidad de longitud en la direccion x
o Esfuerzo cortante por unidad de longitud en la direccion y
o Momento flector por unidad de longitud en la direccion x
o Momento flector por unidad de longitud en la direccion y
o Momento torsor por unidad de la longitud en el plano xy
o Deformacion axial en la direccion x

o Deformacién axial en la direccién y

o Deformacion rasante en el plano xy

o Deformacion cortante en el plano xz

o Deformacion cortante en el plano yz

o Curvaturaenelejey

o Curvatura en el eje x

o Curvatura de torsion en el plano xy

e Resultados de Elemento.
o Componente x de la tension
o Componente y de la tension
o Componente xy de la tension.
o Componente zx de la tension.
o Componente yz de la tension.
o Tension equivalente de VVon mises.
o Tension de presion equivalente
o Tension principal minima.
o Tension principal intermedia.
o Tension principal maxima.
o Componente x de la deformacion
o Componente y de la deformacion.
o Componente xy de la deformacion.
o Componente yz de la deformacion.
o Componente zx de la deformacion.

o Deformacion principal minima
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o Deformacion principal intermedia

o Deformacion principal maxima

argas

|Resuitado de extremo ~ |l 176011 i .Corta siperiores
X de Ia tension M o T— _| Cortainferiores | Actualizar corte

O 2 Vista Lista

Figura 309. Vista de la pestafia de resultados. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Ya que lo que se esta analizando es una zapata, entonces lo primero que se debe chequear es
que el valor absoluto de la componente de desplazamiento en z, no sea mayor de una pulgada ya

que de ser mayor debe aumentarse el area de la zapata.

Vista del modelo

Componente Z del desplazamiento (in)

0.04591

-0.001682
-0.04928
-0.09687
-0.1445

Figura 310. Componente del desplazamiento en z. Fuente: (CIVILFEM 2018).

La mayor deformacion en valor absoluto que se obtiene es de 0.239 in por lo que el &rea de

la zapata es aceptable.
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Ya que el area de la zapata es aceptable, entonces se debe chequear el aplastamiento del

concreto. La compresion méxima del concreto es de 616 psi.

C el
4 Vista del modelo =

Tensioén principal minima (psi)
-1.083
-103.7
-206.3
-308.9

~J-411.5

Figura 311. Tension principal minima. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Para chequear el cortante o corte punzante, se debe seleccionar el disefio de cortante en la
pestafia de Post — Proceso en el boton de disefio de placas. En este analisis se busca saber cual es
la cantidad de acero que cubre el cortante, si el resultado del cortante del acero es igual a cero

entonces significa que el concreto soporta el cortante.

Para ello se seleccionan el cortante.

CivilFEM 2018 5P1 - zapata excentrica aislada.cf Herramientas de case de carga

Mallado Cargas Caleulo Resultados Post-proceso Wista Herramientas de caso de carga

aaee s T2

s || Chequeo Disefic Chequeo| Disefio |Diagrama de || Chequeo Disenio
vigas™ wigas™ placas™ |placas™ | interaccidn™ vigas  vigas

4 Vista del modelo ii

Asistente de
infarmes...

*3 | Wood-Armer

CEB-FIP

2

#1 | Dir. Ortogonales
*3 | Dir. Desfavorable
*»  Cortante

=

Rasante,

*) Cortante

Dimensiocnamiento a cortante de
placas de hormigén segln norma
activa

Figura 312. Seleccion del disefio de cortante. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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En el resultado se escoge la opcion de area por unidad de &rea de armadura, el resultado es

el siguiente.

Herramientas de caso de carg

e =™ =, ¥ CivilFEM 2018 SP1 - zapata excentrica aislada.cf
Entorno Geometria Modelo Mallado Cargas Calculo Resultados Post-proceso Vista Herramientas de caso de cargg
| Cargar archivo Resultado de extremo M| =1 0225 ¥Au104 escala | : x ; <
. , i e L L4
Arcwse_AG_M_DOPShear.c = 3 por unidad de area de armadura = 27.1996 IAuto. rango | % Media =
- = RS > Dibujar Ocultar Histérico Dibujar
W 4 P Wl Act/Desact £ emym: -l L Gt Ajustes ~ 2 il

Figura 313. Seleccion del analisis. Fuente: (CIVILFEM 2018).

4 Vista del modelo

Area por unidad de area de armadura de

10.2
8.503
6.803
5.102
3.401
1.70

0

vl FE R

4 )PShear

e EEme

Figura 314. Resultado del cortante. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Ya que el resultado es cero entonces, se puede afirmar que el concreto es capaz de soportar
el cortante, en la aparte de la columna se ignora el area propuesta ya que el acero de la columna se
hara cargo de cubrir ese esfuerzo cortante. Para obtener las areas de acero se selecciona en la

pestafia de Post — proceso el boton de disefio CEB — FIP, en esta opcidn el programa utiliza los
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momentos Y el codigo de disefio seleccionado para proponer el acero por flexion en las dos camas
y los dos ejes.

Mallado Cargas Calculo Resultados

4 @ &%

Chequeo Disefic Chequeo
vigas™ wigas™ placas™

=

¥,

Asistente de

‘Wood-Armer

CEB-FIP
o ¥* CEB-FIP

Vista del modelo (I

o Disefia |as placas de hormigdn
empleando el métode del cédige

G modelo

R{ Presione F1 para obtener ayuda

_.-""i'...r‘
Figura 315. Seleccion del disefio por flexion. Fuente: (CIVILFEM 2018).

s CivilFEN
Geometria Modelo Mallado Cargas
| Cargar archivo Resultado de extremo = W55 0225 Auto. escala |
nrchr@_m_m_[}cmcrcf Cuantia de armadura en [a dirszgon ) ~ ||| T 271996 Auto. rango | BF] Media
- : C
i 4 » B Act/Desact | £ Jomym -l Llo ik Ajustes ~

Figura 316. Seleccion del analisis. Fuente: (CIVILFEM 2018).

e Resultados de acero por flexion
o Cuantia de armadura en la direccion x cara superior
o Cuantia de armadura en la direccion y cara superior
o Cuantia de armadura en la direccién x cara inferior

o Cuantia de armadura en la direccion y cara inferior
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4

Vista del modelo P

Cuantia de armadura en la direccion

13.26
11.06
8.858
6.659
4.46
2.26
0.06062

CiwvilFEMN

14 DCEB

Vista del modelo

Cuantia de armadura en la direccion Y,

1.505
1.254
1.004
0.7527
0.5018
0.2509
.0_..

Figura 318. Cuantia de armadura en el eje y cara inferior. Fuente: (CIVILFEM 2018).
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1
a Vista del modelo

Cuantia de armadura en la direccién X, serior (cmzf?
2.463

2 G52 CiwvilFER
1.642
1.231
0.8209
0.4105

G EL LR o

Figura 319. Cuantia de armadura en la direccién x cara superior. Fuente: (CIVILFEM 2018).

Vista del modelo

Cuantia de armadura en la direccion X,
11.46
9.571
7.682
5.793
3.904
2.015
1263
.

CiwvilFEM

Figura 320. Cuantia de armadura en la direccién x cara inferior. Fuente: (CIVILFEM 2018).

_DCEB
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7.3.3.

Comparacion de resultados del armado.

REFUERZD: CAMA SUPERIOR

#4 @ 25 cm

—— REFUERZO: CaMA INFERIOR
#5 @ 15 cm primer metro

2.00

#4 @ 18 cm resto

Figura 321. Detalle de armado cuantia del eje x —x, resultado del MEF. Fuente: El Autor.

REFUERZO: CAMA SUPERIOR

#4 @ 25 om
3 I e . - aq]
b!!!!!!.c -ﬂ
1.00

CAMA INFERIOR

cm primer metro

~— REFLIERZO:
46 @ 14

2.00

cm resto

,(L 44 @ 25

Figura 322. Detalle de armado cuantia del eje x — x, resultado del método tradicional. Fuente: El Autor.
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V 1.00 V
4 4 REFUERZO: CAMA SUPERIOR
— #4 @ 14 om metro central
0-50 [ [ [ ] [ ] [ ] L ] [ L ] [ ] L ] L ] [ [ ] [ ] L ] #4 @ 25 Cm resto
L] L] [] [ [ [ L] L] - L] [] » \ [J L]
—— REFUERZO: CAMA INFERIOR
#4 @ 25 cm
4.00
Figura 323. Detalle de armado cuantia del eje y -y, resultado del MEF. Fuente: El Autor.
o ) e e e e s e e e e e
REFUERZO: CAMA SUPERIOR
_N 4 @ 25 cm
; [ ] [ ] [ ] L ] L ] ] L ] [ ] L ] L] ] ] ./ [ ] ] #
0.50
A 3 ] w 3 3 13 3 = 13 = = 13 q\ 1 L]
N
I REFUERZO; CAMA INFERIOR

4.00

#4 @ 25 cm

Figura 324. Detalle de armado eje y -y, resultado del método tradicional. Fuente: El Autor.

Como se observa en los resultados del armado, el analisis de placas por el MEF permite

tomar en cuenta momentos que por los métodos tradicionales no es posible analizarlos, las areas

de acero proporcionadas por el programa son las minimas solicitadas del analisis, pero por

solicitaciones del acero minimo que establece la norma no se coloco en el detalle del armado lo

que propuso el programa si no la cuantia minima que pide la norma.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)
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CONCLUSIONES

El método de elementos finitos fue desarrollado para la resolucion de ecuaciones
diferenciales, al trasladar la forma débil del método de residuos a un sistema de ecuaciones
matriciales, entonces es posible que el método de elementos finitos pueda utilizar la matriz
constitutiva para la resolucion de problemas de elasticidad, de otra forma esto no seria

posible.

Los elementos unidimensionales pueden presentarse como elementos lineales y no lineales,
asi como también es posible cambiar las coordenadas globales del elemento a coordenadas

naturales.

El método de elementos finitos para la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales utiliza
elementos bidimensionales y tridimensionales, en donde cada variable independiente de la

ecuacion diferencial parcial representa una dimensién de los elementos.

Los analisis de elasticidad bidimensional asi como el andlisis de elasticidad tridimensional
no generan momentos por lo que no es posible encontrar areas de acero por medio del
momento flector, por lo que la Unica manera de analizar el comportamiento del acero con el
concreto es dibujando el acero dentro del concreto y uniendo los nodos de los elementos que
se generen y por medio de esta manipulacion verificar que el esfuerzo del concreto en tension
y compresion no sobre pase el de disefio, en el caso del acero el esfuerzo de tension del acero

no debe sobre pasar el esfuerzo permisible.

Para calcular areas de acero utilizando el momento flector por medio del método de
elementos finitos, unicamente es posible si se utiliza el analisis de placas, el cual es el Gnico

andlisis que genera fuerza cortante y momento flector.

Los resultados que se obtuvieron en el analisis de elasticidad bidimensional y tridimensional

al ser comparados con el programa CIVILFEM fueron los mismos.
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1)

2)

3)

4)

5)

RECOMENDACIONES

Se deben chequear que cuando se utilicen elementos triangulares o tetraédricos estos sean
homogéneos en cuanto a su forma o angulos de aristas, ya que elementos muy alargados dan

como resultados valores lejanos a los verdaderos.

Actualmente los programas para ingenieria civil que utilizan el método de elementos finitos,
permiten la utilizacion de diferentes cddigos de disefio, por lo que el usuario debe tener
cuidado con la simbologia del cédigo que utilice, ya que si no esta familiarizado con los
cddigos puede introducir valores erréneos o los valores predeterminados del programa puede

gue no sean los correctos para el analisis que se esta haciendo.

En el analisis de elasticidad bidimensional de tension plana y deformacion plana debe tenerse
cuidado a la hora de seleccionar el tipo de analisis, ya que los resultados de un analisis varian
considerablemente respecto al otro.

Se sugiere generar modelos con diferentes cantidades de elementos y comparar el resultado
entre un analisis y otro, si la diferencia de resultados no supera el cinco por ciento, entonces

se puede utilizar los resultados del anélisis con mayor cantidad de elementos.

Se recomienda la introduccion del método de elementos finitos dentro de los contenidos de
cursos de andlisis estructural, debido a su versatilidad para el analisis de estructuras

continuas.
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ANEXOS

ANEXO 1: Determinacion de las deflexiones de una viga indeterminada.

g=1T/m P=1T
LELLLITR LR
e e El=1
Ra L1=5 rol L2=1| L3=1}
‘ TRAMO #1 TRAMO #2‘TRAMO#3

\ | |
Figura 325. Cargas sobre viga indeterminada. Fuente: El Autor.

Paso No.1
Descomponer la viga.

Para poder descomponer la viga es necesario utilizar el principio de superposicion descrito
en la seccion 1.3.2. Este principio permite la sumatoria de las deflexiones con el propoésito de
encontrar las reacciones redundantes y la funcion de deflexidn de la viga. Este principio aplicado

a la viga permite descomponer la viga de la siguiente manera.

[ | Rb

Figura 326. Principio de superposicion aplicado a la viga indeterminada.
Fuente: El Autor.
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Paso No.2
Obtener las deflexiones por cada vida obtenida en la descomposicion de la viga principal.

A cada una de las vigas resultantes de la descomposicion de la viga principal, se le debe
obtener las funciones de deflexion de la misma manera que se obtuvo en la seccion 1.2.9., por
medio del método de doble integracion. A continuacion se muestran los resultados de la funcion

de deflexion de cada viga.

VIGA #1
g=1T/m
Rar L1=5 L2=1 | L3=1 a(L1)’
2(L1+L2+L3)
TRAMO #1 TRAMO #2|[TRAMO #3
X =
Figura 327. Reacciones de la primera viga. Fuente: El Autor.
TRAMO #1 vy #2 0<x<L2+1L3
_ 25x®  1825x
Yviri2 = 84 168
TRAMO #3 L2+ L3<x<L2+L1+1L3

53x3 x* 1601x 2

2 - —

IWITs = g T4~ % T 168 3
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VIGA #2
P=1T
g{; 3 q(L1+L2)
Raz L1=5 L2=1| L3=11 (Li+2+L3)
TRAMO #1 TRAMO #2|TRAMO #3
X —=——
Figura 328 Reacciones de la segunda viga. Fuente: El Autor.
TRAMO #1
0<x<IL3
_x® 13x
Yvar1 = 7 7

TRAMO #2 y #3

L3<x<L2+L1+1L3

B x3_|_x2 33x+1
Wer23 = Ty T T4 T



490

VIGA #3
Rb
o o
Rb(L1)
e L1=5 L2=1| L3=11 rz3)
TRAMO #1 TRAMO #2|TRAMO #3
X =
Figura 329. Reacciones de la tercera viga. Fuente: El Autor.
TRAMO #3
L2+ L3 <x<L2+L1+L3
Rb 34 4
Yy3rs = Hx3 — (Rb)x? + - (Rb)x — §Rb
Paso No.3

Obtener la reaccion Rb, por medio de la sumatoria de las deformaciones en x = L2 + L3.

53x3 x* _ 1601x 2 1625
8¢ 24 F T 168 3 84

yvirs(x = L2+ L3) =

x3 x% 33x 1 115

Yaras (6 = L2 +13) = — o+ o - St o=~

4 100

Rb 34
= = — 3 _ 2 —_— —_— = —
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Sumando las deformaciones.

1625 115 N 100
84 42 21

Despejando para Rb.

Rb—371—46375
80

Utilizando un programa para el andlisis de la viga indeterminada, se obtiene como resultado

el diagrama de cortante siguiente

1.00 tf

[RRRRRR A R AR RRRRR AR R AR RN AR AR R RRRRRRA RN AR RARRRR RN |
a)
067
A 7K 2
b)

2.34

[
K =

2.06

=

c)

Figura 330. Resultados del analisis de la viga indeterminada a) Cargas sobre la viga
b) Diagrama de corte c) Diagrama de momento. Fuente: El Autor.
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Paso No.4
Obtener las ecuaciones de deformacién por tramo.

Ya que se obtuvo la reaccion Rb entonces se pueden generar las ecuaciones de pendiente y

deflexién de la viga, los resultados son los siguientes.

g=1T/m P=1T

NN —

__1 _L/l

= g | 2k

Ra L1=5 rol L2=1 | L3=1 k.
TRAMO #1 TRAMO #2[TRAMO #3

Figura 331. Viga indeterminada. Fuente: EI Autor.

TRAMO #1 0<x<IL3
MOMENTO
MT1 = 7>
~112”

PENDIENTE

dyrs _ 75 , 89

dx 224 168
DEFLEXION

25 . 89
Y1 = 557X — 75X

224 168
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TRAMO #2 L3<x<L3+1L2
MOMENTO
MT1 = ﬂx -1
112
PENDIENTE
dyr, 187 5
dx :ﬁx —@x
DEFLEXION
187 , 5 1, 1
12 =5 T1e8 2% 6
TRAMO #3 L3+L2<x<L3+L2+L1
MOMENTO
MT1 = —@x+g+ (x—2)2
280 40
PENDIENTE
DEFLEXION
1391 1 411 1117 401

_ - X2 —
¥r3="Teg0* t22° * 50 105 * %0
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Paso No.5

Obtener las deflexiones de deformacion angular y lineal por nodo.

1 2 8 3
Le 1 Sea bl
) ) )
it 4@
) (2) (3

Figura 332. Numeracion de los nodos de la viga indeterminada.
Fuente: El Autor.

101 0

P 0

03 0

bg| | 0.4181
0, |-0.5297
6, —0.1949
05 1.3095
0,1 1—3.2589-

ANEXO 2: Determinacion de las reacciones de una viga indeterminada por el método de

pendiente-deflexion.
g=1T/m P=1T

SHHHTHIRIGTR AR IEL

é\b = {1 Er=1
ClJ )
Ra L1=5 rof L2=1 | L3=1 .
TRAMO #1 TRAMO #2[TRAMO #3

Figura 333. Viga indeterminada. Fuente: EI Autor.
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El método de rigidez esta basado en el método de pendiente-deflexion tal como se demostrd
en la seccién 2.2.6., por lo que es conveniente demostrar como se usa el método de pendiente-

deflexion en la viga resuelta por el método de rigidez en la seccion 2.2.8.

Para resolver por este método es necesario tomar en cuenta que a modo de ejemplo se usaran
Unicamente tres nodos, cada uno de ellos sera un apoyo, por lo que las vigas que seran analizadas
solamente seran dos. En el caso los desplazamientos seran numerados de la misma manera en el
que se hizo en el ANEXO 1, con la diferencia que al ser Gnicamente dos vigas se omitiran los

desplazamientos y reacciones del nodo nimero cuatro quedando de la siguiente manera.

1 2 8 3

TB) 1 %I2|jig3 4
o @) tﬁn%

0 @) ®

Figura 334. Numeracion de los elementos y los nodos. Fuente: El Autor.

Los pasos para resolver la viga seran los siguientes.
Paso No.1

Calcular las reacciones de momento de cada viga como si las cargas se aplicaran a una viga

doblemente empotrada.

1 gq-= 1 T/m g P=1T ;
% T
o [
I M6= ql/12 M5= -qw1z\/h{:= P8 Md= -PL’7\8/
Vi= g2
! V2= qu2 V2= PI2 1 V3= P2

Figura 335. Momentos y cortantes de un doble empotramiento para el vector de FEM.
Fuente: El Autor.
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Paso No.2

Se arman las ecuaciones de pendiente deflexion por cada viga, tomando en cuenta que en la

viga real el momento resultante en el apoyo del nodo 1, y en el apoyo del nodo 3, serén igual a
cero.

VIGA#1
Mf6 = 0= 2EL (2 +¢9)+qL12
f6= oL e T s 12
mrs = 2EL 6. + 0. qL1®
f oL st e 12
VIGA#2
" 5_2E1(29 +9)+P(L3+L2)
f—L1 5+ 6, 3
M4—O—2E1(20 +00) P(L3 +L2)
f4= =7 (264 + 65 5
Paso No.3

Resolver las ecuaciones armadas en el paso anterior.

Mf5 = —2.3392
6, =—0.5297
6s = 1.3095
0y = —3.2589

Los resultados pueden ser comparados con los obtenidos en el ANEXO 1. Con el momento
es posible encontrar las reacciones en los apoyos.

Paso No.4

Calcular las reacciones en funcién del momento obtenido.



q(L1) P
Mf5 i
/ e
A AV .
L1/2 T'Ro
L1 L2
L2413

Figura 336. Diagrama de cuerpo libre de la viga. Fuente: El Autor.

ZM=O

Mf5 = P(L2) — Re(L2 + L3)

q(L1)?
2

Y F=0

Ra+Rb+ Rc=qlLl1+P

—Mf5 = — Ra(L1)

R — 569
4= 280
Rb = 371
80
75

Rc =

497
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ANEXO 3: Determinacién de las reacciones en los apoyos de una viga indeterminada por el

meétodo de rigidez utilizando un nodo falso.

En la seccidn 2.2.8., se resolvio el ejercicio de los anexos 1y 2, utilizando dos elementos los
cuales se formaban entre los apoyos respectivamente como el mostrado en la figura. A continuacién
se resolvera el mismo ejercicio solo que se utilizaran tres elementos usando un nodo falso para

conseguir el tercer elemento.

q=1T/m P=1T

SRRBRIIN T —

(?L El=1
s I _
oy CcITa
Ra L1=5 rol L2=1 | L3=1 }.
TRAMO #1 TRAMO #2[TRAMOQ #3

| | | |
Figura 337. Viga indeterminada. Fuente: El Autor.

Para desarrollar la viga indeterminada se usaréa el mismo procedimiento usado en la seccion

2.2.8., con la diferencia de la cantidad de elementos que se analizaran.

Paso No.1

Numerar la viga sin utilizar nodos falsos segun lo descrito en la seccion 2.2.1.1.

1 RN

=

1 8

T% f;l2|f§
oo

o G

Figura 338. Numeracion de los elementos y los nodos. Fuente: El Autor.



g=1T/m

$

®M
M6= qL112 M'5= qLHp
T Vi= qu2 V2= qL1'2$

_I_T_
3
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No existen reacciones
adicionales como en el caso
del elemento uno, ya que la
carga se aplico al nodo.

Figura 339. Momentos y cortantes de un doble empotramiento para el vector de FEM.

Fuente: El Autor.

Paso No.2

Desarrollar la matriz de rigidez por elemento.

12 6L —12
[K#]=El| 6L  4L> —6L
13(-12 —6L 12
6L 212 —6L
Matriz de rigidez del elemento 1.
[ 1 6G)  _12
[K”l]::;LI 6(5) 4(5)%2 —6(5)
53|-12  —6(5) 12
| 6(5) 2(5)? —6(5)
0,096 0,24 —0,096
[K'1]=| 0,24 08 —0,24
—-0,096 —0,24 0,096
0,24 04 —0,24
Vi
L 0,096 024 —0,096
Mg =0
v | = 024 08  —0,24
Y -0,096 —0,24 0,096
° 024 04 —024

6L

—6L
4172

6(5) 1
2(5)*
—6(5)
4(5)%]

0,24 1
0,4
—0,24

0,8 |

024 Al—
—0 24 Az—

FEM
5/2
+| 25/12
5/2
—25/12
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Los momentos y cortantes que se colocaron en la matriz FEM son debido a las reacciones
obtenidas por el elemento sometido a empotramiento tal y como se muestra en la figura 339. La
matriz FEM se suma debido a que el método se ha desarrollado a partir del método de pendiente-

deflexion, como lo mostrado en el anexo 2 y la seccion 2.2.6.

Matriz de rigidez del elemento 2.

[ 1 61 _12 6(1)]
[K'2] = i| 6(1) 4(1)% —6(1)  2(1) |
13|- —6(1) 12 —6(1)|
| 6(1) 2012 "M 4

[K2]=| 6 4 -6 2

-12 -6 12 -6

6 2 -6 4

v, FEM

M 12 6 —12 6 ][A=0 0
vo——p|l=| 6 4 -6 2 6s [+ |0
_y 12 -6 12 -6 Ag 0
7 6 2 —6 4 6, 0

Matriz de rigidez del elemento 3.

[ 12 6D _qp 6(1) ]
6(1)  4(1° —-6(1)  2(1)°|
13]-12  -6(1) 12 —6(1)

6(1) 512 —6(D) 412

[K'3] =

U=
w| M



12 6 -12 6
k3]=| 6 4 -6 2
-12 -6 12 -6
6 2 -6 4
FEM
Vg = —P
.y 12 6 -12 6 Ag 0
7
oo l=] 6 4 -6 2 6, [+ |0
L =
Moo= 0 ~12 -6 12 -6 ||A3=0 0
4 6 2 -6 4 0, 0
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Los momentos y cortantes que se colocaron en la matriz FEM son debido a las reacciones

obtenidas por el elemento sometido a empotramiento, ver la figura anterior.

Paso No.3

Ensamblar la matriz de rigidez global y la matriz total.

[K] =[K'1] + [K'2] + [K"3]

0096 0,24
K] =[K1]+[K2]+[K3]=| 024 08
—-0,096 -0,24

0,24 0,4

Al

0,096

-0,096

0

K|=| ¢

0

0,24

0,24

0

—0,096
—0,24
0,096
—0,24

0,24
0,4

0,8

A2
-0,096
12,096

0
-12
0
5,76
-0,24
6

-0,24

A3

12

-12

==

A8

12
12
24

o o &

<}
Iy

N OOMO& OO

05
0,24
5,76

4,8
0,4

12 6
6 4
-12 -6
6 2
06
0,24
-0,24
0
0
0
0,4
0,8

-12
-6
12

-6

[e5]
~N

0O NNOGOOO

6
2
-6
4

Al
A2
A3
A8
04
05
06
07
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i . m V) 83 28 04 65 06 7 o
Ra 0096  -0,09% 0 0 0 0,24 0,24 0 0
Rb -0,09 12,09 0 12 0 5,76 0,24 6 0
Re 0,000 0,000 12 -12 6 0 0 -6 0
1 _ 0000 -12,000  -12 2% 6 6 0 0 A8
0 - 0,000 0,000 -6 6 4 0 0 2 04 *
0 0240 5760 0 6 0 4,8 04 2 65
0 0240  -0,240 0 0 0 04 0,38 0 06
| o | | o000 6000 6 0 2 2 0 s | L e | |_

La sumatoria de los momentos en los nodos de los momentos M5 y M7 da como resultado el
valor de cero debido a que en ese punto el momento no es mas que un valor relativo, ya que al

hacer la sumatoria de momentos debe de ser igual a cero.

0=-M5+M5

0=-M7+M7

M4

M6 M7 M
, AN
[K'2] [K°3]

Figura 340. Diagramas de momento resultante en el nodo. Fuente: EI Autor.

Paso No.4

Reducir la matriz total y resolver para las deflexiones.

_ . m 82 83 88 84 85 86 7 o -
Ra 0,09%  -0,0% 0 0 0 0,24 0,24 0 0 25
Rb -0,09 12,096 0 -12 0 5,76 -0,24 6 0 25
Rc 0,000 0,000 12 -12 6 0 0 6 0 0
1 _ 0000 -12000  -12 b 6 -6 0 0 288 + 0
0 0,000 0,000 -6 6 4 0 0 2 64 0
0 0240 5,760 0 -6 0 4,38 0,4 2 CH -2,0833
0 0240  -0,240 0 0 0 0,4 08 0 66 2,0833
L o | | o000 600 6 0 2 2 0 s | e | | o _|

2,5
2,5

-2,0833

2,0833




Ra
Rb

O o0 oo L

Matriz reducida.

o o oo 4L

N O O &~ O

Despejando para las deflexiones.

A8
04
05
06
67

O O O o

-6
0
4,8
0,4
2

o O O O o

0
0,4
0,8

0

0,24
0,4
-0,24
0,8

0w O NDNO

A8
04
65
06
07

0,24
0,8
-0,24
0,4

o O O O O

+

Obteniendo la matriz inversa y resolviendo la multiplicacion de matrices.

A8
04
65
06
07

Paso No.5

0,13988
-0,2143
= 0,17857
-0,0893
0,00893

-0,2143
0,61905
-0,2381
0,11905
-0,0952

0,17857
-0,2381
0,47619
-0,2381
-0,0595

-0,0893
0,11905
-0,2381
1,36905
0,02976

0,00893
-0,0952
-0,0595
0,02976
0,16369

0

0
-2,08333
2,08333

0

Sustituir las deflexiones obtenidas para calcular las reacciones en los apoyos.

Al
0,096
-0,096
0
0
0
0,24
0,24

A2 A3
-0,096 0
12,096 0

0 12

-12 -12

0 -6
5,76 0
-0,24 0
6 -6

A8 04
0 0
-12 0
-12 -6
24 6
6 4
-6 0
0 0
0 2

05
0,24
5,76

0
-6
0
4,8
0,4
2

06
0,24
-0,24
0
0
0
0,4
0,8
0

D
~

©®ONNOG&K OO

2,5
2,5

-2,0833
2,0833

503

0,41815
-0,52976
1,30952
-3,25893
-0,19494

2,03214
4,6375
-0,66964
-1

o o oo
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Paso No.6

Calcular el valor del momento M5y M7.

FEM
2’030214 0,096 024 —0,096 0 24 5/2
46375 0,24 08 —0,24 -3, 258928 + | 25/12
y 0,096 —0,24 0,096 —0 24 5/2
5 0,24 04  —0,24 1, 309523 —25/12

25
—Ms = 0,24(0) + 0,4(—3,258928) + (—0,24)(0) + 0,8(1,309523) — D

Ms = 2,33928

4,6375 12 6 -12 6 0 F%M
2’33228 =| 6 4 -6 2 []|1,309523|+ |0
M -12 -6 12 -6 0,41815 0
7 6 2 -6 4 |1-0,1949 0

—M, = 6(0) +2(1,309523) + (—6)(0,41815) + 4(—0,1949) + 0

M, = 0,6694
Los resultados son los siguientes, los cuales pueden compararse con los obtenidos en los

anexos 1y 2, asi como también con los obtenidos en la seccion 2.2.8.

rRaq 71 2,03214 1
Rb 4,6375
Rc —0,66964
M4l = 0

M5 2,33928
M6 0
‘M71 L 0,6694




0

Az 0
Ag} | 041815
041 | —0,5298
0 1,3095
96 -3,2589

1 —0,19494]
161

ANEXO 4: Disefio de zapata excentrica por el método tradicional.

A continuacion se presenta el disefio de una zapata excéntrica por el método tradicional con
una serie de pasos utilizando el cdédigo ACI 318-2014, siendo los datos de disefio los siguientes.

A
P

l

TETET=T= =) be ETT= T T = = = T T = =

bx L

Figura 341. Valores de disefio de la zapata, Figura repetida (Fig. 278). Fuente: El Autor.

P =CS=CV+CM+CSy+ 03CSx =38.12 Tonf
My = M(sy_yy + 0.3M(5x_y) + M(cs—yy = —3.36 Tonf —m
D=1m
Ye = 2.4 Tonf/m3
¥s = 1.4 Tonf /m3
f'c =4000 psi

fy = 60000 psi
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Aperm = 21 kgf/CTYlZ

Paso #1

Estimar el area de la zapata con la carga distribuida.

bx

hc = 0.40

hy

bc =040

Figura 342. Dimensiones de la zapata. Fuente: EIl Autor.

A = 1.5P° 1.5(38.12tonf)

= = 2.72m?
z Dper 21 tonf /m?

En donde A, es el area de la zapatay hy > bx.

A, = (bx)(hy) = (1m)(2.8m) = 2.8 m?
bx=1m

hy =28m
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El espesor de la zapata se propondra de t = 0.5 metros de espesor.

El area de la columna es el siguiente.
A. = (hc)(bc) = (0.4m)(0.4m) = 0.16m?
Paso #2
Calculo de momento en el centro de gravedad y carga en el centro de gravedad.

Pcc = P’ + Psuelo + Pzapata

Psuelo = (D)(yg)(A, — Ap) = (1m)(1.4 Tonf /m3)(2.8 m? — 0.16 m?) = 3.69Tonf

Pzapata = (t)(v,.)(A;) = (0.5m)(2.4 Tonf /m3)(2.8 m?) = 3.36Tonf

Pcg = 38.12 tonf + 7.05 tonf = 45.17 tonf

'qZ

Psuelo + Pzapata

My f.\ t
be/2 (bx-bc)/2 bx/2 ,

Figura 343. Diagrama de cuerpo libre de las cargas de la zapata. Fuente: EI Autor.

bx — bc
2

1m—0.4m)

) (P) = —(3.36 tonf —m) + (38.12 tonf) ( 3

MCG=My+<

Mce; = 8.076 tonf —m
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Mcg  8.076 tonf —m

¢ =P 45i7tonf = O0A787m
— =-=0.166
Si e > bx/6 comprobar que 3a < bx.
bx 1m
a=——e=——-—0.1787m = 0.3213
2 2
3a = 0.9639m

Si 3a < bx quiere decir que existe tension en el extremo de la zapata.

o apg 4(45.17)
Dmax =35 (bx — 2¢)  3(2.8)(1 — 2(0.1787))

= 33.47 tonf /m?

qmax > qperm

33.47 tonf /m? > 21 tonf /m? falla el suelo

Volver a estimar otro valor de dimensiones de la zapata.
Propuesta de nuevos valores.

A, = (bx)(hy) = (2m)(4m) = 8 m?
bx=2m

hy =4m

El espesor de la zapata se propondra de t = 0.5 metros de espesor.

Calcular el momento en el centro de gravedad y carga en el centro de gravedad con las nuevas

dimensiones.

Pcc = P" + Psuelo + Pzapata



509

Psuelo = (D)(y¢)(A, — Ap) = (1m)(1.4 Tonf /m3)(8m? — 0.16 m?) = 10.976 Tonf

Pzapata = (t)(v,)(A,) = (0.5m)(2.4 Tonf/m3)(8 m*) = 9.6 Tonf

Pc; = 38.12 tonf + 20.576 tonf = 58.69 tonf

bx — bc
2

2m—0.4m)

MCG=M_’V+< 2

) (P") = —(3.36 tonf —m) + (38.12 tonf) (

Mce = 2713 tonf —m

Mcg 2713 tonf —m

= e 5869tonf = OA62zm
bx = 2 = 0.333
6 6
Si e > bx /6 comprobar que 3a < bx.
bx 2m
a=——e=—-—0.4622m = 0.5378 m
2 2
3a =1.61m

Como 3a < bx entonces existe tension en el extremo de la zapata.

O 4pg 4(58.69)
max =3y (bx — 2e)  3(4)(2 — 2(0.4622))

= 18.188 tonf /m?

Qmax > Qperm

18.188 tonf/m? > 21 tonf /m? ok
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Paso #3
Calculo de presiones altimas.

Guitima = (@per) (FCU) = (18.18)(1.49) = 27.1 tonf /m?

En donde FCU es un factor que se obtiene de relacionar los factores de 1.2CM + 1.6CV.

qs+z) = (s + q)(FCU) = (ty. + Dys)(FCU)

As+z) = [(0.5m) (2.4 Tonf /m3®) + (1m)(1.4 Tonf /m3)](1.49) = 3.874Tonf /m?

——

as., = 3874 tontim2 [ || JJLLLLLLLLL D LLLLEL L

b 3a =161
W 44— X
]

q =271 tonf/m2

ultima

w (x)

Figura 344. Presiones sobre la zapata. Fuente: El Autor.

w(x) = (%)x =16.83 x

Paso #4

Chequeo por corte punzonante V. < Vyesistente-
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d/2

perimetro

Figura 345. Detalle de corte punzonante. Fuente: El Autor.

q.,, = 3.874 tonf/m2

/ 3a=[1.61

q = 27.1 tonf/m2

ultima

w (x)

Figura 346. Diagramas de presiones para obtener el corte punzonante. Fuente: El Autor.



512

dvarilla

0.013
d=t—rec— =O.5—0.075—T=0.4185m

=1m

d 0.4185
x=3a— (bc + E) — 3(0.5378) — (0.4 + )

wx=1) = (%)x = 16.83 (1) = 16.83 tonf/m?
] d
Vact =P (FCU) + (bC + 5) (hC + d)(‘l(s+z) — Quitima — W(x))

0.418
Ve = 38.12(1.49) + (0.4 + T) (0.4 + 0.418)(3.874 — 27.1 — 16.83) = 36.84 tonf

2.00

he+d 4.00

c+d/;

Figura 347. Perimetro del corte punzonante. Fuente: El Autor.

b, = 2d + hc + 2bc = 2(0.4185 ) + 0.4 + 2(0.4) = 2.037 m = 203.7 cm

@ =0.75 ACI 318 —14 (21.2.1)
A=1 ACI 318 — 14 (19.2.4.2)
0.4
p = 04 Relacion entre el lado largo y corto de la columna

as, =30  Factor debido a la ubicacion de la columna en la zapata
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Vresistente 1 = w(l-ll\/ﬁ)(bo)(d)

(
l agd
Ve < { Vresisente2 = 0 (0272[2+ FoVFE) )@ 4cr318- 14 (22.652)
|
\

o

Vyssscone s = 005321 + 2] V) ()@

0.75(1.1(1)v285)(203.7) (41.85)
Vresistente 1 = 1000 = 118.73 tonf

0.75 (0.27(1) [2 + w \/ﬁ) (203.7)(41.85)

Voer < Vyesistente 2 = 1000

= 237.90 tonf
0.75( 0.53(1) |1 + o | V285 | (203.7) (41.85)

Vyesistente 3 = OfOOO = 171.61 tonf

Vact < VResistente Ok

Paso #4
Chequeo por corte simple V.t < Vyesistente-

Cuando se evalua el corte simple se usa el mayor de los valores actuantes de las siguientes
distancias, el primer valor se toma en bc + d, cuando bc + d < 3a, el segundo valor se toma en

’

X .

a,...= 3ers oz [T

q = 27.1 tonf/m2

ultima

w (x)

Figura 348. Diagrama de cargas para el corte simple. Fuente: El Autor.
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Primer valor actuante en bc + d.
bc+d=04m+ 0.4185m = 0.8185m

bc+d < 3a
0.8185m < 1.61m

x=3a—bc+d=0.7915m

q i
Vet = q(s+z)(bx 3a+x)— (%)

27.1
Vace w1 = (3.874)(2 — 1.61 + 0.7915) — —(O 7915)? (1 61) = — 0.69tonf

Segundo valor actuante en x”.

_ 3a(q(s+z)) 1.61(3.874)

= 0.2301
Quitima 27.1
bx —3a + qultima

27.1

Vace #2 = (3.874)(2 —1.61 + 0.2301) ——(O 2301)2 (1 o1

> = 1.95 tonf

Vact #2 > Vact #1

Usar V.t 42

Calcular el valor de corte resistente por el concreto V,osistente-

yo o 005)DF) Buniaris) (@)
resistente — 1000

0.75(0.53)(1)(+/285) (100) (41.85)
Viesistente = 1000 = 28.08 tonf




Chequeo del espesor de la zapata.

Vresistente > Vact #2

28.08 tonf > 1.95 tonf Ok

Paso #5

Disefio por flexionen X — X.

0.50

ARAARARARARARNRAARRAN)INRARAYANNRARANANRARARANANAR q
(S+Z) 4.00
Qq
4.00
1.00
a) | b)
N/ —
g e e e e s e s e e
(hy-he)/2
/ 7
c)

Figura 349. Detalle de disefio por flexion eje X —

deflexion de la zapata. Fuente: EI Autor.

X, a) cargas de disefio b) franja unitaria de armado c)

515
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Tal y como se muestra en la figura 348c la zapata se deforma como si fuera una viga en
voladizo, el empotramiento se asume en la unién de la columna por lo que existen dos vigas en
voladizo. EI momento que se genera en la cama inferior en los empotramientos es el siguiente

(Cabrera Seis, 1994).

_ q(s+2) (hy - hc)z + da (hy - hc)z

M* =
8 8
_ ] _ Quitima
Qd - CIultlma 6a
=271—-—————=18.70t¢ 2
a 6(0.5378) onf/m

3.874(4 — 0.4)? 18.70(4 — 0.4)
M = — 3 + 3 = 24.0181 tonf —m

M* = 2401810 kgf — cm

Utilizando la ecuacion para determinar el area de acero en una viga simplemente reforzada,

se obtiene lo siguiente.
®=09 para flexion
B =0.85
bunitaria = 100 cm

fy = 4280 kgf /cm?

f'c =285kgf/cm?

_ 2 2M*
d jd BB ©) Bumearid)

fy
(.81 ) (bunitaria) (flc)
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2(2401810)
_ 2 _
s 41.85 \/41'85 0.9(085)(Z85)(100) _ o 5o
s = 4280 - eram
(0.85)(100)(285)
Agmin = 0.002(b)(d) ACI318 — 14 24432

Agmin = 0.002(b)(d) = 0.002(100)(41.85) = 8.37 cm?

El acero minimo se reparte en ambas camas, ya que la cama inferior necesita mayor cantidad
de acero entonces la cama superior solo es necesario que se cologue la mitad del acero minimo

4.18 cm?.

El resto de la zapata se reparte el acero minimo en ambas camas, el resultado final del armado

es el que se muestra a continuacion.

REFUERZO: CAMA SUPERIOR
#4 @ 25 cm

b!!!!!!'. 'J]

1.00 % REFUERZO: CAMA INFERIOR
#6 @ 14 cm primer metro

2.00

#4 @ 25 cm resto

Figura 350. Detalle de armado eje x —x Figura repetida (Fig. 279). Fuente: EI Autor.
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Paso #6
Disefio por flexionenY —Y.

De la misma manera que se disefio por flexion para X — X se hard para Y — Y, obteniendo el

momento arrostro de la columna debido a las cargas en una franja unitaria.

q,.,, = 3.874tonfim2 \IWWWMMML

bx =2.00

/
7/ 3a=161

T

q ..~ 27.1 tonf/m2 ﬂ’:::>§
W

Figura 351. Detalle de cargas sobre la zapata. Fuente: EI Autor.

(x)

Se deben calcular dos momentos y utilizar el momento mayor, el primer momento se obtiene
a rostro de la columna y el segundo momento se obtiene en el lugar donde se obtuvo el cortante

méaximo en el chequeo del cortante simple.
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El momento a rostro de la columna es el siguiente.

q(s+7)(bx — bc)? N (3a — be)?

Ml = 2 6(3a) Qultima

_ 3.874(2 - 0.4)? N (1.61 — 0.4)3
1= 2 6(1.61)

27.1 = 0.01118 tonf —m

El momento en donde ocurre el cortante maximo es el siguiente.

e 3a(q(s+2)) _ 1.61(3.874)

=0.2301m
Quitima 27.1

M2=

_ q(s+z) (x, + bx — 361)2 (1) Quitima ( /)3

2 3/ (3a)

v = 3.874(0.2301 + 2 — 1.61)? (l)ﬂ(o 2301)3 = 1.2694 tonf —m
2 2 3/(1.61) " .

Momento debido al acero minimo.

Ag min = 0.002(b)(d) ACI 318 — 14 24.4.32

Ag min = 0.002(b)(d) = 0.002(100)(41.85) = 8.37 cm?

° fy
(ﬁl) (bunitaria) (flc)

_ 2 _ 2IWAmin
d j C =BT O bumarid)
A
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4280

(41.852 - (41.85 —A

$70.85)(100)(285)

2
) )0.9(0.85)(285)(100)

M= 5

M =7.77003 tonf —m

= 777003 kgf —cm

El acero minimo es suficiente para soportar los momentos por flexion.

REFUERZO: CAMA SUPERIOR
#4 @ 25 cm

A ; L3 . . » ] ] » '] '] ] ] 0/ . ]
0.50
A * w L] * * L L w g w w g c\ w L]

4.00

T REFUERZO: CAMA INFERIOR
#4 @ 25 cm

Figura 352. Detalle de armado eje y -y, resultado del método tradicional Figura repetida (Fig. 280).

Fuente: El Autor.
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